Jyviaskylin yliopisto ja Tampereen yliopisto
Tampere: Matematiikan ja tilastollisen data-analyysin tutkinto-ohjelman valintakoe, 7.6.2021

Ohje: Ratkaisuissa tulee kirjoittaa ndkyviin kaikki tarvittavat vélivaiheet. Pelkistd vastauksista ei
anneta pisteita.

1. a) Poista itseisarvomerkit: ||m — 4| — |7 — 3||.

b) Esiti lauseke muodossa, jossa neliojuuri ei esiinny nimittijassa: YRVEE
¢) Ratkaise yhtilo % + 5—2 =1
d) Olkoon f(z) = €. Ratkaise yhtils f'(z) — 2f(x) = 0.
e) Ratkaise epdyhtdlo In(x + 1) < In(2z — 1).

2. Ratkaise yhtilo [*,(t — 2)d¢ = —4 muuttujan = suhteen.

3. Tutkittava, milld muuttujien =, y (> 0) arvoilla yhtilo

m:\/er\éer\/x—\/Qm

on voimassa.

4. Lipindkymattomassi pussissa on valkoinen tai musta pallo. Pallo on valkoinen todennikoisyy-
delld 1/2. Tiputetaan pussiin musta pallo. Poimitaan pussista pallo niin, ettd kummankin pallon
nostotodennikdisyys on 1/2. Poimittu pallo on musta. Miki on todennékaisyys, ettd myos pallo
pussissa on musta?

5. Kolme ympyrid sivuaa toisiaan ulkopuolisesti. Ympyroiden keskipisteet ovat A, B ja C', sekid
vastaavat sdteiden pituudet r 4, 75 ja r¢.

a) Lausu siteiden pituudet kolmion ABC sivujen pituuksien a = |BC|,b = |AC|jac = |AB|
avulla.

b) Oletetaan, ettd kolmio ABC' on suorakulmainen, missd AB on hypotenuusa, 7« = 1 ja
rp = 2. Piirrd kuva ja maaritd r 4.



Ratkaisu- ja pisteytysehdotus
1. a)Koska3 <7 <4,on|r —4|=4—7ja|r —3| =7 —3 (1p).Siis |7 —4| — |v = 3|| =
(4—7m)—(r=3)|=|7T—2n|=7—-2n (1p).
b)
L___ @9l )
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(1p).

c) Kertomalla z?%:1la (x # 0) ja siirtimilli termeji puolelta toiselle saadaan yhtipitivi yhtilo
1r? —2r —3 =0 (1p). Téstd saadaan ratkaisut:

2+ /(-2)2—4-1-(=3) 244 3
2.1 T2 :{—1 (1p)

d) f'(z) = De*” = e** - Da® = 2ze* (1p). Yhtidlo f'(z)—2f(z) = 0 saadaan siis muotoon
2we”” — 2" = (20 —2)e” = 0. Koska e”* > 0 jokaisella reaaliluvulla z, timi on yhtipitivi
sen kanssa, ettd 2z — 2 = 2(x — 1) = 0, joten yhtdlon ratkaisuonxz =1 (1p).

e) Jotta epayhtdlon oikea puoli on miiritelty, on oltava 2x > 1leliz > %; talloin myos vasen
puoli on médritelty. Koska luonnollinen logaritmifunktio In on aidosti kasvava, alkuperdinen
epayhtdlo on yhtépitivd epdyhtdlon z + 1 < 2z — 1 kanssa (1p). Vihentdmailld molemmilta
puolilta x ja lisddmélld molemmille puolille 1, saadaan epéyhtilon ratkaisuksi > 2 (1p).

2. Integroimalla polynomi ¢ — 2 muuttujan ¢ suhteen saadaan

T

/((1/2)t2 . 2t) — 4. (3p)

-2

Sijoittamalla saadaan
((1/2)352 . Qm) - ((1/2)(—2)2 - 2(—2)) — 4. (3p)
Kertomalla puolittain luvulla 2 saadaan
(2 —4x) — (4 +8) = -8

eli
2? —4r —4=0. (2p)

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan perusteella

r=2+2V2. (2p)



3. Asetetaan oletuksen z, y > 0 lisiksi ehto y < 22. (2p)
Silloin
(1) /y on olemassa, koska y > 0,

(2) \/x + /y on olemassa, koska z, \/y > 0,
(3) \/2? — y on olemassa, koska 22 — y > 0,

(4) \/x + \/x? — y on olemassa, koska =, /x> — y > 0,
(5) \/x — y/x? — y on olemassa, koska = > /22 — v.

Siis tehtdvin nelijuuret on médritelty (1p).
Tutkitaan sitten varsinaista yhtaloa

m:\/er\/;?i—er\/a:—\/;?i—y.

Koska yhtdlon kumpikin puoli on ei-negatiivinen (1p), voidaan yhtilo korottaa puolittain toi-
seen potenssiin, jolloin saadaan yhtépitavasti

2
\/x—k\/x?—y_i_\/:c—\/x?—y
2 2 '

Ty = (1p)

Soveltamalla binomin nelion kaavaa saadaan

2 _ 2 _ _ 2 _ _ 2 _
x+\/_:x—|—\/2x y+2\/x+\/2:c y\/x \/21: y+:c \/21: y.

(1p)

Lasketaan yhteen oikean puolen 1. ja 3. yhteenlaskettava, jolloin saadaan

Hm\/x_m
2 2 ’

(1p)

T+\Yy=x+ 2\/
Supistetaan kakkoset ja yhdistetddn neliojuurien tulot, jolloin saadaan

t+vi=z+ (e VE—p)a—VE—y). (Ip)

Sovelletaan nelididen erotuskaavaa, jolloin saadaan

r+Vy=r++2*—(2?-y). (1p)

Niin alkuperdinen yhtélo saadaan yhtépitdvisti muotoon

r+Vy=c+vy, (1p)

joka on aina voimassa.

Vastaus: Yhtilo toteutuu, kun y < 2.



4. Puukaavio kuvaa asetelman (3p):

Puukaaviossa kunkin tapahtumaketjun todennékdisyys on siihen johtavien tapahtumien ehdol-
listen todennikoisyyksien tulo. Tapahtumaketjut ovat erillisid, joten niiden todennédkdisyydet
voidaan summata, jos halutaan arvioida usean tapahtumaketjun todennikoisyys.

Pallo on valkoinen (V) tai musta (M) todenndkoisyydelld 1/2. Mustan pallon pussiin lisddmisen
jalkeen pussissa on valkoinen ja musta tai kaksi mustaa palloa. Lopuksi poimitaan pallo pussista.
Jos pussissa oli alunperin valkoinen pallo, todennékoisyydelld 1/2 saadaan valkoinen tai musta
pallo. Jos pallo pussissa oli alunperin musta, musta pallo saadaan varmasti. Mustan pallon poi-
mintaan johtavien kahden alimman tapahtumaketjun todennékoisyydet ovat 1 /2x1x1/2 = 1/4
jal/2x1x1=1/2 (2p). Todennikoisyys poimia musta pallo pussistaon 1/4 +1/2 = 3/4
(2p).

Tehtdvind on laskea todennikoisyys mustalle pallolle pussissa ehdolla, etti pussista on poimit-
tu musta pallo. Musta pallo voi olla pussissa jiljelld vain, jos pallo pussissa oli alunperin musta.
Todennidkoisyys saadaan jakamalla ainoan tapahtumaketjun, jossa pallo pussissa oli alunperin
musta, todennikoisyys mustan pallon poimiseen paatyvien tapahtumaketjujen todennikoisyy-
della. Lasketaan siis puukaavion alimman tapahtumaketjun todennikoisyys suhteessa kahden
alimman tapahtumaketjun todennikoisyyteen:

1/2 2

313 3P

Pussiin jddnyt pallo on musta todennikoisyydelld 2/3.

5. a) a) Koska ympyrit sivuavat toisiaan, ne jakavat sivut siteiden pituisiin osiin. Siis

rg+roc=a
ra+rc="> (1p)
TA+Trp=0=C.

Merkitddn piirid p = a + b + ¢; kun yhtidloryhmén yhtélot lasketaan puolittain yhteen, saadaan
2ra+2rg+2rc=a+b+c=p < rat+rg+rc=p/2.
Siksi

rg+rc=a p/2—r4=0a ra=p/2—a=—a/2+b/2+c/2
ratre=>0b = p/2—rp=>b < rg=p/2—b= a/2—-b/2+¢c/2 (3p)
ratrp=c p/2—rc=c. ro=p/2—c= a/2+b/2—c/2.



b)

B

b

(1p)

Sateistd pari pienintd tunnetaan, joten saadaan

a=rg+rc=14+2=3
b=p/2—rp=p/2—2
c=p/2—rc=p/2—1.

Koska AABC on suorakulmainen, niin voidaan soveltaa Pythagoraan lausetta (2p):

a4+ b =2
=32+ (p/2-22=(p/2—-1)? < 9+p*/4—2p+4=p*/4—p+1
—p=9+4—-1=12.

Tistd seuraa ry = p/2 —a=12/2—-3=3. (3p) O



