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1. Karhujen huviretki (12 p.)

Karhujen huviretkelle osallistui 30 teddykarhua, 16 jadakarhua, 21 pesukarhua, 6 ve-
rokarhua ja 2 tiekarhua. Anna vastaukset seuraaviin kysymyksiin pyoristettyna pro-
senttiyksikon tai karhun tarkkuuteen.

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen osatehtavan vastaus on kokonaisluku.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Kuinka monta prosenttia osallistujista oli pesukarhuja? (2p)
%

Retken osallistujista 32 % soi retkella karhunvatukoita. Kuinka moni séi karhun-

vatukoita? (2p)
[ Jkarhua

Kuinka monta prosenttia enemman jadkarhuja oli kuin verokarhuja? (2p.)
%

Kuinka monta prosenttia vdhemman verokarhuja oli kuin jadkarhuja? (2p)

%
Teddykarhuja oli ilmoittautunut alun perin enemman, mutta 14 % ilmoittautu-
neista ei saapunut paikalle. Kuinka monta teddykarhua oli ilmoittautunut retkel-
le? (2p.)
[ ]teddykarhua

Karhut ostivat evaaksi nallekarkkeja, joiden veroton hinta oli 12 otsoa ja arvonli-
saverollinen hinta 15 otsoa. Kuinka suuri on nallekarkkien arvonlisaveroprosent-
ti karhumaailmassa? (2p.)

%

Ratkaisu:

Retken osallistujien kokonaismaara on

1.1

n=30+16+21+6+2=75.

25 (E0R20)

Pesukarhujen osuus osallistujista on
21

— = 0,28 =28 %.
(o
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1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

24 2p.(yht.2p)

Karhunvatukoita sydneita oli

0,32-75 = 24.

167

Vertailuarvona on verokarhujen maara 6:

16 — 6
—5— = L666.... = 167%.

O

Vertailuarvona on nyt jaakarhujen maara 16:

16 — 6
T = 0,625 = 62,5(’0 ~ 63 %.

35 (o)

Paikalle saapui 100 % — 14 % = 86 % ilmoittautuneista. Merkitaan ilmoittautu-
neiden maaraa kirjaimella x:

0,862 =30 | :0,86
30
- — 34.88...~ 35
"7 0.86 ’

25 (o)

Arvonlisavero lasketaan verottomasta hinnasta:

Vaérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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2. Derivaattoja ja integraaleja (12 p.)

Anna tassa tehtavassa pelkka vastaus ilman perusteluja. Kirjoita vastauskenttiin de-
rivaattojen ja integraalifunktioiden oikeat kertoimet, jotka ovat kokonaislukuja. Vas-
tauksissa voi esiintya myds nollia tai negatiivisia lukuja.

21 D3x* —Tx+4) =az® + br + ¢ (3p.)

2.1.1 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p.)
a=[_]

2.1.2 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p.)
b=[_]

2.1.3 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p.)
c=[_]

2.2 D(7sin(3x)) = dcosx + fsin(3x) + g cos(3x) (Bp.)

2.2.1 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p)
d=[__]

2.2.2 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p)
f=L_]

2.2.3 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p.)
g=L_]

23 [(122% 4+ 8z — 4)dx = ha® + ja? + ka + C (3p.)

2.3.1 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1 p.)
h=[_]

2.3.2 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p)
g=L_1

2.3.3 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan. (1p.)

F=]
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2.4 [12sin(2x) dx = pcos(z?) + gsin(z?) + rcos(2z) + C
2.4.1 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan.
p=[_]
2.4.2 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan.
q=[_]
2.4.3 Kirjoita oikea kerroin vastauskenttaan.

r=[_]
Ratkaisu:

2.1 Derivoidaan termeittain:
D32* —Tx+4)=3-20—T7+0=06z—7
=0-2%+ 6+ (=7)
Vastaukset:
=0
-
o — —7(iEsm)

2.2 Derivoidaan yhdistetyn funktion derivoimissaannalla:
D(7sin(3z)) = 7cos(3x) - 3 = 21 cos(3x)
=0-cosx +0-sin(3x) + 21 cos(3x)

Vastaukset:

1 — o [EFw)
o — 0 (T
 — 21 [
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2.3 Integroidaan termeittain:

' z3 2
/(12:1;2 +8r —4)dx =12 - Y +38- Ch dx 4+ C
=42° + 42° — 4o+ C

Vastaukset:
-
-
T T)

2.4  Koska D(cos(2z)) = —2sin(2x), saadaan
/12 sin(2z) dz = —6/ —2sin(2z)dz
= —6-cos(2x) + C
=0-cos(x?) + 0 - sin(z?) + (—6) cos(2x) + C
Vastaukset:

p— o )
o — o (T
) — T

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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3. Yhtaloita ja sievennyksia (12 p.)

Kirjoita osatehtavien 3.1 ja 3.2 vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset lukui-
na ilman valivaiheita ja perusteluja. Tehtdvassa ei saa kayttaa kuvakaappauksia eika
kaavaeditoria.

3.1

3.2

Taydenna virke. Bp)
Yhtalén

83:—49_
r—06

|
8

ratkaisuonz =[ |

Taydenna virke. 3p.)

r+2y=3
ar +4y =9

ei ole ratkaisua, kuna =[ .

Yhtaloparilla

3.3 Kokonaisluvut a, b, ¢ ja d toteuttavat yhtalon ad — bc = 1. Sievenna lauseke
(ac +bd)? — (a® + b*)(c* + d?).
Esita ratkaisusi tiiviisti siten, etta se sisaltaa vain kaksi tai kolme olennaista vali-
vaihetta ja sievennetyn vastauksen. 6p.)
Ratkaisu:
307

Lisaselitys: Yhtalo on maaritelty, kun x # 6. Kerrotaan yhtalé puolittain nimitta-
jalla xz — 6.

Oppimateriaalit ja valmennuskurssit valintakokeisiin ja ylioppilaskirjoituksiin 7


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

8r — 49
- =z |- (z —6)
z—06

8r —49 = x(z — 6)

8z — 49 = 2 — 6z
2? — 14z +49 =0

(x—7)*=0
r—T7=0
r=17

Yhtélén 22 — 14z + 49 = 0 voi ratkaista my®s toisen asteen ratkaisukaavalla:

L —(=14) £ /(—14)2 —4-1-49

2-1
14 ++0
r=——
2
14
r = —
2
r="7
322,
Lisaselitys:
T+ 2y=3
ar +4y =9

Kerrotaan ylempi yhtald puolittain luvulla 2 ja vahennetaan se alemmasta yhta-
|osta:

ar + 4y — (2x +4y) =9—06
ar —2x + 4y —4dy =3
(a—2)x=3
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Kun a # 2, saadaan = = -3, ja yhtaloparilla on ratkaisu. Kun a = 2, yhtalo saa

a—2"'

muodon 0 = 3, joka ei toteudu millaan x:n arvolla. Talléin yhtaloparilla ei siis
ole ratkaisua.

3.3 Kerrotaan sulut auki.
(ac+bd)? — (a® + b*)(c* + d?)
= a*c® + 2abed + B*d® — (a*c* + a*d* + b*c* + b*d?)
= a’c® + 2abed + V*d® — a*? — a*d® — v — VPd?
= —(a*d* — 2abed + b*c?)
— —((ad)? — 2(ad) (b) + (bc)?)
= —(ad — bc)?
- -1y
L

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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4. Paloittelua (12 p.)

Pyorea pizza, jonka halkaisija on 32 cm, on jaettu
kahdeksaan yhtasuureen sektoriin, kuten oheises-
sa kuvassa. Opiskelija jakaa yhden sektorin suo-
ralla viillolla kahteen pinta-alaltaan yhtasuureen
osaan. Toinen osa on tasakylkinen kolmio, jon-
ka huippukulma on sektorin karjessa. Maarita kol-
mion kyljen pituus.

Ratkaisu:

Lisaselityskuva:

PN (YT TY)
8

Yhden sektorin pinta-ala on

1 1
M = Lt = L 167 = o

joten halutun palan pinta-ala on

82n g e

2
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Olkoon kolmion kyljen pituus x. Kolmion pinta-ala on

1 1 1
Akolmio:§$'I‘Sin45°:§'ZE2-——

IR e
V2 22

Saadaan yhtalo:

Lo o @) |55

2v/2
22 = 32V2n
= 11/32v2r
z=11,9236...

12 (cm)

Vastaus: Kolmion kyljen pituus on v/ 32v27em &~ 12 cm.
Pisteytyksesta: Myos pyoristys 11,9 cm hyvaksytaan.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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5. Derivoituvuus ja pinta-ala (12 p.)
Méaaritelldan funktio f: [0,2] — R asettamalla

f(m)—{\/i’ kun 0 <z <1,

5, kunl<uz <2

Onko funktio jatkuva? Onko funktio derivoituva? Maarita funktion kuvaajan ja x-
akselin rajoittaman alueen pinta-ala.

Ratkaisu:

Lisaselityskuva:

/fl(x)={ % 1<x<2

£2()={\[x 05x=1

Huomaal! Jatkuvuus taytyy perustella analyyttisesti, kuten alla. Pelkkaan CAS-laskimella
piirrettyyn kuvaajaan vetoaminen ei riita, vaikka sen avulla asian voi katevasti tarkis-
taa.

Jatkuvuus: Funktiot v/ ja 5 ovat jatkuvia maarittelyvéleilldan, joten funktio f on jat-
kuva, kun x # 1. Tutkitaan kohtaa x = 1:

f)y=vi=1
lim f(z) = lim V& =v1=1(e0m1)

r—1— r—1—
1p.(yht.2p.)

lim f(z)= lim T

1
r—1+ z—1t 2 2

Toispuoleiset raja-arvot eivat ole yhta suuret, joten raja-arvoa lim, 1 f(x) eiole ole-

massa. Funktio ei siis ole jatkuva.
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Derivoituvuus: Derivoituva funktio on aina jatkuva, joten funktio f ei voi olla derivoi-
tuva, koska se ei ole jatkuva.

Pinta-ala: Funktio saa vain ei-negatiivisia arvoja, joten pinta-ala on funktion integraali
valilla [0,2]. Jaetaan integraali kahteen osaan kohdassa x = 1:

1 2
A:/ ﬁm/ ? 4 (2570
0 1

1 21
/mde+/ —xdx
0 1 2

3 p.(yht. 10 p.
a:2 p- (¥ p.)

W N
8
Vlw
+
.
>~ =

ol

+

I
oo WM Wity S>>~ _
—_
Njw
I
o
()
[\
|

|

+

—_

|
== Wl N

123

21212

_ 17 ()
12

17

Vastaus: Funktio ei ole jatkuva eika derivoituva. Kysytty pinta-ala on {5.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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6. Selittdmattomia laskuja (12 p.)

Alisa ja Ben ovat ratkaisseet seuraavan tehtavan:

Korttipakassa on kahdeksan korttia, joista yksi on hertta ja loput pataa. Pakasta nos-
tetaan kerralla kolme korttia. Milla todennakdisyydella jokin nostetuista korteista on
hertta?

Valitettavasti Alisan ja Benin ratkaisut sisaltavat pelkan laskun ilman selityksia.

Alisan vastaus on oikein. Ratkaise tehtava toisella tavalla, joka perustuu johonkin
muuhun periaatteeseen ja laskulausekkeeseen. Muista esittda myos ratkaisusi
valivaiheet ja selitykset.

b. Benin ratkaisu: 1 — (1 — £)® = %
Tama ei ole oikea ratkaisu alkuperadiseen tehtavaan. Muokkaa korttipakkatehtava
sellaiseksi, etta Benin laskutapa antaa sille oikean vastauksen. Perustele my®és,
miksi Benin laskutapa antaa muokatun tehtavan oikean vastauksen.

Ratkaisu:

6.1

Ratkaisuvaihtoehto 1

Ratkaistaan tehtava klassisella todennakdisyydella ja kombinaatioilla.

Kun pakasta nostetaan kerralla kolme korttia, alkeistapauksia ovat kaikki kol-
men kortin joukot, jotka voidaan valita kahdeksasta kortista. Nostojarjestyksella
ei ole merkitysta, ja jokainen kolmen kortin joukko on yhta todennakdinen. Al-
keistapauksia on kaikkiaan

I

ot

S
[\)
—
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Vastaavasti alkeistapauksia, joissa on pelkkia patoja, ovat kaikki kolmen kortin
joukot, jotka voidaan valita seitseman padan joukosta:

w

Nain ollen todennakoisyys, etta yksikaan nostetuista korteista ei ole hertta, on
o
56

Taman vastatapahtuma on se, etta yksi nostetuista on hertta, joten kysytty to-
denndkoisyys on

21
56

_ 3 (Epomen)
8

Vastaus: Todennakoisyys, etta jokin nostetuista korteista on hertta, on g.

Alisan lasku perustuu siihen, etta hertta nostetaan joko ensimmaiseng, toisena
tai kolmantena korttina. Nama tapaukset ovat toisensa poissulkevia, ja kunkin
todennakoisyys saadaan kertolaskusaannolla perakkaisista nostoista.
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Ratkaistaan tehtava vastatapahtuman avulla kertolaskusaantda kayttamalla.

Kolmen kortin nostaminen voidaan ajatella niin, ettd nostetaan yksi kortti ker-
rallaan. Pakassa on yhteensa 8 korttia ja 7 pataa, joten todenndkdisyys saada
ensimmaisella nostolla pata on

7
P(ensimmaéinen pata) = 3

Taman jalkeen pakassa on 7 korttia, joista 6 on patoja, joten todennakdisyys
saada pata toisella nostolla, jos ensimmainen oli pata, on

6
P(toinen pata) = - 1p.(yht. 4 p.)

Vastaavasti todennakoisyys saada pata kolmannella nostolla, jos ensimmaiset
kaksi olivat patoja, on

)
P(kolmas pata) =

6

Kertolaskusaannélla saadaan, etta todenndkoisyys nostaa kolme pataa perak-

kain on siis
7 6 5
P(kolme pataa) = = - = - —
( pataa) = ¢ - - - &
Se, ettd joku kolmesta nostetusta kortista on hertta, on taman vastatapahtuma,
joten
7 6 5
P(yksi kolmesta hertta) =1 — - - = - =
y ) 8 7 6

_ 3 (Tppmen)
8

Vastaus: Todennakaisyys, etta jokin nostetuista korteista on hertta, on g.

Alisan lasku perustuu siihen, etta hertta nostetaan joko ensimmaiseng, toisena
tai kolmantena korttina. Nama tapaukset ovat toisensa poissulkevia, ja kunkin
todennakoisyys saadaan kertolaskusaannolla perakkaisista nostoista.
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6.2 Muokattu tehtava:

Korttipakassa on kahdeksan korttia, joista yksi on hertta ja loput pataa. Pakasta nos-
tetaan yksi kortti, se katsotaan ja palautetaan pakkaan, jo pakka sekoitetaan. Nos-
toja tehdddn ndin kolme. Millé todenndkdisyydelld ainakin yhdelld nostolla saadaan

Koska kortti palautetaan ja pakka sekoitetaan ennen seuraavaa nostoa, nostot

ovat toisistaan riippumattomia. Yhdelld nostolla hertan todenndkdisyys on %,

joten todennakadisyys, ettei nosteta herttaa, on

1
P(ei herttaa yhdelld nostolla) = 1 — 3

Riippumattomien tapahtumien kertolaskusadannén mukaan todennakoisyys, et-
tei herttaa saada yhdellakaan kolmesta nostosta, on

3
1
P(ei herttaa milldan nostolla) = (1 — g) 1p-Ghe 11 p)

Tapahtuma "ainakin yhdelld nostolla saadaan hertta” on taman tapahtuman vas-
tatapahtuma, joten

13
P(ainakin yksi hertta) = 1 — (1 - —)

8
3
_q_ (Z)
8
33
512
512 — 343
512

169
512’

joten Benin laskutapa antaa muokattuun tehtavaan oikean vastauksen.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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7. Paisto (12 p.)

Aineisto:
7.A Taulukko: Kinkun sisalampétila

Joulukinkkua paistetaan uunissa, jonka [ampétila on noin 130 astetta. Kinkku valmis-
tetaan ylikypsaksi, ja sen sisdlampaétilan pitda nousta 85 asteeseen. Kinkku laitetaan
uuniin kello 12.00. Taulukossa 7.A on esitetty kinkun sisalampétila, kun kinkkua on
paistettu ¢ minuuttia.

a. Esita aineisto 7.A graafisesti.

b. Muodosta aineistolle 7.A lineaarinen regressiomalli ja laske mallin mukainen kin-
kun sisalampétila kello 14.58 ja 20.30.

. Arvioi muodostetun mallin mielekkyytta.

Ratkaisu:

7.1 Esitetdan aineisto hajontakuviona GeoGebralla.

Kopioidaan luvut GeoGebran taulukkolaskentaan. Maalataan luvut ja valitaan
toiminto Kahden muuttujan regressioanalyysi.
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{2 GeoGebra Classic

N 02y
B C L £

E‘ Yhden muuttujan analyysi

1
2 B . . .
; +% Kahden muuttujan regressioanalyysi
4 % Usean muuttujan analyysi
) 1%y )
6 156 55
7 168 59
8 188 64
9 195 66
10 204 68
11 214 71
12 224 73
13 236 75
14 246 77
15 261 79
16 271 81
17 281 82
18 295 84
19 298 85
Pistekaavio v |&% |5 Tx 1{%2 % XS
Y:B1:B19
90
e © g
80 )
@
70
60 ®
50
@
40 @
)
80 100 120 140 260 280 30C
X:A1:A19

2p.(yht.2p.)
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7.2 Sovitetaan aineistoon regressiosuora.

. ) 1230 |[y
Pistekaavio v |&¢ |5 x| 355 | =5 X5
Y:B1:B19

90
80
70
60
50

40

1

80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
X:AT:A19

Regressiomalli
y = 0.2456 x + 15.2756
Lineaarinen v

Tarkka arvo:x = y=
Regressiosuoran yhtalé on

y = 0,24562 + 15,2756.

Kello 14.58 ja 20.30 vastaavat paistoaikoja
t; = 2h 58 min = 178 min
ja
ty = 8 h 30 min = 510 min.
Lasketaan mallin mukaiset sisdlampotilat Geogebran valmiilla toiminnolla.
y = 0.2456 x + 15.2756

Tarkka arvo:x =178 y =58.9953
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y = 0.2456 x + 15.2756

Tarkka arvo:x =510 y =140.54

Kello 14.58 kinkun lampétila on mallin mukaan 58,9953 °C ~ 59 °C.

Kello 20.30 kinkun lampétila on mallin mukaan 140,54 °C ~ 141 °C.

Vastaus: Regressiomalli on T'(t) ~ 0,2456t + 15,2756, jossa t on paistoaika
(min). Mallin mukaan kinkun sisalampotila on kello 14.58 noin 59 °C ja kello
20.30 noin 141 °C.

7.3 Hetkit; = 178 min on aineiston aikavalillda 106 min-298 min, ja pisteet ovat talla
valilla 13hella regressiosuoraa. Ennuste kello 14.58:lle on siksi mielekas.

Mallin antama 141 °C on suurempi kuin uunin ldampétila 130 °C. Kinkku ei voi
lammeta uunia kuumemmaksi, joten ennuste kello 20.30 on mahdoton.

Hajontakuviosta nahdaan, ettd lampeneminen hidastuu paiston edetessa. Li-
neaarinen malli olettaa kuitenkin kinkun Iampétilan muutosnopeuden vakiok-
si. Kun ennustetaan kauas aineiston ulkopuolelle kuten hetkeen to = 510 min,

malli alkaa antaa liian korkeita ennusteita lampotilalle, [P0t 12p)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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8. Sahkoauton hankinta (12 p.)

8.1

8.2

Selita lyhyesti, mita tarkoitetaan silla, etta tulevaisuuden rahamaara diskonta-
taan sen nykyarvoon. 3p)

Anne tilaa autoliikkeestd uuden sahkdauton, vaikka sen toimitusajaksi ilmoite-
taan yksi vuosi. Auton hinta on 26 000 euroa. Anne sopii autoliikkeen kanssa, et-
ta auton toimitus tapahtuu tasmalleen yhden vuoden kuluttua ja etta kaupassa
sovelletaan seuraavia maksuehtoja: sopimushetkelld Anne maksaa 2 000 euron
kasirahan, puolen vuoden jalkeen 2 000 euroa ja toimituksen yhteydessa vuo-
den kuluttua 22 000 euroa.

Auton maksua varten Anne avaa maaraaikaistilin, jolla on 2,4 %:n vuotuinen net-
tokorkokanta ja kuuden kuukauden korkojakso. Kuinka suuri summa Annen tay-
tyy vahintaan tallettaa sopimushetkella tilille, jotta han voisi maksaa tililta ensim-
maisen maksueran puolen vuoden kuluttua ja loppusumman vuoden kuluttua?
Anne suorittaa maksut tililta koronmaksun jalkeen. (9p.)

Ratkaisu:

8.1

8.2

Rahan arvo riippuu ajankohdasta, koska nykyhetkella kaytettavissa oleva raha
voidaan tallettaa niin, etta siita saadaan korkoa, tai se voidaan sijoittaa niin, et-

ta sijoituksen arvo kasvaa. Diskonttaaminen tarkoittaa, etta tulevai-
suuden rahamaarasta lasketaan se nykyhetken rahamaarg, joka arvonnousun
myo6ta kasvaisi tulevan rahamaaran suuruiseksi tarkasteltavaan tulevaisuuden

hetkeen mennessa.

Késiraha maksetaan sopimushetkelld, joten se ei sisally tilille talletettavaan sum-
maan. Tililtd maksetaan

a; = 2000 € puolen vuoden kuluttua

ay, = 22000 € vuoden kuluttua.

Korkojakso on puoli vuotta, joten jaksokorko ja korkotekija ovat

i = 2% ) o BT — 019

2
g=1+i=1012
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Olkoon talletettava summa K. Tilin saldo kehittyy seuraavasti:

puolen vuoden kuluttua koronmaksun jalkeen: K ¢q (P-O"t3P)

ensimmaisen eran maksun jalkeen: Kq—a,
vuoden kuluttua koronmaksun jélkeen: (Kq—ay)q

Saldon on riitettava toiseen maksueraan:

(Kq—ay)q = a2

K¢ —aig=ay || +ayq

K¢ =aq+ay |
a; a
K=—+-
q q

2000 € n 22000 €
1,012 1,0122

= 23457,638... €

~ 23457,64 €

Vastaus: Annen taytyy tallettaa tilille sopimushetkella vahintaan 23457,64 euroa
(ja maksaa lisaksi kasiraha 2000 euroa).

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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9. Erimielisyytta tangentista (12 p.)

Derivoituvan funktion f kuvaajan tangentti, joka kulkee pisteen (xg, f (x)) kautta, on
maaritelman mukaan suora, jonka yhtald on

y — f(xo) = f'(wo)(x — 20).

Kaksi opiskelijaa ratkaisi seuraavaa tehtavaa:

Tutki, onko suora y = —1 funktion f(z) = 2z® — 1 kuvaajan tangentti.

Opiskelija A vastasi: Koska suoralla ja funktion f kuvaajalla on vain yksi yhteinen pis-
te, niin suora on kuvaajan tangentti.

Opiskelija B vastasi: Suora ei ole kuvaajan tangentti. Jos kuvaajat piirretdan samaan
koordinaatistoon, niilld on yksi yhteinen piste, mutta tassa pisteessa suora leikkaa
kuvaajan.

a. Selitd esimerkin ja tangentin maaritelman avulla, miksi opiskelijan A paattely ei
ole pateva.

b. Onko opiskelija B oikeassa? Perustele vastauksesi kayttamalla tangentin maari-

telmaa.
Ratkaisu:
Ratkaisuvaihtoehto 1 \
9.1 Esimerkiksi suorallay = —x — 1 ja funktion f(z) = 22® — 1 kuvaajalla on vain

yksi yhteinen piste:
203 —1=—2—1 || +2+1
20° + 2 =0
z(22° +1)=0
r=0 ,silla2z>+1>0

y=[f(0)=2-0°—1=-1
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Ainoa yhteinen piste on (0, f(0)) = (0, —1). Opiskelijan A paattelyn mukaan
suoran y = —x — 1 tulisi siis olla tilla perusteella funktion f(z) = 223 — 1

kuvaajan tangentti pisteessa (0, 1).

Funktion f(z) = 223 — 1 derivaatta on f’(z) = 62°. Tangentin maéaritelman
mukaan tangentin kulmakerroin on yhta suuri kuin funktion derivaatta tangentin
ja funktion kuvaajan yhteisessa pisteessa. Suoran y = —x — 1 kulmakerroin on
—1. Funktion derivaatta kohdassa x = 0 on

f'(0)=6-0*=0.

N&in ollen suoray = —x — 1 ei ole funktion f(z) = 223 — 1 kuvaajan tangentti.

Opiskelijan A perustelu ei siis ollut pateva.

Pisteytyksesta:

+ Esimerkki suorasta joka ei ole tangentti ja jolla on vain yksi yhteinen piste
kuvaajan kanssa 2 p

+ Tangentin maaritelman avulla perusteleminen 2 p

9.2 Suorany = —1 ja funktion f(z) = 223 — 1 kuvaajan yhteiset pisteet saadaan
yhtalosta

27 —1=—1 | +1

213 = 0
z=0
y=-—1

Ainoa yhteinen piste on siis (0, —1). Tangentin maaritelman nojalla
funktion f(x) = 22® — 1 kuvaajan tangentti tdssa pisteessé on

y— F(0) = f(0)(x —0)
y—(=1)=6-0%-(z—0)
y+1=0
y=-1,
jotensuoray = —1 onfunktion f(z) = 22%—1 tangentti. Opiskelija
B on sils vaarassa.
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Ratkaisuvaihtoehto 2 \

9.1 Esimerkiksi suorallay = —x — 1 ja funktion f(z) = 22® — 1 kuvaajalla on vain
yksi yhteinen piste:

273 —1=—2—1 |[+a+1
22° + 1 =0
z(22° +1)=0
r=0 ,silla2z>+1>0
y=f0)=2-0-1=-1
Ainoa yhteinen piste on (0, f(0)) = (0, —1). Opiskelijan A paattelyn

mukaan suoran y = —x — 1 tulisi siis olla talla perusteella funktion f(z) =
223 — 1 kuvaajan tangentti pisteessa (0, 1).

Funktion f(z) = 223 — 1 derivaatta on f’(z) = 622. Tangentin maaritelman
mukaan funktion f(x) kuvaajan tangentti pisteessa (0, — 1) on

y— f(0) = f'(0)(z —0)
y—(=1)=6-0*-(z —0)

y+1=0
Yy = _]-7
eli eri suora kuiny = —z — 1, joten suoray = —x — 1 ei ole funktion f(x) =

222 —1 kuvaajan tangentti. Opiskelija A oli siis sattumalta oikeassa siin3, ettd y =
—1 on funktion f(z) = 223 — 1 kuvaajan tangentti, mutta hénen perustelunsa

ei ollut pateva.

Pisteytyksesta:

+ Esimerkki suorasta joka ei ole tangentti ja jolla on vain yksi yhteinen piste
kuvaajan kanssa 2 p

+ Tangentin maaritelman avulla perusteleminen 2 p

9.2 Kohdassa 9.1 osoitettiin tangentin maaritelman nojalla, ettd suoray = —1 on
funktion f(z) = 32 — 1 tangentti, joten opiskelija B on vaarassa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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10. Palloja avaruudessa (12 p.)

Kolmiulotteisen avaruuden R-sateinen pallo on niiden pisteiden (,y,2) joukko, jot-
ka ovat tasmaélleen etaisyydellda R pallon keskipisteesta (x¢,40,20). Tallaisen pallon
yhtélé on muotoa

(x —20)® + (y — 90)* + (2 — 20)* = R*.

Maarita yhtalo jokaiselle kolmiulotteisen avaruuden pallolle, joka kulkee kaikkien pis-
teiden (1,0,0), (0,1,0) ja (0,0,1) kautta. Mika on tallaisen pallon pienin mahdollinen
sade?

Ratkaisu:

Olkoon pallon keskipiste (zg,40,20) ja sade R > 0. Pallo kulkee pisteiden (1,0,0),
(0,1,0) ja (0,0,1) kautta tasmalleen silloin, kun

(1—@0)* +yp + 25 = R? ()
zo+ (1 —yo)* + 25 = R? (2
x4+ ye + (1 — 2)° = R% 3)

2 p.(yht. 2 p.)

Vahennetaan yhtalot (1) ja (2) toisistaan:
(1—20)? +yg+ 25 — (3 + (1 —yo)* + 25)= R* — R*
(1—20)* — a2 +y5 — (1 —yo)* + 25 — 25=0
(1= 20)* =25 =(1—%)° —vp
(1 —2xo+23) — 23= (1 — 2y +2) — y2
1—-2x0=1- 2y

_ 2p. (yht.4p.)
Zo = Yo-

Vastaavasti yhtaloista (2) ja (3) saadaan yy = 2g. Keskipiste on siis muotoa
(t,t,t), missa t € R ja pallon yhtalo on muotoa

(@ —t)2+(y—1)2+(2—1)2 =R, teR [2poh7p)]
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Sijoittamalla tama (esimerkiksi yhtal66n (1)) saadaan sateen neliélle yhtalo:
R=(1—-t)+t*++¢
R? =362~ o1 4 1. RO @

Huomaa, etta yhtaldiden (1), (2) ja (3) muodostaman yhtaléryhman saa ratkaistua ja
yhtalén (4) muodostettua todella nopeasti CAS-laskimella:

(lf.x‘0)2+_v03+202=a
solvel{ x02+(1-y0)2+z0%=a ,{ayO,zO} » a=3- x02—2- x0+1 and y0=x0 and z0=x0

,\'02+_v02 +( 1—20)3=a

Tutkitaan seuraavaksi pallon sateen neliéta kuvaavaa funktiota
f(t) =32 =2t +1
f'(t) = 6t — 2.
Derivaatan nollakohta:
6t—2=0

 — L mowion
3

Funktion f(t) lauseke kuvaa ylospain aukeavaa paraabelia, silla se on toisen asteen
polynomilauseke ja toisen asteen kerroin on positiivinen. Funktio f(¢) saa siis pie-

nimman arvonsa derivaatan nollakohdassa, eli kunt = %
1 1\? 1
Z)l=3.(2) —2.24+1
1(3)=2(3) 23+
2
=—-——-+4+1
3 +

WIN W[

1p.(yht. 11 p.)

Paraabelin 3t> — 2t + 1 pienin arvo on positiivinen ja se aukeaa ylésp&in. N&in ollen
yhtalolla (4) on ratkaisu jokaisella ¢ € R. Pienin sade saadaan laskemalla neliéjuuri
funktion f(t) pienimmasta arvosta.
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2
R*="C
3
2
RN

Vastaus: Pisteiden (1,0,0), (0,1,0) ja (0,0,1) kautta kulkevat tasmélleen pallot

(=t +(y—t)+(z—t)?=3>-2t+1, teR

2
ja pienin mahdollinen sade on \/g

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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11. Hassu kello (12 p.)

Aineisto:
11. A Video: Hassu kello

Kelloseppa tekee hassun kellon, jonka tuntiviisari kiertda kellotaulun keskipistetta
kuten tavallisesti, mutta minuuttiviisari kiertaa kiinnityskohtaansa tuntiviisarin kar-
jessa, kuten nopeutetussa videossa 11.A. Minuuttiviisarin kiinnityskohdan etdisyys
kellon keskipisteesta on 4 ja etdisyys kiinnityskohdasta minuuttiviisarin karkeen on
1. Kellotaulun keskipiste on sijoitettu koordinaatiston origoon niin, ettd minuuttivii-
sarin karki on pisteessa (0,5), kun kello on tasan 12. Viisarit pyorivat myétapaivaan
kuten tavallisessa kellossa.

a. Kellosepan lapsi Kaiho lahtee kouluun aamul-
la kello 8.00-9.00, kun minuuttiviisarin karki on
mahdollisimman kaukana origosta. Mihin ai-
kaan Kaiho lahtee kouluun?

b. Kaihon pikkusisarus Kuura liimaa variliidun mi-
nuuttiviisarin karkeen. Talléin 12 tunnin jal-
keen kellotauluun on muodostunut kayra, jo-
ka on esitetty oheisessa kuvassa. Mihin kello-
naikoihin kayra leikkaa y-akselin?

Anna likimaaraiset vastaukset minuutin tarkkuudella.

Ratkaisu:

a. Kasitellaan tuntiviisarin karjen paikkaa origoon nahden vektorina ajan ¢ funktio-
na h(t) ja minuuttiviisarin paikkaa tuntiviisarin karkeen nahden vektorina ajan ¢
funktiona m(t), missa ¢ on aika tunteina ajanhetkesta 12:00 eteenpdin. Talloin:

7 2m -t~ 27 - 1 ~
h(t):4cos(ﬁ_ m )i+4sin(g_7r_>j

2 12 12

() = cos( — 2m )7+ sin(5 o ¢) 7 020D

Funktiot muodostettiin seuraavalla periaatteella:

Yksikkdympyrassa kehan pisteen vaakakordinaatti maaraytyy vastapaivaan kas-
vavan kulman kosinin mukaan ja pystykoordinaatti vastapaivaan kasvavan kul-
man sinin mukaan:
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> <

(cos p, sin )

Kellon viisareiden vaakakoordinaatin halutaan olevan nolla ja pystykoordinaatin
suurimmillaan ajanhetkelld 12.00, joten alkuvaihekulma on :

Tuntiviisari liilkkuu myétapaivaan ja kiertaa kulman 27 kahdentoista tunnin ai-

kana, joten alkuvaihekulmasta 3 tdytyy vahentaa kulma Q]LZL Nain tuntiviisarin
2n-t.

karjen paikan sinin ja kosinin suuntakulmiksi tulee § — =5
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Minuuttiviisari pydrii vastaavasti, mutta kokonaisen kierroksen tunnin aikana, jo-

ten sen sinin ja kosinin suuntakulmiksi tulee 5 — 27 - £.

Kun minuuttiviisari on kauimmillaan origosta, sen on oltava samassa asennos-
sa kuin tuntiviisari. Talléin minuuttiviisarin suuntakulman on oltava
yhta suuri kuin tuntiviisarin suuntakulma plus mahdollisesti jokin maara taysia
kierroksia. Saamme yhtalon, jonka ratkaisuna saamme Kaihon kouluunlahdon

ajankohdan t:

LA RPN ¢ 17:31)
2

12 2

12-n
Ratkaisemalla yhtalo CAS-laskimella saadaan t = ETER Ratkaisu kasin:

T 27?'//7W ot o H T
5 12 —2 T , n Tl 5
Tl omet4ne2r | -2n
12 = Tl , n T . Tl
t
—=t—-n | - 12
12
t =12t — 12n | —t+12n
11t = 12n | - 11
_127),
11

Oppimateriaalit ja valmennuskurssit valintakokeisiin ja ylioppilaskirjoituksiin

32


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Tiedet&an, ettd ajan ¢ on oltava valilla [8, 9]. Katsotaan muuttujan ¢ arvot muut-
tujan n arvoilla 7,8 ja 9:

2T 7 6363
= 7.6363...
128

S =8T2m2. .
1

12-9

S =098181...
1

Arvolla n = 8 muuttuja ¢ on halutulla valilla. Lasketaan minuutit klo 8.00 jalkeen
arvon 8,7272 . .. desimaaliosasta:

0,7272...- 60 = 43,636.. . .

4 [po79)

Vastaus: Kaiho lahtee kouluun klo 8.44.

b. Summaamalla kohdassa a. maariteltyjen funktioiden h(t) ja 7 (t) 2-komponenttien
kertoimet voimme muodostaa lausekkeen minuuttiviisarin karjen paikan x-koordinaatille
ajan funktiona:

2m -t
of0) = tcos( G = 2 ) cos(§ v ) E0ERD

2 12 2

Tarkastellaan taman funktion kuvaajan nollakohtia:

Oppimateriaalit ja valmennuskurssit valintakokeisiin ja ylioppilaskirjoituksiin 33


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

vaakatunti(t) = 4 cos (% —g t)

vaakaminuutti(t) = cos(% - % 12 t)

vaaka(t) = vaakatunti(t) + vaakaminuutti(t)

= 4c05(_%—gt)+cos(g—%-12t)

a = vaaka(6)
=0
A = Leikkauspiste(vaaka, xAkseli, (5.6365671666, 0))

= (5.6365671666, 0)

B = Leikkauspiste(vaaka, xAkseli, (6.3634328335, 0))
= (6.3634328335, 0)

b = (x(A)—5)-60

= 38.1940299934

c = (x(B)—6)-60

= 21.80597001

@
£

0 05 1 15 2 25 3 35 1 15 5 ssv
0.

Nollakohdat ovat siis

t7 =0

ty = 5,53656. ..
=6
ty = 6,36343 . ..
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Muunnetaan tuntien desimaaliosat minuuteiksi:

0,53656 ... - 60 = 38,1940...
~ 38

0,36343...-60 = 21,8059...
~ 22

Vastaus: Kayra leikkaa y-akselin kello 12.00, 5.38, 6.00 ja 6.22.

Pisteytyksesta: Pisteytys b-kohdassa:
« Ajatt =0jat=61p
* Muut kaksi aikaa oikein 2 p

* Yhtalo tai funktio, jonka avulla ajat ratkaistiin 2 p

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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12. Jaollisuus (12 p.)

Milla positiivisilla kokonaisluvuilla n luku 21" + 1 on jaollinen luvulla 17?

Ratkaisu:

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Huomataan, etta
2 =16= -1 (mod 17)
Taten positiivisille kokonaisluvuille m patee:
(2H™ = (=1)™ (mod 17) ZP-Unt2P)
Parittomille positiivisille kokonaisluvuille m patee siis
(2™ = ~1  (mod 17) M

ja parillisille positiivisille kokonaisluvuille m patee

(24)m =1 (mod 17) (2)

Toisaalta luku 2'°" + 1 on jaollinen luvulla 17 tasmalleen silloin, kun
2" +1=0 (mod 17)
21" = —1  (mod 17)

@)% =1 (mod 17)

Tuloksen (1) nojalla tama on tosi, jos % on pariton positiivinen kokonaisluku, ja tu-

loksen (2) nojalla tdma ei ole tosi, jos % on parillinen positiivinen kokonaisluku.
Tarkastellaan lukua 19-.

10" (25" 2".5"

_ on—2 2
1 52 52 =2 - 57,

Tasta nahdaan, etta kunn > 2, luku % on parillinen, silla sen tekijoissa on luku 2

ainakin kerran. Tehtavanannon mukaan n on positiivinen kokonaisluku,
joten mahdollisia ratkaisuja ovat siis vain n = 1 jan = 2. Tutkitaan ne erikseen:
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Tapausn = 1:

219 41 =1025=60-17 +5,
joten luku 2'%" + 1 e ole jaollinen luvulla 17, kun n = 1.
Tapausn = 2:

102
=95
4 )

joka on pariton positiivinen kokonaisluku, joten tuloksen (1) nojalla 2!°" + 1 on jaol-

linen luvulla 17, kunn = 2.

Vastaus: Ainoa positiivinen kokonaisluku 7, jolla luku 2!°" + 1 on jaollinen luvulla
17, onn = 2.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Luvun 2 potensseille patee

2*=16=—1 (mod 17)
28— (2’ = (-1)’=1 (mod 17)
Olkoon m = 8k + r, missa k ja r ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja. Talldin
om _ g8k+r
- @)
=1%.2" (mod 17)
=2 (1)
Tutkitaan positiivisia kokonaislukuja n.
Tapausn = 1. Nyt 10 = 8 - 1 + 2, joten tuloksen (1) nojalla
20 +1=2"+1
=5 (mod 17)

Luku 2% + 1 ei ole jaollinen luvulla 17.
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Tapaus n = 2. Nyt 102 = 100 = 8 - 12 + 4, joten tuloksen (1) nojalla

2100 L 1 =941
=17
=0 (mod 17)

Luku 2% 4 1 on jaollinen luvulla 17.

Tapaus n > 3. Nyt
10" = 10° - 10"*
= 8-125-10"° +0,
joten joten tuloksen (1) nojalla, kunn > 3,
2" 4 1=2"41

=2 (mod 17)

Luku 21" 4- 1 ei ole jaollinen luvulla 17, kun n > 3.

Vastaus: Ainoa positiivinen kokonaisluku n, jolla luku 2% 4 1 on jaollinen luvulla
17, onn = 2.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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13. Pellin ja Fermat'n yhtald (12 p.)

Kokonaisluvut  ja y muodostavat Pellin ja Fermat'n yhtalon ratkaisun vakiolla 3, jos
r? —3y® = 1. (%)

Esimerkiksi luvut z = 1 jay = 0 toteuttavat yhtalon, mutta tehtavassa on Idydettava
ratkaisuja, joissa seka z etta y ovat positiivisia.

a. Anna esimerkki positiivisista kokonaisluvuista = ja y, jotka toteuttavat yhtalon
().
b. Todista Brahmaguptan yhtald
(2% — 3y%) (2% — 3w?) = (zz + 3yw)* — 3(zw + y=z)*.

c. Etsi aiemmin l6ytamasi ratkaisun ja Brahmaguptan yhtalén avulla yhtalolle (x)
toinen ratkaisu.

d. Osoita, ettd yhtalolla (x) on darettéman monta kokonaislukuratkaisua.

Ratkaisu:

a. Jonkin ratkaisun voi etsia esimerkiksi nain:

=3yt =1
r? =14 3y°
Valitsemalla y = 1 oikeasta puolesta tulee 1 + 3 - 12 = 4.
z? =4
r=+V4
r = +2

22-3-1"=4-3=1

Taten eras yhtalon (x) ratkaisuonx = 2,y = 1.
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b. Todistetaan Brahmaguptan yhtalo
(2% — 3y*) (2% — 3w?) = (zz + 3yw)* — 3(zw + y=z)*.
Avataan sulut Brahmaguptan yhtalén vasemmalta puolelta:
(2% — 3y?) (2% — 3w?) = 2%2* — 3w?z? — 3y*2* + Jy*w?

Avataan seuraavaksi sulut Brahmaguptan yhtalon oikealta puolelta:

(z2 + 3yw)? — 3(zw + y2)? = 222° + 6rzyw + Iy *w?® — 3(2*w® + 2xrzyw + y°2%)
= 222 + 6zayw + YyPw? — 32%w? — brayw — 3y 2>
= 2%2% — 3w?x? — 3y°2* + 9ytw?

Nahdaan, ettd avaamalla sulut molemmista Brahmaguptan yhtaldn puolista saa-

daan lopulta sama lauseke. Yhtél(’j on siis tosi.

c. Kohdassa a. todettiin, etta yhtalon (x) erds ratkaisu on = 2, y = 1. Tarkastel-
laan Brahmaguptan yhtaléa, kun valitaanx = z = 2jay = w = 1:

(22-3-13)(22—3-13) = (2-2+3-1-1)2— 3(2- 1 + 1 - 2)* (2p-0he5p)
1-1=7"-3.4?

7 -3.42=1
Nahdaan, ettd myoés luvut z = 7 ja y = 4 toteuttavat yhtalon (x).

d. Kohdan a. nojalla tiedetaan, etta yhtélolla (x) on ainakin yksi ratkaisu z = 2,y =
1.

Olkoon yht&lon (%) eras ratkaisu © = a, y = b. Talléin patee:
a> -3 =1
a € Zy
beZ,

Brahmaguptan yhtalén nojalla patee

(a®> = 3b*)(a* = 3b*) = (a-a+3-b-b)*> — 3(ab+ ba)?
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Yllaolevan yhtalon vasen puoli on alkuoletuksen nojalla 1 - 1 = 1. Merkitaan
a =a-a+3-b-bjab = ab+ ba. Yllaolevan yhtdlén nojalla myos luvut = o

jay = U toteuttavat yhtalon (). Lisaksi:
ad=a-a+3-b-b
= a*+ 3b*
Luvut a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja, joten @’ > a.

b =ab+ ba
= 2ab

Luvut a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja, joten b’ > b.

Taten minka hyvansa yhtalon (x) ratkaisun z = a, y = b avulla voidaan tuottaa
uusi ratkaisu x = a’, y = b’ siten, ettd @’ > aja b > b. Yhtalolla (x) on siten

aarettdman monta positiivista kokonaislukuratkaisua, (P-OMt12P)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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