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1. Karhujen huviretki (12 p.)

Karhujen huviretkelle osallistui 30 teddykarhua, 16 jadkarhua, 21 pesukarhua, 6 ve-
rokarhua ja 2 tiekarhua. Anna vastaukset seuraaviin kysymyksiin pyoristettyna pro-
senttiyksikon tai karhun tarkkuuteen.

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman vélivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen osatehtavan vastaus on kokonaisluku.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Kuinka monta prosenttia osallistujista oli pesukarhuja? (2p.)
%

Retken osallistujista 32 % s6i retkella karhunvatukoita. Kuinka moni séi karhun-

vatukoita? (2p)
[ Jkarhua

Kuinka monta prosenttia enemman jaakarhuja oli kuin verokarhuja? (2p)
%

Kuinka monta prosenttia vdhemman verokarhuja oli kuin jadkarhuja? (2p.)

%

Teddykarhuja oli ilmoittautunut alun perin enemman, mutta 14 % ilmoittautu-
neista ei saapunut paikalle. Kuinka monta teddykarhua oli ilmoittautunut retkel-
le? (2p.)
[ Jteddykarhua

Karhut ostivat evaaksi nallekarkkeja, joiden veroton hinta oli 12 otsoa ja arvonli-
saverollinen hinta 15 otsoa. Kuinka suuri on nallekarkkien arvonlisdveroprosent-
ti karhumaailmassa? (2p.)

s

Ratkaisu:

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

28
24
167
63
35
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116 25 (D)

Nain vastaukset saadaan:

Tteddy = 30
Njss = 16

Npesu = 21

Nyero =
Ntie =

n=30+164+21+6+2=75

1.1 Pesukarhujen osuus lasketaan osallistujien kokonaismaarasta.

Npesu
Ppess =~ - 100 %

21
= 2. 100
75 100%

=28%

Osallistujista 28 % oli pesukarhuja.

mafy.fi

1.2 Osuutta 32 % vastaa kerroin 0,32. Lasketaan, kuinka moni séi karhunvatukoita.

Nyatukka = 0732 "n
=0,32-75
=24

Karhunvatukoita s6i 24 karhua.

1.3 Lasketaan, kuinka monta prosenttia enemman jaakarhuja oli kuin verokarhuja

eli vertailukohtana on verokarhujen maara.

jaa — Ilvero 16 - 6
Mg Z Mo 100 % = ——2 100 %
nvero 6
= 166,66... %
~ 167 %

Jaakarhuja oli 167 % enemman kuin verokarhuja.
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1.4 Lasketaan, kuinka monta prosenttia vahemman verhokarhuja oli kuin jaakarhuja
eli vertailukohtana on nyt jadkarhujen maara.

Njaa — Mvero 16 - 6
Taa — Thvero 4 g7 — —— - 100%
Mjaa
=62,5%
~ 63 %

Verokarhuja oli 63 % vahemman kuin jaékarhuja.

1.5 Paikalle saapuneita teddykarhuja oli 30. Toisaalta paikalle saapuneiden teddy-
karhujen maara oli 100 % — 14 % = 86 % ilmoittautuneista. Lasketaan ilmoit-
tautuneiden teddykarhujen maara.

Nteddy = (1 - 0714) * Milm
Tteddy = 0,86 - Niim || : 0,86

Tteddy o
0786 iim
N = nteddy
0,86
_ 30
0,86
= 3488. ..
~ 35

Retkelle oli ilmoittautunut 35 teddykarhua.

1.6

hveroton =12
hverollinen =15

Arvonlisavero on hintojen erotus, ja veroprosentti lasketaan verottomasta hin-
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nasta.

h/verollinen - hveroton 07
DPav = - 100 %

hveroton
15 — 12

D)

—25%

-100 %

Nallekarkkien arvonlisaveroprosentti on 25 %.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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2. Erilaisia yhtaloita (12 p.)

2.1 Ratkaise yhtalo 22 = 8. (4p.)
2.2 Ratkaise yhtalo x(z + 1) = 2z. (4p.)
2.3 Ratkaise yhtalo (47)? - 452 . 43 = 412, (4p.)
Ratkaisu:
2.1

=38

v = 45 O

Vastaus voitaisiin nelidjuuren laskusaantdjen avulla sieventda muotoon +24/2,
mutta nelidjuuren laskusaannot eivat kuulu lyhyen matematiikan opetussuun-
nitelmaan, eika niiden kayttda siten vaadita lyhyen matematiikan kokeessa.

Vastaus: 7 = +/8

Vastaus voidaan kirjoittaa myods seuraavassa muodossa:

Tr = \/gtai;r = —\/g

2.2

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

z(z+1) =2z
r-r+x-1=2
2’ 41 =27 | — 2z
P +r—20=0

1172 —r=0 1p.(yht. 1 p.)
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Yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa

12 — 1z +0=0.
Yhtalo on siis muotoa

ar® +br +c =0,

jossaa=1,0=—1ljac=0.
Ratkaistaan yhtalo toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

 —b=x V0?2 — 4dac

2a

o= EDEVED =410 gy

T

2-1
1++v/1-0
r= ———
2
1++v1
x:
2
1+1
r=—
2
1+1 1-1
€T = talr = ——
2 2
) 0
r=—talr = <
2 2

= 1 () g — g (SRS

Vastaus: z = Qtaiz =1

| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Tata ratkaisutapaa ei yleensa opeteta lyhyessa matematiikassa, mutta se on silti
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sallittu. Pitkaltd matematiikalta lyhyelle vaihtaneet saattavat kayttaa sita.

r(r+1) =2z
r-rx+x-1=2x
v’ + 1 =2 | — 2z

2 +r—2r=0

R
Otetaan yhtaldn vasemmalta puolelta yhteiseksi tekijaksi x.

oo — 1) = o (BT

Tulo on nolla tdsmalleen silloin, kun jokin sen tekijoista on nolla.

r=0 tai x—1=0 [ +1

v — o) o | (EoE)

Vastaus: z = Qtaiz =1

\ Ratkaisuvaihtoehto 3

Jos & = 0, niin yhtalo
z(z+1) =2z
saa muodon
0-(0+1) =2-0(norie)]
0=0,

joten yhtalo toteutuu, kun z = 0.

Kun z = 0, niin voidaan jakaa muuttujalla z ja selvittaa toinen ratkaisu:

r(r+1) =2z | : z(#£0)
z + 1 = 2 ([pbhezp)) -1
r=2-—1
r=1
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Vastaus: z = Qtaiz =1

2.3 Sievennetaan yhtaldn vasen puoli potenssien laskusaannailla.

(42:)2 A 46x A 43 — 412 H (am)n, — g™
4290 . 4696 . 43 — 412 H am . qt = (Lern,
J2a+60+3 _ 412
48m+3 — 412

Yhtalén molemmilla puolilla on potenssi, jonka kantaluku on 4. Koska potenssit
ovat yhta suuret, on eksponenttien oltava yhta suuret.

sz+3=12 | - 30mor3e)
8r =123
8r=9 | :8

T = 9 1p. (yht. 4 p.)
8

9
Vastaus: v = §

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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3. Kuntoportaat (12 p.)

Aineisto:
3. A Kuva: Kuntoportaat

Pietarsaari rakennutti entiselle kaatopaikalle kuntoportaat. Kuvassa 3.A on tarvitta-
vat tiedot portaista.

a. Maarita kuntoportaiden kaltevuuskulma asteen tarkkuudella.

b. Kuinka suuri on kuntoportaiden keskimaarainen etenemg, eli kahden perakkai-
sen askelman etureunojen valinen vaakasuora etaisyys? Anna vastaus senttimet-
rin tarkkuudella.

c. Kuinka suuri korkeusero olisi vaadittu 120 askelman kuntoportaisiin, joissa askel-
man korkeus olisi sama kuin toteutuneissa portaissa? Anna vastaus 0,1 metrin
tarkkuudella.

Ratkaisu:

Pisteytyksesta: YTL:n Alustavien hyvan vastauksen piirteiden (luettu 24.9.2026 klo
20.30) mukaan yhden pisteen saa mielekkaasta (lahes) oikeasta (trigonometrisesta)
yhtalosta tai lausekkeesta vaiheeseen a tai b. Taman vuoksi vaiheesta a voi saada 3-4
pistetta ja vaiheesta b 4-5 pistettd, kuitenkin niin, etta vaiheista a ja b saa yhteensa 8
pistetta.

Alla on tehty pisteytys silla tulkinnalla, etta vaiheesta a saa 3 pistetta ja vaiheesta b
5 pistetta. Voidaan myds tulkita, etta molemmista kohdista saa 4 pistetta. Ehdotam-
me, etta opettajat tulkitsevat taman alustavassa arvioinnissa sen mukaan, kumpi on
kokelaalle edullisempaa.

Merkitdan kuvan 3.A tietoja seuraavasti: korkeusero h = 18,35 m, portaiden pituus
(kalteva osa) L = 53 m ja askelmien lukumaara n = 93.

Kasitellaan portaita suorakulmaisena kolmiona, jonka hypotenuusa on L. = 53 m.
Kolmion kateetit ovat (pystysuora) korkeus h = 18,35 m ja portaiden vaakasuora
kokonaispituus v.

Kuvan piirtamista ei vaadita, jos muuttujat on selitetty sanallisesti esimerkiksi kuten
ylla. Hyvaa ajankayttéa on hahmotella kuva nopeasti suttupaperille eika alkaa piirtaa
sita milldan ohjelmalla.
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h =18,35m

a. Ratkaistaan kaltevuuskulma «. Kaltevuuskulma on kateetin v ja hypotenuusan
valinen kulma.

sina = ZI |h=18,35m, L =53m
sina = %
a = 20,256.. . . (Tpbht2p)]
Kaltevuuskulma on 20,256 . .. ° ~ 20°.

Vastaus: 20°

Ratkaisuvaihtoehto 1]

Ratkaistaan portaiden vaakasuora kokonaispituus v Pythagoraan lauseen avulla.
v+ h? = L*
v? + 18,352 = 532 | — 18,352
v? = 537 — 18,35’

v = 4+4/532 — 18,352
v=+49,722 ...

Negatiivinen pituus ei ole mahdollinen, joten vaakasuora pituusonv = 49,722 ... m.

1p.(yht. 6 p.)
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Vaakasuora kokonaispituus jakautuu tasan 93 askelman eteneman kesken, jo-
ten keskimaarainen etenemad saadaan jakamalla kokonaispituus askelmien lu-
kumaaralla.

149,7220... m —0,53464... m
- 53464 . .
~ 0,53 m (10ht3p)]

= 5H3cm

Keskimaardinen etenema on 0,5346 ... m ~ 0,53 m.

Vastaus: 0,53 m

Ratkaisuvaihtoehto 2

Lasketaan ensin portaiden keskimaarainen askelman korkeus k jakamalla por-
taiden korkeus askelmien lukumaaralla.
= 1835 GogRam) _ g 19731 ... (E0ER)
3 , e

Yhden portaan muodostama kolmio on yhdenmuotoinen koko portaikon muo-
dostaman kolmion kanssa, joten kaltevuuskulma on siina sama kuin koko portai-
kossa. Merkitaan yhden portaan syvyytta (sivusuuntaista etenemaa) kirjaimella
s.

k=0,19731... m

Ratkaistaan syvyys s kayttamalla a-kohdassa laskettua kaltevuuskulmaa @ =
20,256 .. .°.

0,19731 ...
tan 20,256 ... = —— - (Tp.0h )] I-s

S

stan20,256...° = 0,19731 ... | : tan 20,256 ... °

0,19731...
S =
tan 20,256 . . . °

s=0,5346...
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Keskimaardinen etenema on 0,5346 m ~ 0,53 m.

Vastaus: 0,53 m

\ Ratkaisuvaihtoehto 3

Lasketaan ensin edetty matka porrasta kohti jakamalla kokonaismatka askel-
mien lukumaaralla.

m = 231 (R — 56080 ... m (TP0RESR)

93

Yhden portaan muodostama kolmio on yhdenmuotoinen koko portaikon muo-
dostaman kolmion kanssa, joten kaltevuuskulma on siina sama kuin koko portai-
kossa. Merkitaan yhden portaan syvyytta (sivusuuntaista etenemaa) kirjaimella
s.

m = 0,56989 ... m

Ratkaistaan syvyys s kayttamalla a-kohdassa laskettua kaltevuuskulmaa a@ =
20,256 .. .°.

i S
~0,56989. ...

0,56989...-¢c0820,256...° =5

c0s 20,256 . .. ° |- 0,56989 . . .

5 =10,56989... cos20,256...°

s = 0,5346
, .
Keskimaaradinen etenema on 0,5346 m ~ 0,53 m.

Vastaus: 0,53 m
Vastaus voidaan antaa myos senttimetreind muodossa 53 cm. Senttimetreiksi
muuttaminen ei ole pakollista, silla pyydettiin senttimetrin tarkkuutta eika sita,

ettd vastaus annettaisiin senttimetreina.

Oppimateriaalit ja valmennuskurssit valintakokeisiin ja ylioppilaskirjoituksiin 13


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Ratkaisuvaihtoehto 1

Lasketaan ensin toteutuneiden portaiden keskimaardinen askelman korkeus &
jakamalla portaiden korkeus askelmien lukumaaralla.

k:%zo,lgm...m

Jos askelman korkeus £ on laskettu jo kohdassa b, tassa kohtaa riittda mainita,
etta b-kohdassa saatiin askelman korkeudeksi 0,19731 ... m.

Koska askelman korkeus k pysyy samana, portaiden kokonaiskorkeus saadaan
kertomalla k askelmien lukumaaralla. 120 askelman portaissa kokonaiskorkeus
on siis

120-0,19731 ... m UPYENR) — 93 6774 ... m
Korkeusero olisi 23,6774 ... m ~ 23,7 m.

Vastaus: 23,7m

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kun askelman korkeus on vakio, ovat askelmien maara ja portaiden kokonais-

korkeus suoraan verrannollisia.

Merkitaan 120 askelman portaiden korkeutta kirjaimella x.

Askelmien maara | Portaiden kokonaiskorkeus
93 18,35
120 x
Suoraan verrannollisten suureiden suhde on vakio. Muodostetaan yhtald ja rat-
kaistaan x.
93 _ 120 |- 18,352
18,35 T
93 120

93z = 120 - 18,35
932 = 2202 | :93

v =23,677... ((RORE1TR)]
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Korkeusero olisi 23,6774 ... m ~ 23,7m.

Vastaus: 23,7 m

| Ratkaisuvaihtoehto 3]

Tassa ratkaisutavassa hyddynnetaan vaiheessa a laskettua kaltevuuskulmaa a.

Kun askelmia on 93:n sijasta 120, portaiden pituus tulee %-kertaiseksi.
120 askeleen portaiden pituus on siis
120
93
120

—53m - —
M g3

— 68,387, .. m (1.0nE10R))

Lhgo = L~

L12() — ()8387 .. 1IN
hi20

o

Ratkaistaan korkeusero hiso kdyttamalla a-kohdassa laskettua kulmaa o = 20,256 . . . °.

S 120
SiInoy = ——
120
h
sina = o — |- 68,387 .. (eomeate)

h120 = 68,387 ... - sin 20,256 L8
]’L120 = 23,677 .. In

Korkeusero olisi 23,677 ... m ~ 23,7 m.

Vastaus: 23,7m

Laskuissa hyvaksytaan luku 92 luvun 93 tilalla, kunhan on selitetty esimerkiksi
ettei ylatasoa huomioida.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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4. Nelja pienta laskua (12 p.)

Kirjoita taman tehtdvan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset lukuina ilman
valivaiheita ja perusteluja. Tehtdvassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaedi-
toria. Kukin vastaus on yksi luku.

4.1 Lukujen 8, z ja 6 keskiarvo on 10. Maarita luku z. (3p)
z=_]

4.2 Aritmeettisen lukujonon ensimmainen jasen on 70 ja kolmas jasen 55. Mika on
jonon neljas jasen? (3p.)
Neljas jasenon| |

4.3 Joel Dickerin kirjaa "Totuus Harry Quebertin tapauksesta” myydaan pokkarina

hintaan 8,40 euroa. Mika on kirjan veroton hinta, kun arvonlisavero on 14 %?
Anna vastaus sentin tarkkuudella. (3p.)

[ Jeuroa

4.4 Hyllylla on yhdenmuotoisia suihkugeelipulloja kahta eri kokoa: 100 ml ja 285 ml.
Pienemman pullon pohjan halkaisija on 4,8 cm. Mika on isomman pullon pohjan
halkaisija? Anna vastaus kahden merkitsevan numeron tarkkuudella. (3p)

Jem
Ratkaisu:

4.1. Keskiarvo lasketaan summaamalla luvut yhteen ja jakamalla lukujen maaralla.

8+2z2+6
¥ — 10
9
z+ 14
20 3
3
z+14 = 30 | —14
z =16

Luku z on siis 16.

Vastaus: 16
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4.2.

(1,1:70

Aritmeettisessa lukujonossa jonon seuraava jasen saadaan lisaamalla edelli-

seen jaseneen jonon erotusluku. Jonon kolmas jasen saadaan siis lisaamalla
erotusluku kaksi kertaa ensimmaiseen jaseneen.

042-d=55 | =70
2.d=-15 |[:2
d=—-75

Neljas jasen saadaan lisdamalla kolmanteen jaseneen erotusluku yhden kerran.
ay =55+ (=7,5)
=550—-75
=475

Jonon neljas jasen on siis 47,5.

Vastaus: 47,5

4.3. Hinta, jolla pokkaria myydaan, sisaltaa arvonlisaveron. Verollinen hinta saadaan

siis lisdamalla arvonlisavero verottomaan hintaan. Merkitaan verotonta hintaa
kirjaimella x.

r-1,14=840  |[:1,14
8,40
T=—
1,14
=7,3684. ..
~ 7,37

Veroton hinta on siis 7,37 euroa.

Vastaus: 7,37
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4.4. Yhdenmuotoisten kappaleiden tilavuuksien suhde on niiden mittakaava koro-
tettuna kolmanteen potenssiin. Ratkaistaan mittakaava.

5 285
100
K=28 |V
k= V28
= 1417799 ...

Mittakaava kertoo yhdenmuotoisten kappaleiden vastinosien pituuksien suh-
teen. Nain ollen isomman pullon pohjan halkaisija on:

disompi = 4,8cm - 1,417799 . ..
= 6,805439... cm

~ 6,8 cm

Vastaus: 6,8

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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5. Eksponentiaalisesti kasvava vaikeus (12 p.)

Monissa peleissa tiettyyn tasoon vaadittava kokonaispistemaara noudattaa jossain
maarin eksponentiaalista mallia A - B™, jossa m > 2 on taso, jolle noustaan. Aloit-
taessaan pelin pelaaja on tasolla 1. Eradssa pelissa paaseminen tasolle 25 edellyttaa
710000 kokonaispisteen keraamista ja padseminen tasolle 26 vaatii viela 190 000
pistetta lisaa. Arvioi mallin avulla, kuinka monta lisapistetta tarvitaan nousuun tasol-
ta 42 tasolle 43.

Ratkaisu:

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

P(m)=A-B™.
Tasolle 25 padseminen vaatii 710 000 pistetta, joten

P(25) = A- B® = T10000.

Tasolle 26 paaseminen vaatii 190 000 pistetta enemman eliyhteensa 710 000+190 000 =

900 000 pistetta (1P673p)) joren
P(26) = A - B% = 900 000.

Jakamalla yhtalot puolittain keskenaan A supistuu pois, jolloin B saadaan ratkaistua.

A-B%* 900000
A-B%» 710000
~ 900000
~ 710000

5 — %0 (oen
71

B =1,26760. ..

1p.(yht.5p.)

Vakio B kannattaa pitda murtolukumuodossa tai kdyttaa niin montaa desimaalia
kuin laskin antaa, jotta pyoristysvirheet eivat kasaudu laskussa. Eksponentit ovat niin
suuria, etta pienikin muutos vakion B arvossa voi muuttaa tulosta merkittavasti.
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Ratkaistaan A ensimmaisesta yhtalosta.
A-B* =1710000 | : B®

710000 90
4 = TI000 52
A 10000

()"

A =1890,838. ..

Siis tasolle m paaseminen vaatii kokonaispisteitd maaran

90\
A-B™=1890,838...- ( = | .
s (3)

Lasketaan tasoille 42 ja 43 vaadittavat pistemaarat.

90 42
P(42) = 1890,838 . .. - <ﬁ) — 399934694 . ..

43
P(43) = 1890,838 .. . - (3—2) = 50695947,1 ...

Siistasolle 42 tarvitaan 39 993 469.,4 . . . pistetta ja tasolle 43 tarvitaan 50 6959471 . ..
pistetta.

Tasolta 42 tasolle 43 nousuun tarvittava lisapistemaara on erotus P(43) — P(42).

P(43) — P(42) = 506959471 ... — 399934694 . ..

= 107024777 . ..

~ 11000 000

Vastaus: 11 000 000 lisapistetta

Ratkaisuvaihtoehto 2

Ratkaistaan B samalla tavalla kuin ratkaisuvaihtoehdossa 1 ilman etta ratkaistaan
vakiota A, jota ei tarvita vastauksen saamiseen.
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P(m)=A-B™.
Tasolle 25 padseminen vaatii 710 000 pistetta, joten

P(25) = A B® = T10000.

Tasolle 26 paaseminen vaatii 190 000 pistetta enemman eliyhteensa 710 000+190 000 =

900 000 pistetta (1P6730)) joren
P(26) = A - B% = 900 000.

Jakamalla yhtalot puolittain keskenaan A supistuu pois, jolloin B saadaan ratkaistua.

A-B* 900000

A-B2% 710000
~ 900000
~ 710000

p = 9 (rwmen)
71

B =1,26760. ..

Kun taso kasvaa yhdell, vaadittava pistemaara tulee B-kertaiseksi. (P-Ont7P)

Tasolta 26 tasolle 42 on 42 — 26 = 16 tasoa, joten tason 42 pistemaara saadaan
tason 26 pistemaarasta P(26) = 900 000 kertomalla luvulla B*°.
90

P(42) = P(26) - B'® || P(26) = 900000, B = =

16
— 900000 - (%>
71

=39993469/4 ...
Siis tasolle 42 tarvitaan 39993 469,4 . . . pistetta.

Tasolta 42 tasolle 43 on yksi taso, joten tason 43 pistemadra saadaan kertomalla
tason 42 pistemaara luvulla B.

P(43) = P(42) - B
P(43) = 399934694 ... - %

P(43) =50695947,1. ..
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Siis tasolle 43 tarvitaan 50695 947,1 . .. pistetta.

Lasketaan tasolta 42 tasolle 43 nousuun tarvittava lisdpistemaara.

P(43) — P(42) = 506959471 ... — 399934694 . ..

=10702477,7. ..

~ 11000 000

Vastaus: 11 000 000 lisapistetta

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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6. Normaalijakautuneet omenat (12 p.)

Normaalijakaumalla voidaan arvioida hedelmien painoa, vaikka se ei ole taysin nor-
maalijakautunut. Tutkimuksessa eraan otoksen omenoiden painojen keskiarvo oli
159,3 grammaa ja keskihajonta 5,3 grammaa. Arvioi normaalijakauman avulla, milla
todennakdisyydella satunnaisesti valittu omena painaa vahintaan 170,0 grammaa.

Ratkaisu:

Tehtavassa ei saa kayttaa CAS-ohjelmia, joten kaytetdan Mafy-taulukoissa olevaa nor-
maalijakauman kertymafunktion arvojen taulukkoa.

Jotta kertymafunktion arvojen taulukkoa voidaan kayttaa, pitaa muuttujan arvo nor-
mittaa. Normittamisessa lasketaan, kuinka monen keskihajonnan paassa keskiarvos-
ta muuttujan arvo on.

Normitetaan omenan paino z = 170 g:

z

2p.(yht.2p.)
_ 10— 1503 O
5 3 2p.(yht. 4p.) ’

170 g painava omena on siis hieman yli kahden keskihajonnan verran keskiarvoa
painavampi.

Kysytaan, milla todennakoisyydelld omena painaa vahintaan 170 g. Tama on sama
todennakoisyys kuin silla, milla todennakoisyydellda normitettu muuttujan arvo on
vahintaan 2,01886. . ..

Arvoa 2,01886 . . . ei ole muuttujan arvona kertymafunktion arvojen taulukossa, jo-
ten pitaa valita muuttujan arvo, joka on mahdollisimman lahella tata arvoa. Kyseinen
arvo on 2,02.
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z 0 1 2
0,0 0,5000 0,5040 0,5080
0.1 0,5398 0,5438 0,5478
0,2 0,5793 0,5832 0,5871
03 0,6179 0,6217 0,6255
0.4 0,6554 0,6591 0,6628
0.5 0,6915 0,6950 0,6985
0.6 0,7257 0,7291 0,7324
0,7 0,7580 0,761 0,7642
0.8 0,7881 0,7910 0,7939
0,9 0,8159 0,8186 0,8212
1,0 0,8413 0,8438 0,8461
1.1 0,8643 0,8665 0,8686
1.2 0,8849 0,8869 0,8888
1.3 0,9032 0,9049 0,9066
1.4 0,9192 0,9207 0,9222
15 0,9332 0,9345 0,9357
1.6 0,9452 0,9463 0,9474
1.7 0,9554 0,9564 0,9573
1.8 0,9641 0,9649 0,9656
1.9 0,9713 0,9719 0,9726
2,0 0,9772 0,9778 0,9783

|

Kuvakaappausta taulukosta ei vaadita.

mafy.fi

Taulukosta nahdaan, etta kertymafunktion arvo kohdassa z = 2,02 on ®(2,02) ~
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0,9783. Tama tarkoittaa, etta todennakdisyys sille, ettd muuttujan arvo on pienem-

pi kuin 2,02, on 0,9783. Siten todenndkdisyys, ettd muuttujan arvo on
vahintaan 2,02, on

10,9783 00,0217 ~ 0,022.
Vastaus: 0,022

Vastaus voidaan antaa myos prosentteina. Myos kolmen merkitsevan numeron tark-
kuudella annettu vastaus hyvaksytaan.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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7. Kalapasta yhdelle (12 p.)

Pastassa on 69,5 % hiilihydraatteja ja 14,5 % proteiinia. Kalasailykkeessa on 1,6 %
hiilihydraatteja ja 19,5 % proteiinia. Pastasta ja kalasailykkeesta tehdaan annos, jo-
hon halutaan 70 grammaa hiilihydraatteja ja 24 grammaa proteiinia. Kuinka monta
grammaa pastaa ja kuinka monta grammaa kalaa tarvitaan, jotta tama toteutuu?
Ratkaisu:

Merkitaan annokseen tulevan pastan maaraa grammoina kirjaimella p ja kalasailyk-

keen maaraa grammoina kirjaimella . Voidaan kayttaa myos esimerkiksi
Kirjaimia x ja y, mutta kun kayttaa alkukirjaimia, on helppo muistaa, mita on laske-
massa.

Pastan hiilihydraattipitoisuus on 69.5% = 0,695 ja proteiinipitoisuus 14,5 % =
0,145. Kalasailykkeen hiilinydraattipitoisuus on 1,6 % = 0,016 ja proteiinipitoisuus
19,5 % = 0,195.

Hiilihydraattien maara on

* pastassa 0,695p
+ Kalasailykkeessa 0,016k

+ yhteens3 0,695p + 0,016k.

Proteiinien maara on

* pastassa 0,145p
* kalasailykkeessa 0,195k

+ yhteensa 0,145p + 0,195k.

Ylla naytetyista valivaiheista saa pisteita. Yhtaloparin saa kuitenkin muodostaa myds
ilman valivaiheita, jolloin nama pisteet saa yhtaléparin muodostamisen yhteydessa.

Muodostetaan yhtaldépari annettujen tietojen perusteella.

Hiilihydraatteja pitaa olla 70 g, ja toisaalta hiilihydraattien maara on yhteensa 0,695p+
0,016k. Tasta saadaan yhtalo

0,695p + 0,016k = 70.
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Proteiinia pitaa olla 24 g, ja toisaalta proteiinin maara on yhteensa 0,145p + 0,195k.
Tasta saadaan yhtalo

0,145p + 0,195k = 24.

0,695p + 0,016k = 70
0,145p + 0,195k = 24

Yhtéloparin ratkaisuksi saadaan CAS-ohjelmalla £ = 49,022...,p = 99,590.. ..

2p.(yht.10p.)

Siis annokseen tarvitaan 99,590 . .. g ~ 100 g pastaa ja 49,022... g ~
49 g kalasailyketta.

Vastaus: Annokseen tarvitaan 100 g pastaa ja 49 g kalasailyketta.
Yhtaléparin ratkaisu ilman CAS-ohjelmaa, ratkaisuvaihtoehto 1:

Ratkaistaan yhtalopari kertomalla yhtalot sopivilla luvuilla niin, ettd muuttujan k ker-
toimet tulevat toistensa vastaluvuiksi.

0,695p + 0,016k = 70 |- 0,195
0,145p + 0,195k = 24 |- (—0,016)

0,135525p + 0,00312%k = 13,65
—0,00232p — 0,00312k = —0,384

Lasketaan yhtalot puolittain yhteen.
0,135525p — 0,00232p 4 0,00312k — 0,00312k = 13,65 — 0,384
0,133205p = 13,266 | : 0,133205
p =99,590...
Sijoitetaan saatu p:n arvo yhtaloon 0,145p + 0,195k = 24.
0,145p + 0,195k =24 ||p = 99,590.. ..
0,145-99,590. ..+ 0,195k = 24

14,440.... + 0,195k = 24 | — 14,440 ..
0,195k = 9,559... || :0,195
k= 49,022. ..
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Yhtaloparin ratkaisu ilman CAS-ohjelmaa, ratkaisuvaihtoehto 2:

Ratkaistaan jommastakummasta yhtalosta jompikumpi muuttuja ja sijoitetaan tulos
toiseen yhtaléon. Ratkaistaan vaikkapa yhtaldsta

0,695p + 0,016k = 70

muuttuja k.
0,695p + 0,016k = 70 || —0,695p
0,016k = 70 — 0,695p | : 0,016
70 0,695
T 0,016 0,016
k = 4375 — 43,4375p (M

Sijoitetaan tulos yhtaldparin toiseen yhtaloon.

0,145p + 0,195k = 24 ||k = 4375 — 43,4375p
0,145p + 0,195(4375 — 43,4375p) = 24
0,145p + 853,125 — 8,4703125p = 24
—8,3253125p + 853,125 = 24 | — 853,125
—8,3253125p = 24 — 853,125
—8,3253125p = —829,125 || : (—8,3253125)
p=99,590. ..

Lasketaan £ sijoittamalla tulos aiemmin saatuun yhtaloon (1).

k = 4375 — 43,4375p | p=99,590. ..
k = 4375 — 43,4375 - 99,590 . ..
k= 49,022 ..

Pisteytyksesta:
« Pastan maaraa ja kalasailykkeen maaraa merkitty muuttujilla 1 p.

* ldea siita, etta tehtdva ratkeaa yhtaléparin avulla 1 p.
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+ Yhtalot 3 p./kpl, osapisteita voi saada kuten ylla on naytetty
* Yhtalopari ratkaistu oikein 1 p./muuttuja

+ Vastaus jarkevasti pyoristettyna 1 p./muuttuja

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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8. Talletusennatys (12 p.)

Aineisto:
8. A Teksti: Suomen talletusennatys

Tekstissa 8.A on tietoa siita, miten suomalaisten ennatyssuuret talletukset vuoden
2025 kesakuun lopussa olivat jakautuneet kolmeen eri talletustyyppiin: yon yli -talletukset
(esimerkiksi kayttotilit), maaraaikaistalletukset ja sijoitustalletukset.

a. Piirra ympyrakaavio, josta nakyy, miten talletukset olivat jakautuneet prosentu-
aalisesti ylla mainittuihin kolmeen eri talletustyyppiin kesakuun 2025 lopussa.

b. Arvioi kaikkien maaraaikaistalletusten arvoa kuukautta aikaisemmin eli vuoden
2025 toukokuun lopussa kayttamalla tekstissa 8.A annettuja tietoja.

c. Yksinkertaisuuden vuoksioletetaan, etta kaikilla maaraaikaistalletuksilla olisama
kahden kalenterivuoden madraaika ja maaraaikaistalletusten kokonaismaara oli
ensimmaisen vuoden alussa 13,6 miljardia euroa. Ensimmaisena vuonna maa-
raaikaistalletusten vuosikorkokanta oli 3,17 % ja toisena vuonna 2,30 %. Kuinka
paljon naista talletuksista saatiin nettokorkoa yhteensa naiden kahden vuoden
aikana, kun lahdevero on 30 %? Anna vastaus miljoonan euron tarkkuudella.

Ratkaisu:

a) Lasketaan eri talletustyyppien osuudet prosentteina kokonaistalletuskannasta
(114,7 miljardia euroa) kesakuun 2025 lopussa:
Yon yli -talletukset (69,9 miljardia euroa):

69,9 mrd. €

it b 41, ..~
114,7 mrd. € 0,609 60,9%

Madraaikaistalletukset (15,4 miljardia euroa):

15,4 mrd. €

Sijoitustalletukset (29,4 miljardia euroa):

29,4 mrd. €

S 0,25632... ~ 2
114,7 mrd. € 02563 56%

1p.(yht.3p.)

Piirretdan ympyrakaavio. Alla oleva kaavio on piirretty Collabora Calc-ohjelmalla.
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Eri talletustyyppien osuus kotitalouksien kokonaistalletuskannasta
kesakuun 2025 lopussa

M Yon yli -talletukset
W Méaaraaikaistalletukset
Sijoitustalletukset

2p.(yht.3p.)

b) Tekstissa 8.A ilmoitetaan maaraaikaistalletusten vuosikasvuvauhdiksi 10,1 % ke-
sakuussa 2025. Kesakuun 2025 lopussa maaraaikaistalletusten arvo oli 15,4 mil-
jardia euroa.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Oletetaan, etta vuotuinen kasvu jakautui tasaisesti jokaiselle kuukaudelle siten,
ettd joka kuukausi kasvuprosentti oli yhta suuri. Lasketaan yhden korkokauden
(kuukauden) korkoprosentti p:

. vuotuinen korkoprosentti _ 10112% — 0.84166 ... o (Te-ome4p))

m

Muodostetaan kuukausittainen korkotekija g:

p
= 1 _—
1 * 100
0,84166. . .
+

100
= 1,0084166.. ..

=1
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Lasketaan toukokuun alkupadoma K:
Ki=K-q
154 mrd. € = K - 1,0084166 . ..

15,4 mrd. €
1,0084167. ..

=152714... mrd. €

~ 153 mrd. €

1p. (yht.5p.)

K —

Vastaus: Toukokuun arvo oli 15,3 miljardia euroa.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Lasketaan toukokuun 2025 lopun arvo kayttamalla yksinkertaisen koron kaavaa
r = kit, kun korkoaika ont = % vuotta (yksi kuukausi).

Lasketaan vuotuinen korkokanta i:

. P 10,1
"= 100 = 100 ~ 10

Merkitaan toukokuun 2025 lopun kantaa alkupadomalla k. Kesakuun 2025 lo-
pun kanta (15,4 mrd. €) saadaan lisaamalla alkupddomaan k& yhden kuukauden
korko:

154=Fk+r |lr=kit
154=Fk+k-it

Sijoitetaan yll4 olevaan yhtaloon korkokanta i = 0,101 ja korkoaika t =

12
1
154 =k+k-0101- 5 2p. (yht. 5.p)

1
154 mrd. € = A'<l + 0,101 - 12>

15,4 mrd. €

T 140,101 %

L
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Ratkaistaan yhtalo laskinohjelmalla, jolloin toukokuun lopun talletukseksi k saa-
daan:

k=152714. .. mrd. € ~ 15,3 mrd, € (1P-0n6p))

Vastaus: Toukokuun arvo oli 15,3 mrd. €.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3

Oletetaan, etta talletuskanta kasvaa jokaisena kuukautena samalla suhteellisella
kertoimella ¢. Tallin 12 kuukauden kuluttua eli vuoden paasta talletuskanta on
q'?-kertaistunut. Toisaalta tekstin 8.A mukaan vuotuinen kasvuvauhti on 10,1 %
eli talletuskanta on vuoden aikana 1 + 0,101 = 1,101-kertaistunut. Ratkaistaan
tasta yhden korkokuukauden korkokerroin:

¢ = 1,101

¢= /1101
= 1,00805....

Merkitdan kesdkuun 2025 kantaa kasvaneella padomalla K; = 15,4 mrd. €.
Lasketaan toukokuun alkupadoma K:

Ki=K-q

154mrd. € = K - 1,00805. ..

K 15,4 mrd. €

1,00805.. ..
= 15,2770... mrd. €

~ 153 mrd. €

Vastaus: Toukokuun arvo oli 15,3 miljardia euroa.

¢) Lahtbarvot:

* Alkupddoma P = 13,6 mrd. € = 13600 milj. €
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+ 1.vuoden bruttokorkokanta 3,17 %
« 2.vuoden bruttokorkokanta 2,30 %
« Lahdevero 30 %

Koska lahdevero on 30 %), tallettajalle jaava nettokorko on 100 % —30 % = 70 %
bruttokorosta. Lasketaan nettokorkokannat kummallekin vuodelle:

1. vuoden nettokorkokanta ry neto = 0,70 - 3,17 % = 2,219 %
2. vuoden nettokorkokanta 7 pero = 0,70 - 2,30 % = 1,610 %

Pisteytyksesta: Jos lahdevero on jatetty huomioimatta, nettokorkokantojen pis-
teita (2 p.) ei myonneta ja tehtavan loppuosasta (4 p.) voi ansaita enintaan 3 pis-
tetta.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Lasketaan ensimmaisen vuoden nettokorko:

Ny = 13600 mil. € -0,02219 = 301,784 milj. € (P-ht2p)]

Toisen vuoden alussa pddomaon 13 6004-301,784 = 13 901,784 milj. €.

Lasketaan toisen vuoden aikana kertynyt nettokorko:

N, = 13901,784 milj. € - 0,01610 = 223,8187224 milj. €

Lasketaan saatu nettokorko yhteensa:

Nype = N1+ Ny
= 301,784 milj. € + 223,8187224 milj. €
= 525,6027224 milj. €

~ 526 milj. €

Vastaus: Saatu nettokorko on 526 miljoonaa euroa

\ Ratkaisuvaihtoehto 2
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Ensimmaisen vuoden aikana talletuksen arvo 1 + % = 1,02219-kertaistuu.

1p.(yht. 9 p.)

Toisen vuoden aikana talletuksen arvo 1—1—% = 1,01610-kertaistuu.

Lasketaan maaraaikaistalletuksen arvo kahden vuoden kuluttua:

13,600 mrd. € -1,02219 - 1,01610 = 14,1256 . .. mrd. €

Lasketaan saatu nettokorko kahden vuoden jalkeisen arvon ja alkupdaoman ero-
tuksena:

14,1256 ... mrd. € — 13,6 mrd. € = 0,525602... mrd. €

~ 526 milj. €

Vastaus: Saatu nettokorko on 526 miljoonaa euroa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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9. Tukirakenne (12 p.)

Rautalangasta rakennetaan tukirakenne suorakulmaisen sadrmién muotoiseen kan-
kaiseen laatikkoon siten, ettd kaikki 12 sarmaa vahvistetaan rautalangalla. Rautalan-
kaa on kaytettavissa 2,0 metria ja laatikon pohjan pidemman sivun pituus on kol-
minkertainen pohjan lyhyemman sivun pituuteen verrattuna. Mika on laatikon suu-
rin mahdollinen tilavuus?

Ratkaisu:

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Merkitaan laatikon pohjan lyhyemman sivun pituutta kirjaimella a. Koska pohjan pi-
demman sivun pituus on kolminkertainen lyhyempaan sivuun nahden, sen pituus

on 3a. Merkitaan laatikon korkeutta kirjaimella h.

h

a

Suorakulmaisen sarmion tilavuus voidaan laskea kertomalla pohjan pinta-ala sar-
miodn korkeudella. Laatikon tilavuus on siis V' = a - 3a - h = 3a?h. Jokaista eri pi-
tuista sarmaa on sarmidssa 4 kappaletta, ja rautalankaa on kaytdssa 2 metria, joten
voidaan kirjoittaa seuraavasti:

4-a+4-3a+4-h=2
da +12a + 4h =2
16a + 4h =2 | —16a
4h =2 — 16a |: 4

P SR (T
2
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Sijoitetaan tama laatikon tilavuuden lausekkeeseen:

V = 3% | b=~ 4a

— 307 (1_4a)
2
_ 342 ppq ([moman)
2

Nyt tilavuuden lausekkeessa on vain yksi muuttuja, eli pohjan lyhyemman sivun pi-
tuus a. Tilavuuden aariarvo l6ydetaan tilavuuden lausekkeen derivaatan nollakoh-
dasta. Derivoidaan tilavuuden lauseke.

V'a)=--2-a—3-12d*

3
2
_ 30— 3602 EE0ED)

Ratkaistaan sitten derivaatan nollakohdat CAS-ohjelmalla:
3a — 36a” = 0

R N CTT)

12

Derivaatan nollakohdat voidaan selvittaa CAS-ohjelmalla myds ilman, etta derivaat-
tafunktion lauseke nakyy missaan vaiheessa, mikali ohjelma osaa ratkaista suoraan
yhtalon V'(a) = 0, kun funktio V'(a) on ensin maaritelty ohjelmaan.

Derivaatan nollakohtien ratkaiseminen ilman CAS-ohjelmaa onnistuu toisen asteen
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yhtalén ratkaisukaavalla:
3a — 36a° = 0
—36a” +3a+0=0

. —=3+4/32—4-(=36)-0

‘e 2. (—36)
-3+v9-0
a:—_72
_ =3+49
R
—-3+3
a= —
—-3+3 . —-3-3
a = o tala = o
(z:Ltai(L:;G
-T2 -T2
a—Otala—E

Ainoa positiivinen derivaatan nollakohtaon a = 1—12 Tarkistetaan viel3, et-

ta tasta [6ytyy nimenomaan tilavuuden maksimikohta. Lasketaan derivaattafunktion

arvo nollakohtaa pienemmalla ja suuremmalla arvolla; valitaan esimerkiksi a = %

jaa=1:
1 3 36
V=)= ——
<60) 60 3600

= ! >0
25

V(1) =3 — 36
= —33<0

Derivaatan etumerkit voidaan selvittda CAS-ohjelmalla myds ilman, etta derivaatta-
funktion lauseketta saadaan missaan vaiheessa selville, mikali ohjelma osaa ratkais-
ta suoraan epayhtalon V'(a) > 0, kun funktio V' on ensin méaaritelty ohjelmaan.
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Tilavuusfunktio on siis aidosti kasvava vélilla 0 < a < % ja aidosti vaheneva, kun
a> 1—12

Nain ollen suurin mahdollinen tilavuus saadaan arvolla a = 1—12 Sijoite-
taan tdma tilavuuden lausekkeeseen.

3 1
V= §a2 —12a® || sijoitetaan a = D
3 /1) 1\°
Vox==-(—=] —12- (=
9 (12) (12)
1
288

= 0,003472222 . ..

~ 0,0035

Pituuden yksikkona kaytettiin metrig, joten tilavuuden yksikkd on kuutiometri. Suurin

tilavuus on siis
0,0035m® — 3.5 dm’ = 3,5 .

Vastaus: Laatikon suurin mahdollinen tilavuus on 3,5 litraa.

Alustavien Hyvan vastauksen piirteiden (luettu 24.9.2026 kello 21.18) mukaan tehta-
vassa eivaadita sen tarkastelua, milla valilla a:n on oltava, jotta rautalanka ylipaataan
riittaa laatikon rakentamiseen. Alla on naytetty, miten tarkastelu voitaisiin tehda:

Mitd suurempi on a, sitd vdhemman lankaa jaa kaytettavaksi korkeudelle h. Rajata-
pauksessa laatikon korkeus on nolla:

h=20
L 4a=o0 |+ 4
— —4da = 4a
2
1
— =4a
2
1
4a = — |: 4
2
1
a=-
8
a=0,125
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Tehtavassa ratkaistu a:n arvo on tata pienempi, joten laatikko saadaan rakennettua.
Saadun vastauksen jarkevyys nahdaan myos ilman tata tarkastelua, silla tilavuus on

positiivinen kohdassa a = %

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Merkitaan laatikon pohjan lyhyemman sivun pituutta kirjaimella a. Koska pohjan pi-
demman sivun pituus on kolminkertainen lyhyempaan sivuun nahden, sen pituus

on 3a. Merkitaan laatikon korkeutta kirjaimella h.

h

3a

a

Suorakulmaisen sarmidn tilavuus voidaan laskea kertomalla pohjan pinta-ala sar-
mion korkeudella. Laatikon tilavuus on siis

V=a-3a-h
V = 3a°h. 1)

Jokaista eri pituista sdrmaa on sarmiossa 4 kappaletta, ja rautalankaa on kaytossa 2
metrid, joten voidaan kirjoittaa seuraavasti:

4-a+4-3a+4-h=2
da +12a + 4h =2
16a + 4h = 2 | —16a
4h =2 — 16a |: 4

b= L goron) o
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Koska pituus ei voi olla negatiivinen, niina > 0 ja

h >0
L 4a >0 !
g ez 3
1 .
—4a > —3 | : (—4) (< 0, suunta vaihtuu)
1
a< -.
8

Siis0 < a < 3.

Sijoitetaan korkeuden lauseke (2) laatikon tilavuuden lausekkeeseen (1):

1
V = 3a’h ||h:§—4a

—3a°. (1_4a)
2
_ 302 j9q (Tmomean)
2

Funktio V' on maaritelty valilla 0 < a < %. Suljetulla valilla polynomifunktio saa

suurimman arvonsa joko valin paatepisteessa tai valilla olevassa derivaatan nolla-
kohdassa. Derivoidaan tilavuuden lauseke.

V@)=~ -2-a—3-12a"
I e

CAS-ohjelmalla saadaan yhtalon V'(a) = 0 ratkaisuksi

0=0 i o= @)
12

| W

Siten funktio V' saavalilla 0 < % suurimman arvonsa joko valin paatepisteessa a = 0,

derivaatan nollakohdassa a = % tai valin paatepisteessa a = %. Las-
ketaan funktion V' arvo naissa kohdissa. Jos arvo lasketaan CAS-ohjelmalla, johon
on talletettu funktio V', sdastytaan kirjoittamasta lausekkeita, jotka alla on merkitty
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kommenttivarilla.

V(O):S'Uz—lQ.Q:j:O
3 2 3
V(%) - <112> —12- (L) = 0,003472.. .

. 1\ 2 1\ 3
. —12-1 =] =0
Tilavuus on siis suurin, kun a = %

Pituuden yksikkdna kaytettiin metrig, joten tilavuuden yksikk® on kuutiometri. Suurin
tilavuus on siis

0,003472. .. m® ~ 0,0035m® — 3.5 dm’ = 3,57,

<
VR
o | —
~

I

DO | Lo

Vastaus: Laatikon suurin mahdollinen tilavuus on 3,5 litraa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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10. Koivuvanerin valmistaminen (18 p.)

Aineisto:
10. A Video: Viilun valmistus

10. B Kuva: Viilun sorvaus

Vanerin valmistukseen tarvittavaa ohutta viilua sorvataan koivutukista videon 10.A ja
kuvan 10.B esittamalla tavalla. Alkukasittelyn jalkeen tukki on tasapaksu ja sen pituus
on 1,2 metria ja halkaisija 25 cm. Viilun paksuus on 1,4 mm.

10.1 Viilun sorvaus taytyy lopettaa, kun tukin halkaisija on 5,0 cm, jotta tukki ei mene
poikki. Kuinka monta prosenttia alkukasitellyn koivutukin tilavuudesta jaa kayt-
tamatta viilun valmistukseen? Laske myo0s tilavuuksia tarkastelemalla, mika on
tukista sorvatun viilun pituus. (12 p.)

Puutavarakauppa Venlan vanerissa myydaan 9,0 mm paksuja vanerilevyja, joiden ko-
koon1,2m X 1,2 m. Ne valmistetaan liimaamalla viisi 1,4 millimetrin paksuista viilua
padllekkain. Paallekkaisten viilujen valissa on ohut liimakerros.

Kirjoita osatehtavien 10.2-10.3 vastauskenttiin pelkat vastauksetilman valivaiheita ja
perusteluja. Naissa osatehtavissa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria.
Kukin vastaus on yksi luku.

10.2 Mika on yhden liimakerroksen keskimadarainen paksuus téllaisessa vanerilevys-
sa? (3p.)

[ |mm

10.3 Kuinka moneen kokonaiseen vanerilevyyn riittda 25 metria pitka ja 1,2 metria
levea viilu? (3p)

[ Jvanerilevyyn

Ratkaisu:

10.1.

h=12m

= 2 0 5 em = 0,125m
5,0

ry = 2 ;m —25¢cm = 0,025m

d=14mm = 0,0014 m
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] Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Tukki on lieris, jonka tilavuus on V' = 7r2h. Laskussa on kaytettava yhtenaisia
yksikoita, joten tassa kaikki pituudet muutetaan metreiksi.

Alkuperdisen tukin tilavuus alkukasittelyn jalkeen on

Vi :W-T%-h
— 7 (0,125 m)* - 1,2 m (TR0RTp)
=0,058904 ... m?

Sorvauksen jalkeen jaljelle jaa lieri®, jonka pituus on sama, mutta sade 75 on
pienempi.

V2:7r-r§-h

=7-(0,025m)* - 1,2m

= 0,0023561... m*

Kayttamatta jadva osuus saadaan jakamalla jaljelle jaava tilavuus alkuperaisel-
[a tilavuudella.

|/ E 1p.yht.3p)
kayttamatta — Vi

1

~0,0023561 ... m?
©0,058904 ... m3

= 0,04
_ 4, ()

Viiluksi sorvatun puun tilavuus on se 0sa, joka ei jaa kayttamatta eli

100% — 4% = 96 %

tilavuudesta :
Vi = 0,96V

= 0,96 - 0,058904 . .. m*

— 0,056548 ... m®
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Auki rullattu viilu on ohut suorakulmainen levy, jonka leveys on tukin pituus A,
paksuus d ja pituus L.

Viw=1L-h-d | :hd(@eoni0e)]
‘/viilu

hd

~0,056548. .. m?
~1,2m-0,0014m

= 33,659... m

~ 34 0

L=

Vastaus: Tukin tilavuudesta jaa kayttamatta 4 %, ja viilun pituus on noin 34 m.

] Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Alkuperaisen tukin poikkipinta-ala alkukasittelyn jalkeen on
Ay =72 =7 (0,125m)* = 0,0490873... m®

Sorvauksen jalkeen jaljelle jaa lieri®, jonka pituus on sama, mutta sade r, on
pienempi. Taman lierion poikkipinta-ala on

Ay =712 = 7-(0,025m)% = 0,0019634 . . . m®

Koska alkuperaisen ja sorvatun tukin pituudet ovat samat, saadaan kayttamat-
ta jdanyt osuus pinta-alojen suhteena:

Ay 0,0019634... m?
Ay 0,0490873. .. m?

= 0,04

_ 1y (o)

Viilun pituuden saisi selville pinta-alojen avulla myds laskematta tilavuuksia,
mutta viilun pituus kaskettiin laskea nimenomaan tilavuuksia kayttaen. Laske-
taan siis tilavuudet.
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Alkuperdisen tukin tilavuus alkukasittelyn jalkeen on
Vi=n-1r2-h
=7-(0,125m)?-1,2m
=0,058904 ... m®

Sorvauksen jalkeen jaljelle jaa lierid, jonka pituus on sama, mutta sade r, on
pienempi.

Vo=m- r% -h
=m-(0,025m)%-1,2m
= 0,0023561 ... m*

Viiluksi sorvatun puun tilavuus on alkuperadisen ja jaljelle jaaneen tukin tila-
vuuksien erotus.

Vi = Vi — 1, BT

= 0,058904 ... m® — 0,0023561 ... m?

= 0,056548 ... m?

Auki rullattu viilu on ohut suorakulmainen levy, jonka leveys on tukin pituus A,
paksuus d ja pituus L.

Viiw=1L-h-d H:hd
V:/iilu

hd

0,056548 ... m?

1,2m - 0,0014 m

= 33,659... m

~ 34 0T

I —

Vastaus: Tukin tilavuudesta jaa kayttamatta 4 %, ja viilun pituus on noin 34 m.

Pisteytyksesta:
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* Ytimen ja tukin lapileikkausten pinta-alat tai tilavuudet 2 p.

* Hukkaan meneva osuus pinta-aloja tai tilavuuksia vertaamalla 2 p.
+ Hyotykayttdéon saatavan puun tilavuuden lauseke 2 p.

+ Hyotykadyttdéon saatavan puun tilavuus 2 p.

* Viilun tilavuuden lauseke 2 p.

* Viilun pituus hyvaksyttavalla tarkkuudella 2 p.

10.2.

D =9,0mm
d=1,4mm

n=>5

Levyn paksuus koostuu viiluista ja niiden valisista liimakerroksista. Liimaker-
rosten yhteispaksuus on levyn paksuuden ja viilujen yhteispaksuuden erotus.

D—n-d=90mm—>5-14mm
=9,0mm — 7,0 mm

= 2,0mm

Liimaa on vain paallekkaisten viilujen valissa, joten liimakerroksia on yksi va-
hemman kuin viiluja.

n—1=5—-1=4
Yhden liimakerroksen keskimaardinen paksuus on nain:

2,0 mm
4

liimakerroksen paksuus =

= 0,5 mm
Vastaus: 0,5 ,
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10.3.

L=25m
h=12m

Vanerilevyn palat ovat kooltaan 1,2m X 1,2m. Koska viilu on yhta levea kuin
pala, jokainen pala vie viilua 1,2 m pituussuunnassa. Kokonaisten palojen maa-
ra saadaan siis jakamalla viilun pituus palan sivun pituudella:

L B 25m
h  12m
= 20,833. ..

eli kokonaisia paloja saadaan 20.

Ylijadva noin 1 m pitka patka ei riitd kokonaiseksi palaksi.

Yhteen vanerilevyyn tarvitaan n = 5 palaa.

20

—]
5

Viilu riittaa neljaan vanerilevyyn. Vastauskenttaan kirjoitetaan pelkka luku 4.

Vastaus: 4 .

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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11. Jaakiekkotilastoja (18 p.)

Aineisto:
11. A Taulukko: Jadkiekkotilastoja

Taulukossa 11.A on esitetty jadkiekon SM-liigassa kaudella 2024-2025 pelatun 95 en-
simmaisen ottelun maalimaarat ja jdadhyminuutit. Vastaa osatehtaviin 11.1-11.5 tau-
lukon 11.A perusteella.

Kirjoita osatehtavien 11.1-11.5 vastauskenttiin pelkat vastauksetilman valivaiheita ja
perusteluja. Naissa osatehtavissa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria.
Kukin vastaus on yksi luku.

11.1 Maarita maalimaaran moodi. (1p.)
[ ]

11.2 Maaritd maalimaaran mediaani. (1p.)
[ ]

11.3 Maarita maalimaaran keskiarvo. (1p)
[ ]

11.4 Maaritd maalimaaran vaihteluvalin pituus. (1p.)

]

11.5 Maarita jaahyminuuttien x ja maalimaaran y valista yhteytta kuvaavan regres-
siosuoran yhtalon y = ax + b kertoimet a ja b. 2p.)

a:l:]1p.
b=Jre

11.6 Piirra kuva, jossa on aineistosta 11.A muodostettu hajontakuvio ja osatehtavassa
11.5 saatu regressiosuora. Madrita ottelussa tehtyjen maalien ja ottelun jaahy-
minuuttien valinen korrelaatiokerroin. Arvioi tehtyjen maalien ja jaahyminuut-
tien valista riippuvuutta ja selitd, miten tama nakyy piirretyssa kuvassa. (6 p.)

11.7 Laadi pylvasdiagrammi, jossa nakyy kunkin maalimaaran suhteellinen frekvens-
Si. 6p.)

Ratkaisu:

1.1

Kasitelladan aineistoa Collabora Calcilla.
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Jarjestetaan aineisto nousevasti maalimaarien mukaan.

A B
1 Jaahyminuutit Maalimaéra
2 18 2
3 16 2
4 12 2
5 14 3
6 12 3
7 16 3
8 16 3
9 6 3
10 14 3
11 16 3
12 8 3
13 16 3
14 16 3
15 72 3
16 28 3
17 10 4
18 14 4
19 12 4
20 20 4
21 12 4
22 14 4
23 16 5
24 18 5

Lasketaan, kuinka monta mitakin maalimaaraa on.
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A B C
1 Jaahyminuutit Maalimaara Laskuri
2 18 2 1
3 16 2 2
4 12 2 3
5 14 3 1
b 12 3 2
7 16 3 3
8 16 3 4
g 6 3 5
10 14 3 6
11 16 3 7
12 8 3 8
13 16 3 9
14 16 3 10
15 72 3 11
16 28 3 12
17 10 4 1
18 14 4 2
19 12 4 3
20 20 4 4
21 12 4 5
22 14 4 6
23 16 5 1
24 18 5 2
75 14 = 2

Nahdaan, etta yleisin maalimaara on 5, joka tuli 31:ssa ottelussa.

Laskurin sijaan voidaan kayttaa myds COUNTIF-toimintoa tai vastaavaa. Alla on
esitetty, miten Collabora Calc -ohjelmalla kaytetdan LASKE.JOS-toimintoa.

A B E [F G H

1 Jaghyminuutit  Maalimagra Maalimaara dELﬂﬂﬁ[ﬁﬂ

2 18 2 =LASKE.JOS(3B%2:$B$96;E2) .|
3 16 2 3 12

4 12 2 4 6

5 14 3 5 31

5 12 3 6 8

T 16 3 7 20

a 16 3 8 3

g 5] 3 9 5

10 14 3 10 3

11 16 3| 11 2

12 8 3 12 1

13 16 3 13 1

1& =]

Solussa F2 oleva kaava laskee, kuinka monta kertaa solun E2 arvo (lukumaara
2) esiintyy sarakkeessa B. Sulkujen sisaan valitaan ensin tarkasteltava alue (tas-
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sa sarakkeen B maalimaarat $B$2:$B$96) ja puolipisteen ; jalkeen ehto (tdssa
viittaus soluun E2). Taman jalkeen kaava on kopioitu alemmille riveille.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Kaytetaan ohjelman valmista mooditoimintoa.

=MOODI(B2:B95)

Moodiksi saadaan b.

Vastaus: 5

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Edellisessa kohdassa tehdysta taulukosta nahdaan, etta otteluita oli yhteensa
95. (Otsikkorivilla eli rivilla 1 ei ole ottelua vaan tekstia.) Maalimaarien mediaani
on suuruusjarjestykseen jarjestetyista maalien maarista keskimmainen.

95
— =475,
5 305

joten keskimmainen maalien maara on 48:s maalien maara. Kyseinen maalien
maara luetaan rivilta 49, ja se on 5 maalia.

‘ Ratkaisuvaihtoehto 2 ‘

Kaytetaan ohjelman valmista mediaanitoimintoa.

=MEDIAANI(B2:B95)

Mediaaniksi saadaan 5.

Vastaus: b
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11.3 Lasketaan maalimaaran keskiarvo ohjelman valmiilla keskiarvotoiminnolla.

B97 v fxY- = ‘=KESKIAR\JO(BE:BQE)
A B C D

q.;) s s} AL w

93 18 11 1

94 20 11 2

95 22 12 1

96 1 1

2 13
97 Keskiarvo | 5,842105253_I

Maalimaaran keskiarvo on 5,842 ... ~ 5,84.

Vastaus: 5,84

11.4 Pienin maalimaara on 2 ja suurin 13, joten maalimaaran vaihteluvalin pituus
onl3 —2 =11

Vastaus: 11

11.5

Ratkaisuvaihtoehto 1

Tehdaan tdma alakohta GeoGebralla.

Maalataan luvut ja kaytetaan toimintoa Kahden muuttujan regressioanalyysi.
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Mafynetti

€¥ GeoGebra Classic

NIET IR

L= = I = N S

s e S
B oW N = O

iE

g‘ Yhden muuttujan analyysi

ﬂi « Kahden muuttujan regressioanalyysi

U muuttuj lyysi
H—H
~= Usean muuttujan analyysi

A Todennakoisyyslaskuri
1% =
26 5
14 5
14 3
10 5
22 5
14 5

16 (=

Valitaan malliksi Lineaarinen.
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Pistekaavio v £ = x|} =2 XsY | ¢
Y:B2:B96
144
@
12 ®
@
104 ] L]
ao
8 1 0 @
D dp o
B'W
T o@unN® © © ° o
4 ae e
©as o o
24 o®
0 20 40 60 80 100 120 140 160
X: A2:A96

Regressiomalli
y = 0.0101 x + 5.6437

Lineaarinen v
Tarkka arvo:x = y=

Ylla olevasta kuvasta nahdaan jadahyminuuttien maaran x ja maalimaaran y yh-
teytta kuvaavan suoran yhtalén olevan

y = 0,0101x + 5,6437.
Siis
a = 0,0101
ja

b = 5,6437.

Vastaus: ¢ = 0,0101 ja b= 5,6437
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Olettavasti mihin tahansa jarkevaan tarkkuuteen pydristetty vastaus hyvaksy-
taan.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Ratkaistaan tama Collabora Calc -ohjelmalla.

Maalataan luvut ja piirretdaan hajontakaavio valitsemalla Sisallyta-valilehdelta
kohta Kaavio ja kaaviotyypiksi XY (hajonta).

E  Tiedosto Home Sisallyta Sivuasetttelu Formulas Tiedot Yleiskatsaus Muoto

i e [2 paivits = il = Kuva () Muodot
Pivot-taulukko  Pivot Calculated Field [ poista Table aavigl Kipinarivi  fi Funktio — Viiva
Pivot-taulukko Taulukko Grafiikka
B1 - fX 3= [Maalimﬁér‘ﬁ
A B < D E F G H 1
1 Jaahyminuutit !Maaliméara D " N
2 1 ~ Ohjattu kaavion luonti X
E] 24, 10 |
4 20| 7
5 16 5 12 L Valitse kaaviotyyppi
s 39 7 - s <
E 18 5; 10 il b Alue _r m ,Q:-ﬁ'
s 14 5 - - - Y A
: TR L. |
12 10 5! 6 EEEE e Kupls Viivatyyppi | Suora v| Ominaisuudet
i z g — Correlation Circle B
5 18 51 4 L5 [ENER [[] lzrjests X-arvojen mukaan
18 66 5 .
:; ig g 2 - | Ohje < Edelinen | Seuraava > | | Peuuta ‘
19 12 3
2 28 gi © -

Nimetaan akselit. Lisataan kaavioon trendiviiva klikkaamalla jotain datapistetta
hiiren oikealla painikkeella ja valitsemalla Lisaa trendiviiva. Valitaan regressio-
tyypiksi Lineaarinen seka asetuksista kohdat Nayta yhtalo ja Nayta selitysaste.
Y-muuttujan nimeksi voidaan vaihtaa kirjain y.
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14 - Trendiviiva arvosarjalle "Maalim&é&rs - X f
]
12 L] Type Viiva
- el
10 o} L]
- Regressiotyyppi Asetukset

N —. - ._ E ' 8 i
1i
- @ Linessrinen Trendiviivan nimi
6 MmN X, Leika Ctrl+X IE (O Logaritminen Ekstrapoloi eteenpain
|
| Crl+C
L NS Cutvv [ H
| = o] O o S —
Mustoile arvossrja.. - ,
| | O roynom B Nayiayhisle

Lisaa arvepisteiden otsikot .
Aste N - B Nayta selitysaste RY) |
hd (

Maalimaara

0—

Lisaa trendiviiva...

st
e s ek O Livkuva keskiarvo X-muuttujan nimi x
luuﬂ 15dd Keskiarvoviiva | . - =
Insert X Error Bars.. fakse 2 v Yemuuttuan nimi |

: Insert Y Error Bars... Tyyppi Prior v
7 Kaaviotyyppi.. — ; |
Kuvaaja nayttaa nyt talta.
14
|
12 L |
-
10 " E =
. |
g 8 EE = ¥ = 0,0100529006603707 % + 5,64369275012426
E I R? = 0,006393708045786:
g2 s -"I—’—//M
NN EEn |
4 =
EEE = ]
2 L
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Jaahyminuutit
Ylla olevasta kuvasta nahdaan jaahyminuuttien maaran x ja maalimaaran y yh-
teytta kuvaavan suoran yhtalén olevan
y = 0,010052...x 4 5,64369. ...
Siis
a~0,0101
ja

b~ 5,6437.
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Vastaus: a = 0,0101 jab = 56437

Olettavasti mihin tahansa jarkevaan tarkkuuteen pydristetty vastaus hyvaksy-
taan.

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Kuva tehtiin GeoGebralla jo edellisessa kohdassa:

Pistekaavio v £ [ wx|[12 S x5y
Y: B2:B96
14 4

@
12 4 [])

@

101 @ @ (0]

ao
81 o0 @

| emee T

4 4 ao o
[colcco NG} (]
21 oCD
0 20 40 60 80 100 120 140 160
X: A2:A96

Regressiomalli
y = 0.0101 x + 5.6437

Lineaarinen v
Tarkka arvo:x = y=

3p.(yht.3p.)
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Ohjelma antaa tilastot, joista voidaan katsoa korrelaatiokerroin.

Tilastot padsee nakemaan napauttamalla alla olevassa kuvassa nakyvaa kohtaa
Yix ja valitsemalla Nayta tilastot.

123|[3 —
345 (|3 XsY

Tilastot v
KeskiarvoX 19.7368
KeskiarvoY 5.8421
. 17.7598
Sy 2.2328
r 0.08
[p 0.1666
SXX 29648.4211
\VarianssiY 468.6316
Sxy 298.0526
R? 0.0064
SSE 465.6353

Tilastoista nahdaan korrelaatiokertoimen olevan r = 0,08.

Korrelaatiokerroin on hyvin Iahella nollaa, joten maalimaaran ja jadhyminuut-
tien valilla ei kdytannodssa ole lainkaan lineaarista riippuvuutta. Ku-

vassa tama nakyy niin, etta pisteet ovat enimmakseen kaukana niihin sovite-
tusta suorasta, seka niin, ettd regressiosuoran kulmakerroin on lahes nolla.

1p.(yht. 6 p.)

Vastaus: Korrelaatiokerroin on 0,08. Maalimaaran ja jadhyminuuttien valilla
ei kaytanndssa ole lainkaan lineaarista riippuvuutta. Kuvassa tama nakyy niin,
etta pisteet ovat enimmakseen kaukana niihin sovitetusta suorasta.

Ratkaisuvaihtoehto 2
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Kuva tehtiin Collabora Calcilla jo edellisessa kohdassa:

14
[ |
12 [ |
[
10 | | |
i |
g8 L y = 0,0100529006603707 & + 5,64369275012426
£ I N R?=0,00639370804578643 Wl
£ s mmEm— ——
(] | NN [ |
4 I
] | |
2 {1
0
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Jaahyminuutit

3p. (yht.3p.)

Selitysaste on k% = 0,00639370 . . .. Selitysaste on korrelaatiokertoimen nelié.
Lasketaan korrelaatiokerroin.

R? =0,00639370.. . .

R = 4+/0,00639370 . ..
= 40,079960 . . .
~ +0,08

Korrelaatiokerroin ei voi olla negatiivinen, joten » = 0,08.

Korrelaatiokerroin on hyvin Iahella nollaa, joten maalimadran ja jadahyminuut-

tien valilla ei kdytannossa ole lainkaan lineaarista riippuvuutta. Ku-
vassa tama nakyy niin, etta pisteet ovat enimmakseen kaukana niihin sovite-
tusta suorasta, seka niin, etta regressiosuoran kulmakerroin on lahes nolla.

1p.(yht. 6 p.)

Vastaus: Korrelaatiokerroin on 0,08. Maalimaaran ja jaahyminuuttien valilla
ei kdytanndssa ole lainkaan lineaarista riippuvuutta. Kuvassa tdma nakyy niin,
ettd pisteet ovat enimmakseen kaukana niihin sovitetusta suorasta.
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11.7 Kootaan LibreOffice Calcissa taulukko, jossa nakyy maalimaarien frekvenssit ja
suhteelliset frekvenssit.

E F G H

Maalimaara Frekvenssi Suhteellinen frekvenssi (%)
3=F2]95*100 |
12 12,6315789
6 6,315789474
31 32,63157895
8 8,421052632
20 21,05263158
3 3,157894737
5 5,263157895
3 3,157894737
2 2,105263158
1 1,052631579
1 1,052631579

= e
N = O®wo~N oo s W

=
G

2p. (yht. 2 p.)

Solussa G2 oleva kaava =F2/95*100 laskee, kuinka monta prosenttia solussa F2
oleva frekvenssi on kaikkien otteluiden maarasta eli luvusta 95. Kaava kopioi-
daan alemmille riveille napauttamalla solu G2 aktiiviseksi ja vetamalla solun
oikeasta alanurkasta.

Maalataan ylla oleva taulukko ja piirretaan pylvaskaavio.
Kaavioita padsee piirtamaan valitsemalla Sisallyta -> Grafiikka -> Kaavio.
Sisallyta Sivuasetttelu Formulas Tiedot Yleiskatsaus Muoto Katso Apu:

i Paivits = Py Paivamaara < Maarita
_ 1lif - ()
d Field 5] poista ~ Table | Grafiikka Hyperlinkki (D) Kellonaika  <J Hallitse

Taulukko

|=F2/95*1@0 iy = Kuva O Muodot ¥
C D E Kaavio Kipinarivi fx Funktio — vViiva

Laskuri Maalima ;

> 1 Grafiikka

2 2

Valitaan kaaviotyypiksi pylvaskaavio.
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Koska ensimmainen rivi on otsikkorivi ja ensimmainen sarake otsikkosarake,
pitaa tapat laittaa seuraavasti:

X

Ohjattu kaavion luonti

Valitse tietoalue

$Taulukko1.$E$1:$G$13 ‘ ‘ = ‘

Tietoalue:

o Arvosarjat riveilld
@ Arvosarjat sarakkeissa

Ensimmainen rivi sisiltda otsikoita

Ensimmainen sarake sisaltda otsikoita

=

Arvosarja Frekvenssi on ylimaarainen. Poistetaan se.

< Edellinen ‘ ‘ Seuraava =

‘ Ohje ‘

Oppimateriaalit ja valmennuskurssit valintakokeisiin ja ylioppilaskirjoituksiin 62


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Ohjattu kaavion luonti X

Arvosarjat: Tietoalueet:

Frekvenssi Reunan van

Suhteellinen frekvenssi (%) Tayttavar
MNimi fTaulukko1.5F%1
Y-arvot fTaulukko1.5F$2:5F%13

Lizda Alue arvoille Reunan vari

Luokat

I Poista

| STaulukko? SES2$E$13 ||

Maalimaarien suhteelliset frekvenssit

Mukauta yksittdisten arvosarjojen tietoalueita

‘ Ohje ‘ < Edellinen ‘Seuraava:»

Kaavio nayttaa talta:

35
30

25

20

15

10

5 ]

m “B N .
23 4 5 6 7 8 8 10 11

12 13

Sf (%)

Maalimaara

4p.(yht.6 p.)
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Vastaus:

Maalima&érien suhteelliset frekvenssit

35

30

25

20

sf (%)

15

10

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Maalimaara

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita.
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