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Mafynetti

1. Puuttuvat luvut (12 p.)

mafy.fi

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-

heita ja perusteluja. Jokaisen osatehtavan vastaus on kokonaisluku.

Taydenna puuttuvat luvut osatehtdvissa 1.1-1.6 niin, etta vaitteet ovat tosia. Puuttu-
vat luvut on merkitty neliosymbolilla (LJ).

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Oppimateriaalit ja valmennuskurssit valintakokeisiin ja ylioppilaskirjoituksiin

3 2 0

45 60
Puuttuva luku:[ ]

Lukujen —5, 4, 13 ja U keskiarvo on 5.
Puuttuva luku:[ ]

(22 +3) =422+ 0z +9

Puuttuva luku:[ ]

Yhtélon 7x + 0 = 19 — 2z ratkaisuon z = 2.

Puuttuva luku:[ ]

Luvut x = 3 ja y toteuttavat yhtaldparin
2r+y =0
r—2y=9.

Puuttuva luku:[ ]

2p)

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 20 ja 21, joten hypotenuusan

pituus on L.
Puuttuva luku:[ ]

(2p.)

2
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Vastaukset:

11 21
12 8 (@rom2e)
1.3 12 (2pune2e)
14 1
15 3 (2pom2p)
1.6 29 (2pune2e))

Nain vastaukset saadaan:

1.1 Lavennetaan murtoluvut kuudeskymmenesosiksi, ja sitten yhdistetaan osoitta-
jat.

153 12)2 45 24

4 5 60 60
21
60

Puuttuva luku on siis 21.

1.2 Merkitdan puuttuvaa lukua kirjaimella . Muodostetaan yhtal6é sen tiedon pe-
rusteella, ettd lukujen keskiarvo on 5.

—5+4+13+x
1 =95
122—1‘_5 |4
1242 =20
r=20—12
r =38

Puuttuva luku on siis 8.
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1.3 Sievennetaan lauseke.
(22 +3)? = (22 + 3)(22 + 3)
=2v-2x+2x-3+3-2x+3-3
= 42 + 62 + 62 + 9
=42” + 122+ 9

Puuttuva kerroin on siis 12.

1.4 Merkitdan puuttuvaa lukua kirjaimella a. Sijoitetaan yhtaloon x = 2.
Tr+a=19 -2z |z =2
7-24a=19-2-2

44+a=19-14

14+a=15
a=15—-14
a=1

Puuttuva luku on siis 1.

1.5 Sijoitetaan z = 3 yhtaloparin alempaan yhtaloon:

r—2y=9 |z =3
3—2y=9
—2y=9-3
—2y =6 I+ (=2)
y=-3
Siis lukupariz = 3,y = —3 onyhtaloparin ratkaisu. Siten voidaan sijoittaa myos

ylempaan yhtaloén nama luvut. Merkitdan puuttuvaa lukua kirjaimella a.

2e+y=a |z =3y=-3
2:-3-3=a
6—-3=a
3=a
a=3
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Puuttuva luku on siis 3.

1.6 Ratkaistaan hypotenuusan pituus z Pythagoraan lauseella.

22 =20% +21°

2% = 841
r = +v841
r = +29

Pituus ei voi olla negatiivinen, joten hypotenuusan pituus on 29.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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2. Derivaattoja ja yhdistelya (12 p.)

Maarita funktioiden derivaatat ja tutki nilden ominaisuuksia. Valitse kullekin funktiol-
le kummastakin listasta paras vaihtoehto.

Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa arvos-
teltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla pudotusvalikosta tyhja rivi.

21 f(z) = —62*>+ 122 +5 (4p.)

2.1.1 Valitse funktiolle listasta paras vaihtoehto. (2p.)

Vaihtoehdot: "Derivaatan nollakohdat ovat x = —2 ja z = 2." / "Derivaa-
tan kuvaaja leikkaa y-akselin pisteesséa (0, 12).” / "Derivaatan nollakohdat
ovatz = —2 jax = 2."/"Derivaatan kuvaaja leikkaa z-akselin pisteessa
(4,0).”/ "Derivaatan arvo kohdassa = = 1 on 2.”/"Ei mik&an ylla olevista.”

2.1.2 Valitse funktiolle listasta paras vaihtoehto. (2p.)

Vaihtoehdot: "Derivaatan kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on —6." /
"Derivaatan kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on —1.” / "Derivaatan
kuvaaja on yl6spain aukeava paraabeli.” / "Derivaatan kuvaaja on alaspain
aukeava paraabeli.” / "Derivaatta on kolmannen asteen polynomi.” / "Ei
mikaan ylla olevista.”

22 g(x) =—32? +42 -6 (4p.)

2.2.1 Valitse funktiolle listasta paras vaihtoehto. (2p.)

Samat vaihtoehdot kuin kohdassa 2.1.1.

2.2.2 Valitse funktiolle listasta paras vaihtoehto. (2p.)

Samat vaihtoehdot kuin kohdassa 2.1.2.

2.3 h(z)=32% —4x +3 (4p.)

2.3.1 Valitse funktiolle listasta paras vaihtoehto. (2p)

Samat vaihtoehdot kuin kohdassa 2.1.1.
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2.3.2 Valitse funktiolle listasta paras vaihtoehto. (2p.)

Samat vaihtoehdot kuin kohdassa 2.1.2.

Ratkaisu.

21 f(z) = —62*>+ 122+ 5

Derivoidaan:

f(z) = =122 + 12

2.1.1 Derivaatan nollakohta:

—12z+12=0 | —12
120 =-12 | :(~12)
r=1
Derivaatan arvo kohdassa x = 0 on f'(0) = —12- 0+ 12 = 12, joten

derivaatan kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, 12).
Vastaus: Derivaatan kuvaaja leikkaa y-akselin pisteessa (0, 12).

2.1.2 Derivaatta f’(x) = —12x+12 on ensimmaéisen asteen polynomi eli suora.
Sen kulmakerroin on —12.

Vastaus: Ei mikaan ylla olevista.

22 g(z) = —32® + 42— 6

Derivoidaan:

gd(x)=—x+4

Oppimateriaalit ja valmennuskurssit valintakokeisiin ja ylioppilaskirjoituksiin 7
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2.2.1 Derivaatan nollakohta:
—x+4=0
r=4
Derivaatan kuvaaja leikkaa x-akselin pisteessa (4, 0).
Vastaus: Derivaatan kuvaaja leikkaa z-akselin pisteessa (4, 0).
2.2.2 Derivaatta ¢’(x) = —x + 4 on suora, jonka kulmakerroin on —1.

Vastaus: Derivaatan kuvaaja on suora, jonka kulmakerroinon —1.
2.3 h(z) = 32% — 42 + 3

Derivoidaan:

B (z) =92% — 4

2.3.1 Derivaatan nollakohdat:

922 —4=0
o4
9

2

I:Zi:j

3

Vastaus: Derivaatan nollakohdat ovat z = —2 jaz = 3.

2.3.2 Derivaatta //(z) = 922 —4 on toisen asteen polynomi, jonka toisen asteen
termin kerroin 9 > 0, joten sen kuvaaja on yléspain aukeava paraabeli.

Vastaus: Derivaatan kuvaaja on yl6spdin aukeava paraabeli.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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3. Logaritmeja (12 p.)
1. Anna esimerkki positiivisista reaaliluvuista a, b ja ¢, jotka eivat toteuta yhtaloa
In(la+b+c)=Ina+Inb+Inc.
(4p)
2. Anna esimerkki positiivisista reaaliluvuista a, b ja ¢, jotka toteuttavat yhtalon

In(a+b+c)=Ina+Inb+Inc.

Likiarvot eivat riita yhtasuuruuden perustelemiseen. (8 p.)

Ratkaisu.

1. Valitaana = b =c = 3. Télléin
In(a+b+¢)=In(3+3+3)=1In9
ja
Ina+Inb+Inc=mn3+Imn3+1In3
=3In3 | log, z" = rlog, =
= In(3?)
o,

Luonnollinen logaritmi on aidosti kasvava ja 9 # 27, joten tehtavanannon yhtalo

ei péde.
2. Valitaana = 1,b = 2ja ¢ = 3. (2P-0m6)) 15)5in
In(a+b+c) = In(1 +2 + 3) = In6 Er0M)

ja
Ina+Inb+Inc=Inl+1In2+1n3 | log, = + log, y = log,(zy)
=In(1-2-3)

_ 1ng o)

=1In(a+0b+c).

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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4. Descartesin menetelma (12 p.)

Aineisto:
4. A Teksti: Descartesin menetelma

Ratkaise yhtalé 2% — 522 + 4 = 0 ja osoita, ettd tekstissa 4.A kuvattu Descartesin
menetelma antaa sen positiivisten ratkaisujen lukumaaran oikein.

Ratkaisu.
Tehdaan sijoitus u = 22
zt =522 +4=0
u? —b5u+4=0
Tama on toisen asteen yhtalé muotoa
au’ +bu+c=0,

missad a = 1, b = —5ja ¢ = 4. Ratkaistaan yhtalo toisen asteen yhtalon ratkaisukaa-
valla.

—b+Vb? — 4ac

2a
—(=5) £ +/(-5)2—4-1-4
u =
2-1
54++25—-16
U= ——"
2
549
u =
2
_5%3
2
joten
5+3 . 5—3
= — tai U= —
2 2

u=4 tai u = 1(2p0rse)]
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Ratkaistaan z kummastakin tapauksesta:
R PPN T57)
P o1 = - ltaic- —1 @)

Yhtalon ratkaisut ovat siisz = —2, x = —1, x = 1 ja x = 2. Naista positiivisia ovat
r = 1jax = 2, joten positiivisia ratkaisuja on 2.

Sovelletaan Descartesin menetelmaa. Polynomi 2% — 522 + 4 on kirjoitettu astelu-
kujen vahenevassa jarjestyksessa. Sen nollasta poikkeavat kertoimet ovat

1, =5, 4
ja niiden etumerkit ovat
+7 R +.

Termien 22 ja x kertoimet ovat nollia, joten ne jdtetdan huomiotta Descartesin sian-
nossa.

Perakkaisten etumerkkien valilla on kaksi merkinvaihtoa: ensimmaisen ja toisen ter-
min valissa (4 vaihtuu —:ksi) seka toisen ja kolmannen termin valissa (— vaihtuu

+:ksi). Descartesin saannén mukaan positiivisia ratkaisuja on siis 2, (ZP-OMt11P)

Tama vastaa yhtalon ratkaisemalla saatua tulosta: positiiviset ratkaisutx = 1 jaxz =
2, joita on 2 kappaletta. Descartesin menetelma antaa siis positiivisten ratkaisujen

lukumaaran oikein, U P-Ont12p)

Vastaus: Yhtalon ratkaisutovatz = —2, * = —1, © = 1 ja x = 2. Positiivisia rat-
kaisuja on 2, mika vastaa Descartesin sdanndn antamaa merkinvaihtojen lukumaa-
raa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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5. Paraabeli (12 p.)

Aineisto:
5.A Kuva: Paraabeli

Paraabeli on tasokayrd, jonka jokainen piste on yhta kaukana annetusta suorasta
ja sen ulkopuolella sijaitsevasta pisteesta. Naita kutsutaan johtosuoraksi ja polttopis-
teeksi.

Kuvan 5.A paraabelin johtosuora on y = —z ja sen polttopiste on (2, 2). Osoita, etta
paraabelin yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa

t4y=ale—y)?+b,

ja maarita siina esiintyvat vakiot a ja b.

Ratkaisu.

Paraabelin piste (x, y) on yhta kaukana polttopisteesta (2, 2) ja johtosuorasta y =
—zeliz+y=0.

Etaisyys polttopisteesta:

dy = /(w — 2)2 + (y — 2)2 2r6mZp)

Etaisyys johtosuorasta « + y = 0:

_ lrtyl ety Gra)
TVERE V2

Etaisyydet ovat positiivisia, joten voidaan muodostaa ehto d? = d3:
2
(-2 4 (g2 = |2
2(z —2)* +2(y - 2)* = (z +y)°
20% — 8+ 8+ 2% — 8y + 8 = a® + 2y + 7 2p0nR)]
22 — 2zy + 1% — 8z — 8y + 16 = 0 2R.0A109))

(z—y)?—8(x+y)+16=0
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Ratkaistaan = + y:

_ 2
rry = o Lo gy 4 o ()

Vastaus: a = ;jab=2

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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6. Eiffel-torni (12 p.)

Aineisto:
6. A Kuva: Eiffel-torni

Eiffel-tornin muotoa voidaan mallintaa xyz-koordinaatiston kappaleella, jonka rajaa-
vat nelja pintaa

(h—2)

y=ac" g = —qe , oy = —ae’h?)

z = ae’"=?)

sekad tasot z = 0 ja z = h. Mallissa a = 4,255, ¢ = 0,00892, h = 312 ja yksikkona
on metri. T&ma kappale on esitetty kuvassa 6.A. Laske kappaleen tilavuus integraalia
kayttaen.

Ratkaisu.

c¢(h—=z) c(h—=z)

Korkeudella z kappale rajautuu suorien x = +ae jay = tae valiin, joten

poikkileikkaus on nelié, jonka sivun pituus on 2ae“"=2), Poikkileikkauksen
pinta-ala on siis

A(z) = (2aec(h’z))2 = 4a2e%h=2)

Kappaleen tilavuus saadaan integroimalla poikkileikkauksen pinta-ala korkeuden suh-
teenvalilla 0 < z < h:

h
= [t g G
0

Lasketaan integraali. Koska D (e2*"~%)) = —2¢ ¢*("~%), saadaan
1 h
V =4a® | —— / —9¢ - e2th=2) 4
2c) Jo
h
Ry
2c !
4a® o oonen 2¢(h—0
)
4a® 9o oen
T
4@2 2ch
=g (=)
2@2 2ch
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Sijoitetaan arvot a = 4,255, ¢ = 0,00892 ja h = 312:
V =1057103,58 m*
~ 1060000 m®
Vastaus: Kappaleen tilavuus on V' ~ 1 060 000 m?.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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7. Skotlannin lippu (12 p.)

Aineisto:
7. A Kuva: Skotlannin lippu

Jalkapallofanilla on Skotlannin lippu, jonka leveys on 50 cm ja korkeus 30 cm. Lipun
siniselld pohjalla on molempien lavistajien ymparilla valkoinen alue. Se ulottuu vaa-
kasuuntaan 5,8 cm lavistajalta vasemmalle ja oikealle seka pystysuuntaan 3,5 cm la-
vistajalta ylds ja alas kuten kuvassa 7.A. Kuinka monta prosenttia valkoinen alue on
lipun pinta-alasta?

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Oletetaan, etta lipun vaakasuuntaisilla sivuilla olevien kolmioiden ja pystysuuntai-
silla sivuilla olevien kolmioiden vaaka- ja pystysuuntaiset etaisyydet lavistajista ovat
samat.

Lipun leveys on 50 ja korkeus on 30, joten lipun koko pinta-ala on

50 - 30 = 1500 (120t 18]

neliosenttimetria.

Lasketaan lipun alareunassa olevan sinisen kolmion pinta-ala. Kolmion kanta on

50 — 25,8 = 38,4 (Tp-0nt2p)

senttimetria.

Kolmion ylakarjen etaisyys lavistajien leikkauspisteesta on 3,5 cm, joten kolmion kor-
keus on siis

0 35— 11,5 Eeoman)
2 ’ ’

senttimetria.

Lipun ylareunassa oleva kolmio on taman kolmion kanssa identtinen, joten ala- ja
ylareunassa olevien sinisten kolmioiden yhteenlaskettu pinta-ala on

1
2.5+ 384- 11,5 = 4416 1e0rese)
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neliosenttimetria.

Lasketaan sitten vastaavalla tavalla lipun vasemmassa reunassa olevan sinisen kol-
mion pinta-ala. Sen kanta on

30— 23,5 = 23 (0GR

senttimetria.

Kolmion oikean karjen etdisyys lavistdjien leikkauspisteesta on 5,8 cm, joten kolmion
korkeus on siis

9058 = 19,2 e0msR)
g 0T

senttimetria.

Lipun oikeassa reunassa oleva kolmio on taman kolmion kanssa identtinen, joten
vasemmassa ja oikeassa reunassa olevien sinisten kolmioiden yhteenlaskettu pinta-
ala on

1
2.5 -23-19,2 = 441,6 (2620)

neliosenttimetria.

Valkoisen alueen pinta-ala saadaan vahentamalla sinisten kolmioiden pinta-ala koko
lipun pinta-alasta. Se on

1500 — 441,6 — 441,6 = 616,38

nelidsenttimetria.

Valkoinen alue on siis

6168 = 0,4112

1500
= 41,12%

~ 119 ()

koko lipun pinta-alasta.

Vastaus: Valkoinen alue on 41% koko lipun pinta-alasta.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Oletetaan, etta kolmioiden sivut ja lipun lavistajat ovat yhdensuuntaiset. Asetetaan
lippu zy-koordinaatistoon siten, ettd vasen alareuna on origossa ja oikea ylareuna
on pisteessa (50, 30).

Lipun leveys on 50 ja korkeus on 30, joten lipun koko pinta-ala on

50 - 30 = 1500 (120N 1))

neliosenttimetria.

Lasketaan lipun alareunassa olevan sinisen kolmion pinta-ala. Kolmion kanta on
50 — 2 5,8 = 38,4 (Tp-0n:2p))

senttimetria.

Kolmion vasemmasta alakulmasta kohti yldkarkea kulkeva sivu on yhdensuuntainen
lipun lavistajan kanssa, joka kulkee origosta lipun oikeaan ylakulmaan, eli sen kulma-
kerroin on

30

k:—:
90

0,6.

Puolet kolmion kannasta on Az = 38,4/2 = 19,2. Kolmion korkeus saadaan kul-
makertoimen avulla:

_ Ay
Az

Ay =kAz=06-19,2 = 11,52.

Lipun ylareunassa oleva kolmio on taman kolmion kanssa identtinen, joten ala- ja
ylareunassa olevien sinisten kolmioiden yhteenlaskettu pinta-ala on

|
2.3 3841152 = 442,368

k

neliosenttimetria.

Lasketaan sitten vastaavalla tavalla lipun vasemmassa reunassa olevan sinisen kol-
mion pinta-ala. Sen kanta on

30 — 23,5 = 23 (1n0ncR))
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senttimetria.

Kolmion alakulmasta kohti kolmion oikealla olevaa karkea kulkeva sivu on yhden-
suuntainen saman lavistajan kanssa kuin ylla tarkasteltu kolmion sivu, eli sen kulma-
kerroin on

k= 0,6.

Puolet kolmion kannasta on Ay = 23/2 = 11,5. Kolmion korkeus saadaan kulma-
kertoimen avulla:

Ay
k=24
Ax
Ay 11,5 2p. (yht. 8 p.)
Ar= =¥ = 2 = 19,1666

Lipun oikeassa reunassa oleva kolmio on taman kolmion kanssa identtinen, joten
vasemmassa ja oikeassa reunassa olevien sinisten kolmioiden yhteenlaskettu pinta-
ala on

1
2+ -23-19,1666... = 440,8333 ...

nelidsenttimetria.

Valkoisen alueen pinta-ala saadaan vahentamalla sinisten kolmioiden pinta-ala koko
lipun pinta-alasta. Se on

1500 — 442,368 — 440,8333 ... — 616,798666 . . .

neliosenttimetria.

Valkoinen alue on siis

616,798666 ... GGreitn)) — (411199111
1500 ’ o

=41,1199111... %
~ 419, (B0

koko lipun pinta-alasta.

Vastaus: Valkoinen alue on 41% koko lipun pinta-alasta.
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8. Muinainen laina (12 p.)

Korollisia lainoja oli kaytdssa jo muinaisessa Lahi-idassa. Sailynyt assyrialainen teksti
kuvaa erasta lainaa seuraavasti: "joka kuukausi velkaan lisattiin yksi hopeasekeli ve-
lan minaa kohti”. Yksi mina on arvoltaan noin 570 grammaa hopeaa ja se jakautuu
60 sekeliin.

Ei ole taysin selvad, miten teksti pitdisi tulkita. Se voidaan tulkita ainakin seuraavilla
kahdella eri tavalla:

Tapa 1: Korko lasketaan vain taysista minoista.
Tapa 2: Korko lasketaan myds osittaisista minoista.

Kuinka paljon 30 minan lainasta kertyy vuodessa korkoa naiden eri tulkintojen mu-
kaan?

Ratkaisu.
Tapa 1: Korko lasketaan vain tdysista minoista.

Voit laskea nama kayttamalla taulukkolaskentaohjelmaa tai "kasin” laskimen avulla.

A | B | C | D | E | F |
Velan maara Velan osa, Velan maarda Velan maara
1 kuukauden josta korko kuukauden kuukauden
alussa lasketaan Korko lopussa lopussa
~ |Kuukausi (minaa) (minaa) (sekelid) (sekelia) (minaa)
2| 1 30 30 30 1830 30.5
3| 2 30.5 30 30 1860 31
4 3 31 31 31 1891 31.51666667
5| 4 3151666667 31 31 1922 32.03333333
6 | 5 32.03333333 32 32 1954 32.56666667
7| 6 32.56666667 32 32 1986 33.1
8| 7 33.1 33 33 2019 33.65
9| 8 33.65 33 33 2052 34.2
10| 9 34.2 34 34 2086 34.76666667
1| 10 34.76666667 34 34 2120 35.33333333
12| 11 35.33333333 35 35 2155 35.91666667
13 12 35.91666667 35 35 2190 36.5

Kaytetyt kaavat:
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A | B | C D | E | F |
Velan maara Velan méara Velan maara
1 kuukauden kuukauden kuukauden
alussa Velan osa, josta korko  Korko lopussa lopussa
_|Kuukausi (minaa) lasketaan (minaa) (sekeli&) (sekelia) (minaa)
2| 1 30 =KOKONAISLUKU(B2) =C2 =60*B2+D2 =E2/60
3| =A2+1 =F2 =KOKONAISLUKU(B3) =C3 =60*B3+D3 =E3/60
4 =A3+1 =F3 =KOKONAISLUKU(B4) =C4 =60*B4+D4 =E4/60
5| =A4+1 =F4 =KOKONAISLUKU(B5) =C5 =60*B5+D5 =E5/60
6 | =A5+1 =F5 =KOKONAISLUKU(B6) =C6 =60*B6+D6 =E6/60
7| =A6+1 =F6 =KOKONAISLUKU(B7) =C7 =60*B7+D7 =E7/60
8 | =A7+1 =F7 =KOKONAISLUKU(B8) =C8 =60*B8+D8 =E8/60
9| =A8+1 =F8 =KOKONAISLUKU(B9) =C9 =60*B9+D9 =E9/60
10 | =A9+1 =F9 =KOKONAISLUKU(B10) =C10 =60*B10+D10 =E10/60
R =A10+1 =F10 =KOKONAISLUKU(B11) =Cl1l1 =60*B11+D11 =E11/60
12 =Al11+1 =F11 =KOKONAISLUKU(B12) =C1l2 =60*B12+D12 =E12/60
13 =Al12+1 =F12 =KOKONAISLUKU(B13) =C13 =60*B13+D13 =E13/60

Lisaselitys: Sarakkeessa A on kuukaudet. Sarakkeessa B on velan maara kuukauden
alussa minoina. Ensimmaisen kuukauden kohdalla se on 30, ja seuraavissa se on
otettu edellisen rivin lopussa lasketusta velan maarasta kuukauden lopussa. Sarak-
keessa C on otettu sarakkeen B luvusta kokonaislukuosa, jolloin saadaan kokonais-
ten minojen maara velassa. Sarakkeessa D on korko sekeleind, joka on sama kuin
viereinen sarakkeen C luku. Sarakkeessa E on laskettu velan maara kuukauden lo-
pussa sekeleina kertomalla sarakkeessa B oleva velan maara minoina luvulla 60 ja
lisadmalla siihen sarakkeessa D oleva korko. Sarakkeessa F on velan maara kuukau-
den lopussa minoina, joka on laskettu jakamalla sarakkeessa E oleva luku 60:11a.

Korkoa kertyy vuodessa 2190 — 1800 = 390 sekelia eli 6 minaa 30 sekelia.

Vastaus: Tavalla 1 korkoa kertyy 390 sekelia = 6 minaa 30 sekelia.
Pisteytyksesta:
+ Korkoa kertyy ensimmaisena kuukautena 30 sekelia.
« Myods toisena kuukautena kertyy korkoa 30 sekelia.
* Kolmantena kuukautena korkoa kertyy 31 sekelia.
* Loppujen kuukausien korot oikein.
* Kaikkien korkojen summa oikein.
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Tapa 2: Korko lasketaan myés osittaisista minoista.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Korko kertyy koko velan maaralle, myds osittaisille minoille. Koska korkoa kertyy yksi
sekeli, el % minoa yhta minoa kohden kuukaudessa, tama vastaa korkotekijaa 1+$.

2P- 0Nt 2P) | \/elan maara n kuukauden jalkeen on siis

LTL — 1 * 1 -~ — 1 ° -~

Vuoden eli 12 kuukauden jalkeen velan maara on:

12
Vi = 1800 <@)
60

= 2194,903952.. . .

~ 2195
sekelia.
Korkoa kertyy siis 2195 — 1800 = 395 sekelia eli 6 minaa 35
sekelia.

Vastaus: Tavalla 2 korkoa kertyy 395 sekelia = 6 minaa 35 sekelia.
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Kaytetadan taulukkolaskentaohjelmaa.

A

B

D

Kuukausi

1
12
13

Kaytetyt kaavat:

A

O oo ~No gk, WNPRE

(I
N P o

Velan maara
kuukauden
alussa
(minaa)
30

305
31.00833333
31.52513889
32.05055787
32.58473383
33.12781273
33.67994294
34.24127533
34.81196325
35.39216264
35.98203201

B

mafy.fi

E

Velan maara
kuukauden
lopussa
(sekelia)

30 1830
30.5 1860.5
31.00833333 1891.50833333
31.52513889 1923.03347222
32.05055787 1955.08403009
32.58473383 1987.66876393
33.12781273 2020.79657666
33.67994294 2054.4765196
34.24127533 2088.71779493
34.81196325 2123.52975818
35.39216264 2158.92192082
35.98203201 2194.90395283

Korko
(sekelia)

c | D |

Velan maara
kuukauden
lopussa
(minaa)

30.5
31.00833333
31.52513889
32.05055787
32.58473383
33.12781273
33.67994294
34.24127533
34.81196325
35.39216264
35.98203201
36.58173255

E |

Kuukausi

1

=A2+1
=A3+1
=A4+1
=A5+1
=A6+1
=A7+1
=A8+1
=A9+1
=A10+1
=All+1
=Al2+1

Velan maara
kuukauden
alussa
(minaa)

30
E2
E3
E4
E5
E6
E7
E8
E9
=E10
=E11
=E12

Velan maara

kuukauden
Korko lopussa
(sekelia) (sekelid)
=B2 =60*B2+C2
=B3 =60*B3+C3
=B4 =60*B4+C4
=B5 =60*B5+C5
=B6 =60*B6+C6
=B7 =60*B7+C7
=B8 =60*B8+C8
=B9 =60*B9+C9
=B10 =60*B10+C10
=B11 =60*B11+C11
=Bl2 =60*B12+C12
=B13 =60*B13+C13

Velan maara
kuukauden
lopussa
(minaa)

=D2/60
=D3/60
=D4/60
=D5/60
=D&/60
=D7/60
=D8/60
=D9/60
=D10/60
=D11/60
=D12/60
=D13/60
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Lisaselitys: Sarakkeessa A on kuukaudet. Sarakkeessa B on velan maara kuukauden
alussa minoina. Ensimmaisen kuukauden kohdalla se on 30, ja seuraavissa se on
otettu edellisen rivin lopussa lasketusta velan maarasta kuukauden lopussa. Sarak-
keessa C on korko sekeleing, joka on sama kuin viereinen sarakkeen B luku. Sarak-
keessa D on laskettu velan maara kuukauden lopussa sekeleina kertomalla sarak-
keessa B oleva velan maara minoina luvulla 60 ja lisaamalla siihen sarakkeessa C
oleva korko. Sarakkeessa E on velan maara kuukauden lopussa minoina, joka on las-
kettu jakamalla sarakkeessa D oleva luku 60:11a.

Lopullinen velka on siis 2194,903 ... ~ 2195 sekelia. Korkoa kertyy vuodessa siis
2195 — 1800 = 395 sekelia eli 6 minaa 35 sekelia.

Vastaus: Tavalla 2 korkoa kertyy 395 sekelia = 6 minaa 35 sekelia.
Pisteytyksesta:

+ Sarakkeista B, C ja E jokaisesta yksi piste, kunhan sarakkeen sisaltd on laskettu
jarkevalla tavalla.

+ Sarakkeesta D kaksi pistetta.

* Vastauksesta 1 piste.

Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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9. Korrelaatiokerroin (12 p.)

Anna esimerkki kahden muuttujan aineistosta, jossa on vahintadn kymmenen eri da-
tapistetta ja jossa muuttujien valinen korrelaatiokerroin on 7 = 1. Anna vastaukse-
na kuvakaappaus aineistosta, aineiston graafinen esitys ja kuvakaappaukset, jotka
osoittavat, etta vaaditut ehdot toteutuvat.

Anna vastaavat esimerkit myos tapauksistar = —1jar = 0.

Ratkaisu.

Kahden muuttujan x ja y korrelaatiokerroin lasketaan kaavalla

‘S.’If’lj
r=—
525y

missa s, on muuttujien x ja y kovarianssi, s, muuttujan x keskihajonta ja s,, muut-
tujan y keskihajonta.

Kun muuttujan x arvot ovat xy, o ...x, lasketaan muuttujan = keskihajonta kaa-

valla
o ¢z< 1)
ox 9

n

missa T on muuttujan x keskiarvo.

Vastaavasti kun muuttujan y arvot ovat vy, y» ... ¥, lasketaan muuttujan y keskiha-
jonta kaavalla

o \/Z;'»":l(:(/z: —7)?
éy = —

n
missa ¥y on muuttujan y keskiarvo.

Lisaksi muuttujien x ja y kovarianssi s,,, lasketaan kaavalla

> i (i —T)(yi — 7)

Szy = .
Yy n

Korrelaatiokerroin r = 1 tarkoittaa, etta aineiston kahden muuttujan valilla on tay-
dellinen positiivinen lineaarinen riippuvuus.

Esimerkki kahden muuttujan ja kymmenen datapisteen aineistosta, jonka korrelaa-
tiokerroin on r = 1 olisi seuraava:
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i 1
2 2 12
3 3 10 [ {
4 4 3 - |
5 5 B
6 6 6 -4
7 7 = A . |
8 8 -
9 9 2 |
10 10 |
0
0 2 4 6 8 10 12
X
Muuttujien keskiarvot T ja 7 ovat tallgin
. 14+243+4+5+6+7+8+9+10 .
T=1= = 2,9.

10

Muuttujien keskihajonnat ovat talloin

Sy = 10 4

jolloin korrelaatiokerroin on

33
r= , 4 — =1
2 2
Korrelaatiokerroin r = —1 tarkoittaa, etta aineiston kahden muuttujan valilla on

taydellinen negatiivinen lineaarinen riippuvuus.

Esimerkki kahden muuttujan ja kymmenen datapisteen aineistosta, jonka korrelaa-
tiokerroin on 7 = —1 olisi seuraava:
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|
1. 10
2 9 12
3 8
10-{-o
4 T *
5 6 8 £
6 5 *>
T 4 6 L 2
8 3 7 *
g 2 4 +
*
10 1 9 -
.
0
1. 2 3 4 5 6 it 8 9 10
X

Muuttujien keskiarvot T ja iy ovat talléin

1+24+34+44+54+6+7+8+9+10

T = =55
10 '
_ 1049484+ T7+6+5+4+34+2+1  __
Y= - = 9,9
' 10
Muuttujien keskihajonnat ovat talldin
\/(1—33)~’+(2— 5,5)2 + ...+ (10 —5,5)2 /33
ST = —
10 2
S _\/(1()—55)2+(9—5,5)2+ +(1-55)?2 V33
/ 10 2

Sy 10

jolloin korrelaatiokerroin on
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Korrelaatiokerroin r = 0 tarkoittaa, etta aineiston kahden muuttujan valilla ei ole
lineaarista riippuvuutta.

Esimerkki kahden muuttujan ja kymmenen datapisteen aineistosta, jonka korrelaa-
tiokerroin on r = 0 olisi seuraava:

1 0
2 3 12

3 6 0 = =

4 4

= 5 8 ™ =
T .

. . 4 " =

9 3 2 T

10 10 o

0 2 a 6 8 10 12

4 p. (yht. 12 p.)

Muuttujien keskiarvot T ja iy ovat talléin
14+24+3+44+54+6+7+8+94+10
10
10+8+6+4+2+2+4+6+8+10
10

T =959

6.

]

Muuttujien keskihajonnat ovat talléin

ja kovarianssi

(1-55)(10=55) +(2=55)(9 =55 +...+ (10 -55)(1-55)
Sgy = — U,

jolloin korrelaatiokerroin on
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Pisteytyksesta:
+ Oikeanlainen aineisto kullekin korrelaatiokertoimelle 1 p / aineisto.
* Aineiston graafinen esitys 1 p / aineisto.
+ Laskettu aineistolla oikea korrelaatiokertoimen arvo ja nakyy kuinka laskettu

2 p/ aineisto.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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10. Collatzin lukujono (12 p.)

Collatzin jono on rekursiivinen lukujono, jonka jasenet ovat positiivisia kokonaisluku-
ja.Jonon seuraava jasen a, 1 saadaan edellisesta jasenesta a,, seuraavalla tavalla:
* Jos a,, on parillinen, niin a,+; = %an.
* Jos a,, on pariton ja suurempi kuin 1, niin a,,.1 = 3a, + 1.
* Jos a, = 1, niin jono paattyy.

Esimerkiksi luvusta a; = 20 alkava Collatzin jono on 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1. Saksa-
lainen Lothar Collatz esitti vuonna 1937 konjektuurin (eli vaittaman, jota ei kyennyt
todistamaan), jonka mukaan mista tahansa alkuarvosta alkava Collatzin jono on aa-
rellinen. Tahan paivaan mennessa kukaan ei ole kyennyt todistamaan sita oikeaksi
tai vaaraksi.

1. Maarita Collatzin lukujono alkuarvolla a; = 23. (3p.)

2. Selvita ohjelmiston avulla, mika alkuarvo valilla 2-100 johtaa pisimpaan Collatzin
jonoon. Voit kirjoittaa koodisi esimerkiksi Pythonilla tai taulukkolaskentaohjelmal-
la. Anna vastauksena koodisi, koodin selitys ja taulukko, jossa nakyvat ainakin ne
alkuarvot, jotka tuottavat viisi pisinta jonoa, seka ndiden jonojen pituudet. (9 p.)
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Ratkaisu.

1.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Lasketaan Collatzin jono alkuarvolla a; = 23:
a; = 23
ay=3-23+1=70
a3 =70/2 =235
ay=3-35+1 =106
as= 106/2 = 53
ag=3-53+1 =160
ar= 160/2 = 80
ag= 80/2 =40
ag=40/2 = 20
ajp=20/2 =10
a;n=10/2 =5

(]12:3V)+]:]6

a;3= 16/2 =8
aju=8/2 =14
ajs=4/2 =2
as=2/2 = 1

Vastaus: 23,70, 35,106, 53, 160,80, 40, 20, 10,5, 16, 8,4, 2, 1

Pisteytyksesta: Kaikkia jonon alkioiden arvoihin johtavia laskutoimituksia ei tarvit-
se merkita nakyviin. Riittaa, ettd on ndyttanyt laskutoimituksen parilliselle arvolle
ja parittomalle arvolle ainakin kerran, ja kaikki jonon jasenet on esitetty oikein ja
jarjestyksessa.
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Tama ratkaisutapa on mahdollinen vain, jos kohdassa 2 muodosti jonot nakyviin
esimerkiksi taulukkolaskennan avulla.

Kohdan 2 nojalla lukujono on 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1.

3p.(yht.3p.)

Pisteytyksesta: Kaikkia jonon alkioiden arvoihin johtavia laskutoimituksia ei tar-
vitse merkita nakyviin. Riittaa, etta kohdan 2 ratkaisussa on nayttanyt laskutoi-
mituksen parilliselle arvolle ja parittomalle arvolle ainakin kerran, ja kaikki jonon
jasenet on esitetty oikein ja jarjestyksessa.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3

Kirjoitetaan Python-ohjelma, joka laskee Collatzin lukujonon, kun ensimmainen
jasen on 23.

a =23

while True:

print(a)

if a ==
break

if ah 2 == 0:
a=a// 2

else:
a=3x%xa+1

Ohjelma asettaa ensimmaisella rivilla alkuarvoksi 23, minka jalkeen ohjelma tois-
taa silmukkaa, kunnes arvoksi tulee 1. Silmukassa ohjelma laskee seuraavan ar-
von lukujonon saanndén mukaisesti: jos edellinen arvo a on parillinen, seuraava
on a/2, ja jos edellinen arvo a on pariton, seuraava on 3a + 1.

Vastaus: 23,70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16,8, 4,2, 1

Pisteytyksesta: Kaikkia jonon alkioiden arvoihin johtavia laskutoimituksia ei tarvit-
se merkita nakyviin. Riittaa, etta kaytetyssa koodista tulee nayttaneeksi laskutoi-
mituksen parilliselle arvolle ja parittomalle arvolle ainakin kerran, ja kaikki jonon
jasenet on esitetty oikein ja jarjestyksessa.
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]Ratkasuvaﬂnoehto1\

Kirjoitetaan Pythonilla ohjelma, joka laskee Collatzin jonon pituuden jokaiselle al-
kuarvolle valilla 2-100, ja 16ytaa viisi pisinta jonoa.

Koodi:
results = []

for start in range(2, 101):

a = start
length = 1
while a != 1:
if a % 2 == 0:
a=a//?2
else:
a=3x%xa+1
length += 1

results.append((length, start))
results.sort(reverse=True)

for length, start in results[:5]:
print ("Alkuarvo:", start, "- Jonon pituus:", length)

Koodin selitys:
results = []

Talla rivilla luodaan lista, johon voidaan tallentaa tulokset.

for start in range(2, 101):
a = start
length =1
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Tassa kaydaan lapi alkuarvot luvusta 2 lukuun 100 for-silmukan avulla, ja aina kun-
kin alkuarvon kohdalla asetetaan a:n arvoksi alkuarvo ja jonon pituutta kuvaavan
muuttujan length arvoksi 1. Huomaa, etta Pythonissa range (., n) aloittaa luvus-
ta m ja paattyy lukuunn — 1.

while a != 1:
if a % 2 == 0:
a=a// 2
else:
a=3x*xa+1
length += 1

Tassa on while-silmukka, joka toistaa sen sisalla olevaa koodia kunnes a:n arvoksi
tulee 1. Sisalla oleva koodi paivittaa a:n arvoksi a/2, jos a on parillinen, ja 3a +
1, jos a on pariton. Kullakin toistolla jonon pituutta kuvaavan muuttujan length
arvoon lisataan 1.

results.append((length, start))

Talla rivilla lisataan while-silmukan paattymisen jalkeen tulos, eli jonon pituus ja
alkuarvo, alussa luotuun listaan.

results.sort(reverse=True)
Talla rivilla jarjestetaan lista suurimmasta jonon pituudesta pienimpaan.

for length, start in results[:5]:
print ("Alkuarvo:", start, "- Jonon pituus:", length)

Tassa tulostetaan jarjestetyn listan viisi ensimmaista alkiota, eli viiden pisimman
jonon alkuarvo ja pituus.

Koodin selityksen voi kirjoittaa my6s kommentteina itse koodissa.

Tulos:

Alkuarvo: 97 - Jonon pituus: 119
Alkuarvo: 73 - Jonon pituus: 116
Alkuarvo: 55 - Jonon pituus: 113
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Alkuarvo: 54 - Jonon pituus: 113

Alkuarvo: 27 - Jonon pituus: 112

Vastaus: Pisin Collatzin jono valilla 2-100 saadaan alkuarvolla a; = 97, jolloin

jonon pituus on 119.

Pisteytyksesta:

+ Toimivan koodin esittamisesta saa 3 pistetta.
+ Koodin toiminnan selityksesta saa 2 pistetta.
+ Viiden pisimman Collatzin lukujonon esittamisesta saa 4 pistetta.

- Jos vastausten antaminen on unohtunut, mutta osana ratkaisua on esi-
tetty kuvakaappaus koodin tulosteesta josta pisimmat jonot on nahta-
villa muiden jonojen lisaksi, tasta kohdasta voi antaa 2 pistetta.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Muodostetaan jonot taulukkolaskennalla ja etsitaan viisi pisinta jonoa. Aloitetaan
kirjoittamalla kaikki alkuarvot luvusta 2 lukuun 100 riville 2. Sen jalkeen muodos-
tetaan riville 3 kaava, joka laskee edellisen rivin arvosta seuraavan arvon tai antaa

tyhjan, jos edellinen arvo on 1 tai tyhja. Kaava sarakkeessa A:
=JOS(TAI(A2="",A2=1),"",JOS(JAKOJ(A2,2)=0,A2/2,3*%A2+1))

Huomaa, etta asetuksista riippuen funktion argumentit erotellaan jo-

ko pilkulla tai puolipisteella.

Kopioidaan tama kaava vastaavasti kaikkiin sarakkeisiin, ja jatketaan sita alaspain
niin monta rivia, etta pisinkin jono on loppunut.

Taman jalkeen selvitetaan kunkin jonon pituus rivilla 1. Kaava sarakkeessa A:

=LASKE. JOS (A2:A200,">0")
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Taman jalkeen voidaan jarjestaa sarakkeet rivin 1 mukaan laskevasti, jotta saa-
daan viisi pisinta jonoa ensimmaisiksi viideksi sarakkeeksi.

Tulos:

Alkuarvo: 97 - Jonon pituus: 119
Alkuarvo: 73 - Jonon pituus: 116
Alkuarvo: 55 - Jonon pituus: 113
Alkuarvo: 54 - Jonon pituus: 113

Alkuarvo: 27 - Jonon pituus: 112

Vastaus: Pisin Collatzin jono valilla 2-100 saadaan alkuarvolla a; = 97, jolloin jonon

pituus on 119,

Pisteytyksesta:
+ Toimivan taulukkolaskennan esittamisesta saa 3 pistetta.
+ Kaytettyjen vaiheiden selittamisesta selityksesta saa 2 pistetta.
+ Viiden pisimman Collatzin lukujonon esittamisesta saa 4 pistetta.

- Jos vastausten antaminen on unohtunut, mutta osana ratkaisua on esi-
tetty kuvakaappaus taulukkolaskentaohjelmasta, jossa pisimmat jonot
on nahtavilld muiden jonojen lisaksi, tasta kohdasta voi antaa 2 pistet-
ta.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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11. Integraalin palautuskaava (12 p.)

Tarkastellaan epaoleellisia integraaleja

o0
In:/ e T dx,
0

kunn =0,1,2,3, ...
1. Johda palautuskaava
In = nIn—la

kunn > 1.

Vihje: Integroikaava D(z"e™") = nz"'e™*—z"e " puolittainvalilla0 < z < R.
6p)

2. Osoita epaoleellisen integraalin maaritelmaa kayttamalla, etta

]0:/ e dr=1,
0

ja paattele integraalin I5 arvo palautuskaavan I, = n [I,,_; avulla. (6p.)

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Vihjeen mukaan

Integroidaan molemmat puolet valilla [0, R:

R R
/ D(x"e_x) = / na" te ™ dr — a"e " dx
0 0

R R R
/x”e’x = n/ " e dy — / e dr
0 0

0

R R
Rne—R o One—O 1p. (yht. 3 p.) — n/ xn—le—x dl’ _ / xne—a: dl’
0 0
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Otetaan raja-arvo R — o0. Koska eksponenttifunktio kasvaa nopeammin kuin
mikaan polynomi,

m e =t 27 o ()
hmR"eR:hm—R:O.

R—o0 R—oo €

Lisaksi 0" - e~ = 0.

Saadaan siis

x x
0= n/ 2" e dr — / z"e " dx
0 0

o (o0}
/ z"e dx = n/ 2" e dx
0

0

_ 1p. (yht. 6 p.)
I, =n-1I,,, (pohtep]

kunn > 1.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Osittaisintegroidaan I,,. Merkitaan [ (z) = —e¢ “jag(x) = ™. Talloinsiis ['(x) =
e :('J-a '(]/(,'Iﬁ') = na" l'

In:/ e " dx
0

R
= lim e x"dr
R—o0 J
R
= lim f(x)g(x) dx
R—oo [/
R R
= lim / f(z)g(x) — lim f(x)d (x)dx
R—00 ) R—o0 | 0
R R
= lim /—e’xa:” — lim —e " na" tdr
R—>o<>0 R—oo [

R—o0

= Jim () et [t
0

R—o0

= lim (—e ®R") — 0+ n/ 2" le " da
0
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Koska eksponenttifunktio kasvaa nopeammin kuin mikaan polynomi,

n

) _ . R
lim e ®R™ = lim —:O.

R—o0 R—o0 eR

Taten saadaan
[o¢]
I, = n/ 2" e T dx (1pomtse)] nl,_;, (P-0nt6p)
0

kunn > 1

2. Lasketaan [ epdoleellisen integraalin maaritelman mukaan:

o0 R
Iy = / e “dr = lim e *dx
0

R—o0 0
R
= lim /—e_m
R—o0
0
i (e 1 ) [T

R—o0

_ 0.+ 1 G
_ | (o)

Sovelletaan palautuskaavaa I,, = nl, _; iteroiden:

L=11I=1
L=2-1=2
L=31,=6
Ii=4-1;=24

Is =51, = 120

2p.(yht. 12 p.)

Vastaus: [5 = 120

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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12. Seitsensakarainen tahti (12 p.)

George R.R. Martinin luomaan fantasiamaailmaan
sijoittuvassa Game of Thrones -sarjassa esiintyy
seitsensakarainen tahti (katso oheinen kuva), jonka
muotoa mallinnetaan tassa tehtavassa. Tahden seit-
seman karkipistettd asettuvat ympyran kehalle ta-
savalein. Tahden sakarat muodostuvat seitsemasta
paraabelin kaaresta niin, etta jokaista sakaraa rajaa
kaksi paraabelia. Yksittainen paraabeli leikkaa ym-
pyran kahdessa tdhden karkipisteessa, joiden valiin
jaa yksi tahden karkipiste. Leikkauspisteessa ympy-
ran tangentti ja paraabelin tangentti ovat kohtisuo-

rassa. Tahden keskella on ympyra, joka sivuaa paraabeleja.

mafy.fi

Maarita tahden keskella olevan ympyran ja tahden karkien kautta kulkevan ympyran

sateiden suhde.

Ratkaisu.

Olkoon tehtavan paraabelikuvion suurempi ympyra origokeskinen R-sateinen ym-
pyra. Asetetaan tarkasteltava kuvio siten, etta seitsenkulmion yksi karki on ylimpana
y-akselilla, jolloin yksi paraabeleista on y-akselin suhteen symmetrinen ja yléspain
aukeava, ja leikkaa ympyran seitsenkulmion viereisissa karjissa ylimman karjen va-
semmalla ja oikealla puolella. Taman paraabelin yhtdlé onsiteny = f(z) = az?+r.

1p. (yht. 1p.)
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Kuvion sisempi ympyra on myos origokeskinen ja sivuaa paraabelia sen huipun koh-

dalla pisteessa (0, 7).

Tarkastellaan asken maaritellyn paraabelin ja R-sateisen origokeskisen ympyran en-
simmaisessa neljanneksessa sijaitsevaa leikkauspistetta.

Saannollisen seitsenkulmion pisteet ovat ympyralld kulman 2Z valein, joten ympyran

{

keskipisteen ja tarkasteltavan leikkauspisteen valisen sateen ja positiivisen y-akselin
vélinen kulma on siten = <. Tallin tdman saman sateen ja positiivisen z-akselin

valinen kulma on

(1:5—3

T 27

T2 7
3w
14

Tarkasteltava ympyran kehan piste on siten piste (R cos(gl’—Z), Rsin(?—z)).

Tassa pisteessa ympyran tangentti ja paraabelin tangentti ovat kohtisuorassa. Kos-
ka ympyran tangentti ja ympyran sade ovat kohtisuorassa, on tdssa pisteessa siis
paraabelin tangentti ympyran sateen suuntainen.
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Tassa pisteessa paraabelin tangentin suuntaisen suoran suuntakulma on «. Taten
taman suoran kulmakertoimen on oltava tan . 2ZPY"6PYJTam3 on myés paraabe-

lin derivaatan f’(z) = 2ax arvo pisteessa x = R cos « eli

2aR cos(a) = tan «

a tana (5 heep)

- 2R cosa

Paraabeli kulkee pisteen (R cos(a), R sin(«)) kautta, joten
f(Rcos(a)) = Rsin(«)
a- (Rcos(a))? 4+ r = Rsin(a)

tan o

2R cos a ) (RCOS(Oé))Z + 7 = Rsin(«a) 2p. (yht. 10 p.)

tan « .

r= Rsin(a) — Reosa (R cos(a))?
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tr
= Rsin(«) — e Rcos(a)
sin «v
= Rsin(a) — - R cos
sin(«) Yo cos()
= Rsin(a) — SH; “.

= R<sin(oz) — 51r21a>

s
r=R 5 1p.(yht. 11 p.) ]

Taten ympyrdiden sateiden suhde on

sin «v
o R 92
R R
_ sina
2
. 3m
_ 1 (reomen)
. oT
Sl —
Vastaus: Ympyroiden sateiden suhde on TM

Taysien pisteiden arvoisen ratkaisun ei tarvitse sisaltda nain montaa nain tarkkaa
kuvaa: yksi hahmotelma tilanteesta riittaa selityksen tueksi.

Taydellisyyden vuoksi olemme nayttaneet, kuinka mielivaltaisen suuremman ympy-
ran sade R supistuu laskussa pois. YTL:n hyvan vastauksen piirteissa (luettu 18.3.2026)
suurempi ympyra oli asetettu origokeskiseksi yksikkdympyraksi, joten myos tallainen
ratkaisu on taysien pisteiden arvoinen.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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13. Aariarvokohdat (12 p.)

Mé&aritelldan funktio f: [0,1] — R kaavalla

x
flz) = / sin(2m2?) dz.
0
Missa kohdissa funktio saavuttaa suurimman ja pienimman arvonsa?

Voit tutkia tilannetta ohjelmistojen avulla, mutta vastaus taytyy perustella tasmalli-
sesti. Perusteluiksi eivat riita ohjelmistolla lasketut integraalien likiarvot eika fMax-
tai fMin-kaskyjen kayttaminen.

Ratkaisu.

f(x) = sin(27z?).

Etsitddn derivaatan nollakohdat valilla [0, 1]. Ehto sin(272?) = 0 toteutuu, kun

2mx® = nmw, missanon epanegatiivinen kokonaisluku

I2:

|3

&
I

He
|

n=0: x=0,

n=1: :1::i
NGE

n=2: x=1.

valila 0 < = < Lz patee 0 < 2mx? < m, joten sin(27z?) > 0. Funktio f on siis
aidosti kasvava talla valilla.

valilla \/% < z < 1pédtee m < 2mx? < 2, joten sin(27z?) < 0. Funktio f on siis
aidosti vaheneva talla valilla.
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Kohdassa z = 0:
0

f(0)= [ sin(27z*)dz = 0.

S—

-

Koska f(z) kasvaa valilla [O, } ja vahenee valilla [%,1], funktion f taytyy saada

. _ 1 |2p.(yht.3p)

suurin arvo kohdassa x = 75

Pienimman arvon l6ytamiseksi taytyy selvittaa, onko f(1) negatiivinen (jolloin pienin
arvo olisi f(1)), nolla (jolloin pienin arvo olisi f(0) = f(1) = 0) vai positiivinen

(jolloin pienin arvo olisi f(0) = 0).

Kohdassa z = 1:

1 1/V2 1
)= / sin(272%) dz = / sin(272?) dz—l—/ sin(2m2?) dz .
0 JO 1/vV2

N >y
' ~~

>0 <0

Arvioidaan alaspéin integraalia fol/ﬁ sin(2m2?%) dz. Erdat integroitavan lausekkeen
arvot valilla [0, \/%] saadaan seuraavien sinifunktion tunnettujen tarkkojen arvojen
avulla:

1

= ——: sin(2rz?) ==
z 5 sin(27z”) 5

%

z=——: sin(21z?) =

RS

z= : sin(272%) =
2v/2 (2r2")
5
z= i sin(2m2?) =

DR it
— —
[\ [N}

Nailla saadaan alarajaksi tarkasteltavalle integraalille

1 1 1 V3 1 1
(Q—ﬁ‘ﬁ)'f ENCENCY ARG
+<\/5 V3

2

1
~= T2 ). 2=0,232014... > 0,232
2v/3 zﬁ)
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jolloin

1/V2
[ sinons?) s > 0,230 GBS
0

Mallikuva ensimmaisen integraalin alarajasta (ei vaadita ratkaisussa, jos selitetty hy-
vin):

—L 0 V5 0
(2%3) 24/(3)

Arvioidaan seuraavaksi alaspéin integraalia f11/\/§ sin(2m2?%) dz.

Integraali on negatiivinen, joten sita alaspdin arvioimalla saatu negatiivinen arvo vas-
taa integroidun pinta-alan ylarajaa.

Eraat integroitavan lausekkeen arvot valilla [\/%,1] saadaan seuraavien sinifunktion
tunnettujen tarkkojen arvojen avulla:

VT

1
sin(272?) = — 5

z:m.

V5 om) —
z-m. sin(2mrz7) =
z= V7 sin(272%) = —

m :
V11

z = . osin(272?) = —

23

RS it
— —
[\ [\
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Nailld saadaan alarajaksi tarkasteltavalle integraalille

VT V5 N ﬁ_ﬁ+\/ﬁ_ﬁ -1
2v/2  2V2 2v2 23 23 2v2) V2

VIL V7T 1) -1
+<1_2_\/§+ﬁ_ﬁ>.7

= —0,22808... > —0,23

jolloin

1/v3
/ sin(2m2%) dz > 0,23
0

1/V2 1
f() = / sin(272%) dz —|—/ sin(272%) dz > 0,232 — 0,23 > 0,
0 1/v2

joten funktion pienin arvo on f(0) = 0.

Mallikuva toisen integraalin alarajasta (ei vaadita ratkaisussa, jos selitetty hyvin):

() (L0)

> T
(ﬁ _ 1) (@ _ 1)
237 2 2V3? 2
%7 — 3 2v2) V2 2v27 V2
VT VL1
237 V2 237 V2
() ()
2v/27 2v/27
Vastaus: Funktio saavuttaa suurimman arvonsa kohdassa x = E ja pienimman

arvonsa kohdassa x = 0.
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Pisteytyksesta:
+ Naytetty, ettd f(0) =01 p.
+ Naytetty, etta funktion suurin arvo on kohdassa x = \/% 2p.
+ Naytetty, ettd pienimman arvon on oltava kohdassaz =0taixz =11 p.

- Pateva arvio integroitavalle alalle valilla [0, \/Li] 3p.

+ Péteva arvio integroitavalle alalle valilla [, 1] 3 p.

*+ Naytetty pienimman arvon olevan kohdassa z = 0 2 p.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joiden kirjoittamista ei vaadita!
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