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1. Lyhyita tehtavia (12 p.)

Anna tassa tehtavadssa pelkka vastaus ilman perusteluja. Vastauslaatikkoon voi kir-
joittaa vain yhden kokonaisluvun.

1.1 Ratkaise yhtalo 5x — 17 = 43.(2 p.)
v=[_]
1.2 Miké on lausekkeen —7z? + 2z (4x — 1) arvo kohdassa = = 2? (2 p.)
[ ]
1.3 Mika on pisteiden (—2, —2) ja (1, 4) kautta kulkevan suoran kulmakerroin? (2 p.)

]

1.4 Mika on edellisen osatehtavan suoran vakiotermi? (2 p.)

]

1.5 Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat koordinaatiston pisteissa (1, 1) ja (5, 1).
Mika on huippukulman z-koordinaatti? (2 p.)

]

1.6 Mika luku saadaan, kun ensimmaiset 50 positiivista paritonta kokonaislukua las-
ketaan yhteen, eli kuinka paljonon 1+ 3+ --- 4+ 974997 (2 p.)

]

Ratkaisu.

1.1 o = [12] Gromze)

Lisaselitys:
br —17=43 ||+ 17
or — 174+ 17 =43+ 17
bz =60 | :5

5r 60

5 3)

)

xr =12
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12 [o] T

Lisaselitys:
Lasketaan lausekkeen
—72% + 2x(4x — 1)

arvo, kun x = 2.

~7-2242-2-(4-2-1)=-7-4+4-(8-1)

=-—-2844-7
= —28 4+ 28
=0
13 [2] B0
Lisaselitys:
L — Y2 — Y1
To — I
_4-(-2)
C1-(-2)
442
142
_6
3
=2

1.4

Lisaselitys:
Edellisen osatehtavan suoralla on kulmakerroin 2. Ratkaistaan suoran vakioter-
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1.5

1.6

mi b suoran yhtalosta kayttaen pistetta (1,4).
y=kr+b |oe=1ly=4k=2

4=2-1+b

4=2+b | -2
4—-2=10

b=2

Suoran vakiotermi on siis b = 2.

Lisaselitys:
Tasakylkisen kolmion kanta muodostuu pisteisté (1,1) ja (5,1). Koska kolmio on
tasakylkinen ja sen kanta on vaakasuora, on korkeus pystysuora. Siten kolmion
huippukulma on suoraan kannan keskipisteen ylapuolella, eli kolmion huippu-
kulman x-koordinaatti on sama kuin kannan keskipisteella. Lasketaan huipun
z-koordinaatti.

I+5 6

——3
2 2

2500

Lisaselitys:

Parittomat luvut muodostavat aritmeettisen lukujonon, jonka ensimmainen ja-
sen on a; = 1. Perdkkaisten jasenten erotus on d = 2. Lisaksi viimeinen yh-
teenlaskettava on asg = 99. Yhteenlaskettavia on n = 50. Lasketaan summa
aritmeettisen summan kaavalla.

Sn—nal—;a" In = 50,a, = 1, a, = 50
1499
Sso = 50 - -
2
100
=50 —
2
=50 50
— 2500
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Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Yhtalé ja lukujono (12 p.)

1. Ratkaise yhtalo (z + 3)(2z — 1) = 4.(6 p.)

2. Aritmeettisen lukujonon ensimmainen jasen on 2025 ja viides jasen on 1973.
Mika on lukujonon sadas jasen? (6 p.)

Ratkaisu.

2.1

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

(z+3)(2x—1) =14

20? — z + 6z — 3 = 4 (10A 1))
2 +5r—3=4 |4
202 4+ 55 —3—4=0

227 4 55 — 7 = 0 (TEOER)
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Ratkaistaan yhtald toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

bt b? — 4ac

x o |la=2,b="5,¢c=—7

v DEVE L2 ) (o)
—54 /25 + 56

B 4

=548l

4

_ 59 (i)
4

Lo b9 =59

4 4

4 ai —14
r=- i r=—
4 4

=1 tai o= [(2p0msp)
2

. 7
Vastaus: r = 1 taiz = ~3

Hyvaksytaan myos vastaus ¢ = 1 jaxz = —3,5.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

(x+3)2x—1) =14
222 — 1 + 6z — 3 = 4 ((P-0MTR))
2024+ 52 —3=4 |1

20 +5r —3—-4=0

207 + 5z — 7 = 0 (12.0h2p)]

Ratkaistaan yhtal6é SpeedCrunchilla toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla. Kaa-
vat |oytyvat valikosta Nayta -> Kaavakirja -> Toisen asteen yhtalo.
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(b2 - 4*a*c))/(2*a)

(b2 - 4*a*c))/(2*a)

Vastaus: r = 1 taiz = —3,5

2.2

Ratkaisuvaihtoehto 1

Aritmeettisen lukujonon yleisen jasenen kaava on
a, =a; + (n—1)d,

missa d on perakkaisten jasenten valinen erotus.

Tiedetdan, ettd a; = 2025 ja as = 1973.
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Lasketaan erotusluku d.
as=a,+ (b —1)d |a; = 2025,a; = 1973
1973 = 2025 +4d || — 2025
1973 — 2025 = 4d
—52 =4d | - 4
—13=d

1 = 13 ETE

Lasketaan lukujonon sadas jasen:

aio = a; + (100 — 1)d  ||a; = 2025,d = —13

= 2025 + 99 - (~13)
738 (e ren)

Vastaus: Lukujonon sadas jasen on 738.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Tiedetaan, ettd a; = 2025 ja as = 1973. Lasketaan naiden erotus.
as — a; = 1973 — 2025 = —52

Kun siirrytaan ensimmaisesta jasenesta viidenteen jaseneen, on ensimmaiseen
jaseneen lisattava 4 kertaa sama luku. Kahden perakkaisen jasenen valinen ero-
tus on siis

=52y Eomin)
4

Sadas jasen saadaan, kun ensimmaiseen jaseneen lisataan erotusluku 99 kertaa.
Sadas jasen on

aoo = 2025 + 99 - (—13) = 738.

Vastaus: Lukujonon sadas jasen on 738.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Kokouspalkkio (12 p.)

Jarjeston luottamushenkildiden kokouspalkkioita on korotettu viimeksi vuonna 2009.
Vuonna 2023 jarjestd paattaa korottaa kokouspalkkiotaan 30 eurosta 40 euroon. An-
siotasoindeksi oli 2 717 vuonna 2009 ja 3 667 vuonna 2023. Ylittaakd luottamushen-
kildiden ansiokehitys taman jalkeen yleisen ansiokehityksen? Kuinka suuri uuden ko-
kouspalkkion pitaisi olla, jotta korotus noudattaisi yleista ansiokehitysta?

Ratkaisu.

] Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Vuoden 2009 ansiotasoindeksi on 2717 ja vuoden 2023 ansiotasoindeksi on 3667.
Lasketaan yleisen ansiokehityksen prosentuaalinen kasvu.

3607 — 2717 (s grag)

2717

= 0,34965 . . . (1pone3p))
— 34,965 ... % (1P-uht4p))

Luottamushenkildiden kokouspalkkion korotus on 30 eurosta 40 euroon. Lasketaan,
kuinka monta prosenttia kokouspalkkio kasvoi.

4030
30
=0,33333...

=33333... %.U*> (yht. 6 p.)

Koska luottamushenkildiden kokouspalkkiot kasvoivat prosentuaalisesti vahemman
kuin yleinen ansiokehitys, on luottamushenkildiden ansiokehitys alle yleisen ansio-

kehityksen.

Lasketaan, kuinka paljon kokouspalkkion tulisi nousta, jotta se vastaisi yleista ansio-
kehitysta. Kokouspalkkion tulisi olla 34,965 ... % suurempi, joten kokouspalkkion
tulisi nousta

0.34965 . .. - 30.€ (TP0mam)
— 10,48951 ... €.
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Lasketaan, kuinka paljon uuden kokouspalkkion tulisi olla.

30€ 4+ 10,48951 ... € — 40,48951 . .. € ~ 40,49-€ (2p-ht12p)]

Vastaus: Luottamushenkildiden ansiokehitys ei ylita yleista ansiokehitysta. Kokous-
palkkion tulisi olla 40,49 €, jotta se noudattaisi yleista ansiokehitysta.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Vuoden 2009 ansiotasoindeksi on 2717 ja vuoden 2023 ansiotasoindeksi on 3667.
Lasketaan, kuinka monta prosenttia vuoden 2023 ansiotasoindeksi on vuoden 2009
ansiotasoindeksista.

3667

2717
= 1,34965 . . .

— 134,965 ... % ([B.0m2p)

Ansiotasoindeksi kasvoi

134,96503. .. % — 100 %
— 34,96503. .. %.

Luottamushenkildiden kokouspalkkion korotus on 30 eurosta 40 euroon. Lasketaan,
kuinka monta prosenttia vuoden 2023 kokouspalkkio on vuoden 2009 kokouspalk-
kiosta.

40
o 133333...—-133333... %.

30

Kokouspalkkio kasvoi

133,3333... % — 100 % = 33,3333 ... %. [ P-Ut6p)

Koska luottamushenkildiden kokouspalkkiot kasvoivat prosentuaalisesti vahemman
kuin yleinen ansiokehitys, on luottamushenkil6éiden ansiokehitys alle yleisen ansio-

kehityksen. (2P-Ont8p)
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Jotta kokouspalkkion korotus vastaisi yleista ansiokehitysta, tulisi uuden kokouspalk-
kion olla

3667

220 1,34965. . .
TA LA

-kertainen alkuperaiseen kokouspalkkioon verrattuna. Lasketaan, kuinka paljon uu-
den kokouspalkkion tulisi olla.

30€ - 1,34965 ...

= 40,4895... €

~ 40,49€

Vastaus: Luottamushenkildiden ansiokehitys ei ylita yleistd ansiokehitysta. Kokous-
palkkion tulisi olla 40,49 €, jotta se noudattaisi yleista ansiokehitysta.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Yhtalotyyppeja (12 p.)

Lukiomatematiikassa on tarkeaa osata erottaa potenssiyhtdlét ja eksponenttiyhtéldt
toisistaan. Yksinkertaistettu potenssiyhtald voidaan kirjoittaa muodossa ™ = {1 ja
yksinkertaistettu eksponenttiyhtald muodossa a® = b. Molemmissa esimerkkiyhta-
|6issa tuntematon muuttuja on x.

1. Anna esimerkki yksinkertaistettua muotoa olevasta potenssiyhtaldsta, jossan >
2jat # 0jajolla on vain yksi ratkaisu. Ratkaise my6s yhtalosi. (6 p.)

2. Anna esimerkki yksinkertaistettua muotoa olevasta eksponenttiyhtaldsta, jossa
a > 1jab > (. Ratkaise myos yhtalosi. (6 p.)

Ratkaisu.

4.1 Muodostetaan potenssiyhtalo 2" = ¢, jollen > 2jat # 0, ja jolla on vain
yksi ratkaisu. Valitaan siis sellainen n, joka on pariton kokonaisluku, koska tallin
saadaan vain yksi ratkaisu.

Valitaan esimerkiksi seuraava potenssiyhtalo:

RN TR

Ratkaistaan tama yhtalo:
=38
v — /3 ()
T =2

Tassa tapauksessa on vain yksi ratkaisu, z = 2.

4.2 Muodostetaan eksponenttiyhtdld a® = b, jollea > 1jab > 0.

Valitaan esimerkiksi eksponenttiyhtald

yr_ 4. EE5E)

Tassaa=2>1jab=4>0.
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Ratkaistaan yhtalo.
2" =4
2" = 22
P

Ratkaisuvaihtoehto 2

Ratkaistaan yhtal6 logaritmin avulla.

22=4 |jo*=2<y=log,x

2 — logy(4) TEGETE)
s — 25

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Pickin lause (12 p.)

Aineisto:

5.A Teksti: Tasokuvio A
5.B Teksti: Tasokuvio B

Pickin lause vuodelta 1899 liittyy tasogeometriaan ja monikulmioiden pinta-aloihin.
Monikulmio on piirretty ruudukkoon niin, etta sen kaikki karkipisteet sijaitsevat viivo-
jen risteyskohdissa eli hilapisteissa. Lauseen mukaan tietyntyyppisten monikulmioi-
den pinta-ala voidaan talldin laskea kaavalla

(+) A:S+§—L

jossa A on monikulmion pinta-ala ruutuina, .S on monikulmion sisélle jaavien hila-
pisteiden lukumaara ja R on monikulmion reunalla olevien hilapisteiden lukumaara.

Laske kuvioiden pinta-alat ja osoita, etta kaava () pitaa paikkansa tasokuvion 5.A
tapauksessa, mutta ei pida paikkaansa tasokuvion 5.B tapauksessa.

Ratkaisu.

Kuvion 5.Asisélld on S' = 8 hilapistetta ja reunalla R = 12 hilapistetta. Pickin lauseen
mukaan kuvion 5.A pinta-ala on

R 12
S+=—-1=84—>-1
T3 3

=8+6—1

_ 1, (o)

Kuvion 5.Bsisallaon .S = 9 hilapistetta jareunalla R = 14 hilapistetta. Pickin lauseen
mukaan kuvion 5.B pinta-ala on

R 14
S+=—1=94+—-1
3 3

=947—1

— 15 1p.(yht.2p.)

Oikeat pinta-alat, ratkaisuvaihtoehto 1 ‘
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Kuvio 5.A koostuu oikean alanurkan suorakulmiosta, vasemmalla olevasta kolmiosta
ja ylhaalla olevasta kolmiosta. P-0Mt3P)

Mallikuva, jonka piirtamista ei vaadita:

Suorakulmion pinta-ala on

Assorssmio = 4-2 = 8.

Vasemmalla olevan kolmion kanta on 2 (pystysuorassa) ja korkeus 1 (vaakasuorassa).
Vasemmalla olevan kolmion pinta-ala on

2-1
1p.(yht.5p.
Avasen kolmio — T — 1

YIhaalla olevan kolmion kanta on 4 (vaakasuorassa) ja korkeus 2 (pystysuorassa).
Ylhaalla olevan kolmion pinta-ala on

1
— — 1p.(yht.6p.)
Aylhééllé oleva kolmio — =4.

Kuvion 5.A pinta-ala on siis

— _ 7 p. (yht. 1 p.)
Asuorakulmio + Avasen kolmio + Aylhééllé oleva kolmio — 8 + 1 + 4 =13.

Pickin lauseen antama tulos on siis kuviolle 5.A oikea.

Kuvio 5.B koostuu suorakulmiosta ja neljasta suorakulmaisesta kolmiosta.

Mallikuva, jonka piirtamista ei vaadita:
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Suorakulmion pinta-ala on

Asuoratotmio = 24 = 8.

Vasemmalla olevan kolmion kanta on 1 (vaakasuorassa) ja korkeus 4 (pystysuorassa).
Vasemmalla olevan kolmion pinta-ala on

LA, [rommon)
_ _ 1p.(yht. 10 p.)
Avasen kolmio — = 2. Y P

2

Oikealla alhaalla olevan kolmion kanta on 2 (vaakasuorassa) ja korkeus 3 (pystysuo-
rassa). Oikealla alhaalla olevan kolmion pinta-ala on
2-3

Aoikean alanurkan kolmio = 9 3

YIhaalla keskella olevan kolmion kanta on 2 (vaakasuorassa) ja korkeus 1 (pystysuo-
rassa). YIhaalla keskellad olevan kolmion pinta-ala on

2.1

Aylhééll'a keskell3 oleva kolmio = 9 1.

Ylhaalla oikealla olevan kolmion kanta on 1 (vaakasuorassa) ja korkeus 1 (pystysuo-
rassa). Ylhaalla oikealla olevan kolmion pinta-ala on

1

11
5 .

Aylhééllé oikealla oleva kolmio —
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Kuvion 5.B pinta-ala on siis

Asuorakulmio + Avasen kolmio + Aoikean alanurkan kolmio + Aylh'aéllé keskella oleva kolmio

+ Aylhééllé oikealla oleva kolmio

_ 84243414 . (ORI
2
14l
27

joten Pickin lauseen antama pinta-ala 15 on kuviolle 5.B vaara.

‘ Oikeat pinta-alat, ratkaisuvaihtoehto 2

Kuvio 5.A koostuu kymmenesta kokonaisesta ruudusta ja kuudesta puolikkaasta ruu-

dusta. Kuvion 5.A pinta-ala on siis

6
10 + 5= 10 + 3 = 13. Broht7p)
Pickin lauseen antama tulos on siis kuviolle 5.A oikea.

Kuvio 5.B koostuu suorakulmiosta ja neljasta suorakulmaisesta kolmiosta.

Mallikuva, jonka piirtamista ei vaadita:

Suorakulmion pinta-ala on

Ao — 21— 5
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Vasemmalla olevan kolmion kanta on 1 (vaakasuorassa) ja korkeus 4 (pystysuorassa).
Vasemmalla olevan kolmion pinta-ala on

L
_ _ 1p. (yht. 10 p.)
Avasen kolmio — — 5 — 2. ey P

2

Oikealla alhaalla olevan kolmion kanta on 2 (vaakasuorassa) ja korkeus 3 (pystysuo-
rassa). Oikealla alhaalla olevan kolmion pinta-ala on

2-3
Aoikean alanurkan kolmio — = 3.

2

YIhaalla keskella olevan kolmion kanta on 2 (vaakasuorassa) ja korkeus 1 (pystysuo-
rassa). YInaalla keskella olevan kolmion pinta-ala on

2-1
Ayinaaiia keskells oleva kolmio = N =1.

YIhaalla oikealla olevan kolmion kanta on 1 (vaakasuorassa) ja korkeus 1 (pystysuo-
rassa). Ylhaalla oikealla olevan kolmion pinta-ala on

1-1

1
Aylha’éllé oikealla oleva kolmio — = 5 .
Kuvion 5.B pinta-ala on siis

Asuorakulmio + Avasen kolmio + Aoikean alanurkan kolmio + Aylhééllé keskella oleva kolmio

+ Aylhééllé oikealla oleva kolmio

—84+2+3+1+ - (EoRR)
2
— 14l
2?

joten Pickin lauseen antama pinta-ala 15 on kuviolle 5.B vaara.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Klassikko (12 p.)

Madarita esimerkiksi derivaatan avulla polynomifunktion p(z) = 23

japieninarvo, kunl < x < 2.

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Maaritetaan polynomifunktion
p(r) = 2% — 2* + 2

suurin ja pienin arvo, kun1 <z < 2.

mafy.fi

— 22 4 x suurin

Kun funktiota p tarkastellaan suljetulla vélilla [a, b], suurin ja pienin arvo 16ytyvat joko

valin paatepisteista tai derivaatan nollakohdista.

Derivoidaan funktio.

P(z) = 3051 — 271 4 11!
8?2t

Pisteytyksesta: 1 piste kustakin oikeasta derivaattafunktion termista.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
P(r) =0
322 —224+1=0

Ratkaistaan yhtalo toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

_ —bx Vb —4ac

T

la=3,b=—-2,c=1

2a
o= ZCDEVIEDP 243 1 (g
2-3
2112
B 6

_ 2V (rgan)
6
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Huomataan, etta yhtalolla ei ole ratkaisua, koska negatiivisella luvulla —8 ei ole ne-

lidjuurta, P-Ot10p)

Lasketaan funktion arvot suljetun valin paatepisteissa ¢ = ljax = 2.

p()=1—1*+1=1-1+1 =1,
p2) =202 42— 8- 4+2 = ¢(RohIP)
Pienin arvo on siis 1 ja suurin arvo on 6.

Vastaus: Pienin arvo on 1 ja suurin arvo on 6.

| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Maaritetaan polynomifunktion
p(r) = 2% — 2* + 2
suurin ja pienin arvo, kun 1 < z < 2.
Kun funktiota p tarkastellaan suljetulla vélilla [a, b], suurin ja pienin arvo 16ytyvat joko
valin paatepisteista tai derivaatan nollakohdista.

Derivoidaan funktio.

p/(x) - 3;1,,‘371 _ 2:1/,271 i 141;171

_ 30 2 4 1 CEORED)

Pisteytyksesta: 1 piste kustakin oikeasta derivaattafunktion termista.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
P(z)=0
322 — 22 +1=0

Tarkistetaan diskriminantin avulla, onko ylla olevalla yhtaldll& ratkaisuja.

D=0 —4dac |a=3b=-2c—1

= (-2)? —4.3.1(eoncsp)
—4-12
— -8

< o (5o
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Koska diskriminantti on negatiivinen, yhtalélla ei ole ratkaisuja, joten p'(xz) # 0.

1p.(yht.10p.)

Lasketaan funktion arvot suljetun valin paatepisteissa v = 1 jaz = 2.

p()=13—12+1—=1-1+1 =1,
p2) =22 -2 +2= 8—1+2 = ¢(Ronciie)
Pienin arvo on siis 1 ja suurin arvo on 6.

Vastaus: Pienin arvo on 1 ja suurin arvo on 6.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Maaritetaan polynomifunktion
p(z) = 2* — 2% + 2
suurin ja pienin arvo, kun1 <z < 2.

Derivoidaan funktio.

p/(l') _ 3.,1,;5 1 2.,[,2 1 4+ 1 .'T,’l 1

— 322 — 2 + 1 (BR.00t3R)

Pisteytyksesta: 1 piste kustakin oikeasta derivaattafunktion termista.
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

p(z)=0
302 — 9y + 1 = o [1pontap)]

Ratkaistaan yhtald toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

—b+ Vb? — dac ‘
r = la=3,b=—-2,c=1
2a
po VIS )
L 2EV4-12
a 6

_ 2V (s
6
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Huomataan, etta yhtalolla ei ole ratkaisua, koska negatiivisesta luvusta —8 ei voida

ottaa nelidjuurta.

Derivaatan
p(z) =32 — 22+ 1

kuvaaja on yldspdin aukeava paraabeli. Koska derivaatalla ei ole nollakohtia, ovat de-

rivaatan arvot positiivisia. Nain ollen funktio p on kasvava, joten se saa
pienimman arvonsa valin alkupisteessa x = 1 ja suurimman arvonsa valin loppupis-

teessd ¢ — 2. (1p-Ut10p))
p()=1—124+1= 1-1+1 =1,

p2) =2 =242 8- 4+2 = ¢(RoNIIR)
Pienin arvo on siis 1 ja suurin arvo on 6.

Vastaus: Pienin arvo on 1 ja suurin arvo on 6.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Verrannollisuuksia (12 p.)

Taydenna virkkeet. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1-2 p., vaara vas-
taus 0 p., ei vastausta 0 p. Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et halua-
kaan jattaa tehtavaa arvosteltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla pudotusvalikos-
ta tyhja rivi.

7.1

7.2

7.3

Taydenna virkkeet. (3 p.)

Nopeus[ '™ aikaan, kun matka on vakio. Jos auto kulkee tietyn matkan 2 tun-
nissa nopeudella 75 km /h, niin se kulkee saman matkan 1,5 tunnissa nopeudel-

la[ ]*" km/h.

Ensimmaisen vastauslaatikon vaihtoehdot: "on suoraan verrannollinen”, "on kaan-

"non

taen verrannollinen”, "ei ole suoraan eika kaantaen verrannollinen”.

Toisen vastauslaatikon vaihtoehdot: 60", "70", 80", 90", "100","110","120","130",
"140", "150".

Taydenna virkkeet. (3 p.)

Tasasivuisen kolmion sivun pituus|[ | * sen pinta-alaan. Erdan kolmion kor-

keus on 3 cm ja pinta-ala 8 cm?. Sen kanssa yhdenmuotoisen kolmion korkeus
. . 2p.

on9cm japinta-ala 7.

Ensimmaisen vastauslaatikon vaihtoehdot: “on suoraan verrannollinen”, "on kaan-
taen verrannollinen”, "ei ole suoraan eika kaantaen verrannollinen”.

Toisen vastauslaatikon vaihtoehdot: "12”, "24”, "36", "48", "60", "72", "84", "96",
1110811, 1112011.

Taydenna virkkeet. (3 p.)

Tuotteen hinta| | ™ siitd maksettavaan arvonlisaveroon. Jos 180 euroa mak-

- .. 2p.
savasta tuotteesta maksetaan 22,11 euroa arvonliséveroa, niin [ |** euroa
maksavasta tuotteesta maksetaan 29,48 euroa arvonlisaveroa.

"on

Ensimmaisen vastauslaatikon vaihtoehdot: “on suoraan verrannollinen”, "on kdan-
taen verrannollinen”, "ei ole suoraan eika kaantaen verrannollinen”.

Toisen vastauslaatikon vaihtoehdot: 150", 160", "170”, "180", "190", "200", "210",
"220","230", "240".
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7.4 Taydenna virkkeet. (3 p.)

Muuttujien X ja Y tulo XY on vakio, joten muuttujat X ja Y[ |'". Tiedetaan,
ettdkun X =5, niinY = 7.Talléin X = 10, kunY = EZP'.

Ensimmaisen vastauslaatikon vaihtoehdot: “on suoraan verrannollinen”, "on kaan-

non

taen verrannollinen”, "ei ole suoraan eika kaantaen verrannollinen”.

Toisen vastauslaatikon vaihtoehdot: "1,4", "3,5", "7", "14", "28", "35".

Ratkaisu.

Vastaus:

7.1. on kddntden verrannollinen (1P-0Mt1 P"), 100 (2p.uht3p))

7.2. ei ole suoraan eiki kisntien verrannollinen Q& (yht"‘p')}, 79 (2p-0nt6p))

7.3. on suoraan verrannollinen P-Y"7P)j 94() (2P-0Nt9P)
7.4. ovat kdantaen verrannolliset , 3,5

Nain vastaus saadaan:

7.1. Kun matka on vakio, niin nopeuden kaksinkertaistuessa aika puolittuu. Vastaa-
vasti nopeuden pienentyessa kolmasosaan aika tulee kolminkertaiseksi alku-
peraiseen nahden. Koska nopeus ja aika muuttuvat kaanteisessa suhteessa, ne
ovat kaantaen verrannollisia.

Kaantaen verrannollisten suureiden tulo on vakio. Muodostetaan yhtalo. Alku-
perdinen aika on 2 h, alkuperainen nopeus 75 km /h, uusi aika 1,5 h ja uusi no-
peusonxkm/h.

Ut

—
Ot
)

I
—
(@
)

1,

—_
-
-}
I
=

Uusi nopeus on 100 km /h.
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7.2. Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on mittakaavan nelid (toinen
potenssi). Tasasivuiset kolmiot ovat kaikki keskenaan yhdenmuotoisia, joten ta-
sasivuisen kolmion pinta-ala on suoraan verrannollinen sen sivun pituuden ne-
lioon eika itse sivun pituuteen. Siten tasasivuisen kolmion pinta-ala ei ole suo-
raan eika kaantaen verrannollinen sivun pituuteen.

Ensimmaisen tasasivuisen kolmion korkeus on h; = 3cm ja pinta-ala A; =
8 cm?. Toisen tasasivuisen kolmion korkeus on hy = 9 cm ja pinta-ala A,. Rat-

kaistaan As.
Ay (1)’
Al n hl

A (9
8 \3

As

— 32
8
Ay
29 .8
. ||
A2:98
Ay =172

7.3. Kun tehtava tulkitaan niin, etta kyseessa on tietty tuote eika kaksi tuotetta, joilla
on mahdollisesti eri arvonlisaverokanta, pitaa paikkansa, etta tuotteesta mak-
setaan aina yhta monta prosenttia arvonlisaveroa. Tallgin tuotteen hinnan ja ar-
vonlisdveron maaran suhde on vakio, eli tuotteen hinta ja arvonlisaveron maara
ovat suoraan verrannollisia.

Jos 180 euroa maksavasta tuotteesta maksetaan 22,11 euroa arvonlisaveroa ja
2 euroa maksavasta tuotteesta maksetaan 29,48 euroa arvonlisaveroa, niin

180 x
I .29.4
2211 29.48 I-29,48
180
20,48 . — —
Ao T
180
— 9948 . —
r=2948 501
= = 240
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Jos tehtava tulkitaan niin, etta kyseessa voi olla kaksi eri tuotetta, joilla on eri
arvonlisaverokanta, ei tuotteen hinta ole suoraan verrannollinen arvonlisave-

roon. Tata tulkintaa ei alustavien hyvan vastauksen piirteiden (luettu 19.3.2025
kello 21.54) mukaan hyvaksyta.

7.4. Suureet, joiden tulo on vakio, ovat kaantden verrannolliset. Siten X ja Y ovat
kaantaen verrannolliset.

Tiedetaan, ettda kun X = 5, niin Y = 7. Suureiden tulo on siis 5 - 7 = 3b.
Ratkaistaan Y, kun X = 10.

10-Y =35 | : 10
Y =35

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Superkuu (12 p.)

Kun Kuu on tdydenkuun aikaan lahella kiertoratansa Maata lahimpéana olevaa koh-
taa (perigeum), sita kutsutaan superkuuksi. Taman vuosisadan suurin superkuu nah-
daan 6.12.2052, jolloin Kuun keskipisteen etdisyys Maan pinnalta on noin 350 000
kilometrid. Vastaava etdisyys Kuun kiertoradan kauimpana olevaan kohtaan (apo-
geum) on noin 401 000 kilometrid. Kuinka monta prosenttia suuremmassa kulmas-
sa Kuu nakyy 6.12.2052 verrattuna pienimpaan mahdolliseen kulmaan? Kuun sade
on 1 737 kilometria.

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Piirretaan mallikuva niin, etta pituuden yksikkéna on kilometri.

Alla oleva kuva on tehty GeoGebralla.

Piste A on Maan pinnalla. Etdisyys a on Maan pinnan pisteen ja Kuun keskipisteen
valinen etaisyys eli vahintaan 350 000 km, korkeintaan 401 000 km.

Ratkaistaan kulma «, kun Kuu on mahdollisimman kaukana, eli kun a = 401 000 km.
Kulman « vastainen kateetti on 1737, ja hypotenuusa on a.
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. 1737
SN & =
a
sino = 1737
401 000

o= 0,248187...°
Kulman 3 on symmetrian vuoksi yhté suuri kuin kulma «.

Kulma, jossa Kuu nakyy, on tallgin

a+B=2-0248187...° = 0,496374 .. .. ([P0M50)]

mafy.fi

Ratkaistaan kulma «, kun Kuu on mahdollisimman lahell3, eli kun ¢ = 350 000 km.

. 1737
S1In & =
a
sina = 1737
350000

o =0,284351 ... (1R.0M7P)

Kulma, jossa Kuu nakyy, on tallin

2.0,284351...° = 0,568703 ... °. (1p-bnt8p)]

Lasketaan, kuinka monta prosenttia suurin mahdollinen kulma on suurempi kuin

pienin mahdollinen kulma.

0,568703...° —0,496374...°

0,496374 . ..°
_00728%0.. °
T 0496374 ...
= 0,145715.....
=14,5715... %

~ 159 (R0

Vastaus: 15 %

Myés 14,6 % hyvéaksytaan vastaukseksi.
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Voidaan ajatella, ettd muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat Kuun
sade ja Maan pinnan ja Kuun keskipisteen etadisyys. Tama ei ole aivan tarkkaa, mutta

on riittavan tarkkaa.

Merkitaan kirjaimella a sen kulman puolikasta, jossa Kuu nakyy Maasta katsottuna.

Lasketaan kulma «, kun Kuu on lahimmalla etdisyydella Maasta.

tana = 73T
350000

o =0,284348 .. (1p0M6R))

Lasketaan kulma «, kun Kuu on pisimmalla etdisyydella Maasta.

1737
401000

a = 0,248184 . . . (1P-uht8p))

Kuu nakyy kulmassa 2ac molemmissa tapauksissa. Kahdella kertominen ei vaiku-
ta kulmien suhteelliseen eroon, joten riitda laskea, kuinka monta prosenttia kulma

0,284348 . ..° on suurempi kuin kulma 0,248184 . . . °.

0,284348 ...° —0,248184 .. .°

tana = 1p.(yht. 7 p.)

0,248184 ... °
= 0,145712. ..
= 14,5712... %

~ 157 (R0

Vastaus: 15 %
My6s 14,6 % hyvaksytaan vastaukseksi.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Sdhkdésopimukset (12 p.)

Aineisto:

9. A Taulukko: Sdhkdnkulutus ja pdrssisahkon hinta

Viima on hankkimassa uutta sahkésopimusta. Eras sahkdyhtio tarjoaa seuraavia so-
pimuksia:

A. kiinteahintainen: 9,80 snt/kWh + 5,99 e/kk

B. kiintedhintainen, jossa huomioidaan kayttdvaikutus:
8,99 snt/kWh + kayttovaikutus + 3,99 e /kk.

Sahkosopimuksessa B esiintyva kayttévaikutus (yksikkona snt/kWh) lasketaan kuu-
kausittain kaavalla % — Z.Tassa X lasketaan kuukauden ajalta tuntikohtaisten sah-
konkulutusten sy, ja tuntikohtaisten porssisahkoén hintojen Ay, avulla kaavalla

X = s1hy + soho + - - - + s720h720-

Nimittdja Y on kuukauden kokonaissahkonkulutus ja Z on tuntikohtaisten porssi-
sahkon hintojen hy keskiarvo kuukauden ajalta. Kayttévaikutus voi olla myds nega-
tiivinen.

Viima tarkastelee paatoksensa tueksi syyskuun sahkonkulutustaan. Taulukossa 9.A
on esitetty syyskuun sahkénkulutus tunneittain seka tunteja vastaavat pbrssiséhl«j_n
hinnat. Taulukossa otsikkoa seuraavalla rivilla esiintyvat siis muuttujien s; ja hy arvot,
sita seuraavalla s, ja hs ja niin edelleen.

Kummalla sopimuksella Viiman syyskuun sahkélasku olisi ollut pienempi?

Ratkaisu.
Tarkastellaan sopimukset A ja B erikseen.
Sopimus A:

Sahkon yksikkohinta on 9,80 snt /kWh. Kokonaiskustannus muodostuu sahkon ku-
lutuksesta kilowattitunteina ja kiinteasta kuukausimaksusta. Kuukausimaksu on 5,99 € =
599 snt.

Lasketaan aineiston perusteella Viiman sahkonkulutus kuukauden ajalta.
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700
701
702
703
704
705
706
707
708
709
710
711
712
713
714
715
716
717
718
719
720
721
722
723

Viiman sahkonkulutus syyskuulta oli yhteensa 525,44 kWh.

A

B |
699 0,48|
700 0,35
701 0,46
702 0,38
703 0,4
704 0,63
705 0,86,
706 0,96,
707 1,54
708 1,29
709 0,71
710 0,27
711 0,26
712 0,36
713 0,78
714 1,51
715 0,78
716 5,07,
717 4,11
718 1,55
719 2,58
720 1,4

=SUMMA(B2:8721)
525,44

-0,00496
-0,00868
-0,00248
0
0,00124
0,00868
0,15376
0,24552
0,26536
0,186
0,18352
0,16616
0,1612
0,16616
0,20088
0,23312
0,38936
0,62
0,53692
0,19344
0,15996
0,0682

Lasketaan sahkoélaskun suuruus talla sopimuksella.

525,44 kW - 9,80 snt/kWh + 599 snt = 5748,312 st

Sopimuksella A Viiman sahkélasku olisi 57,48 €.

Sopimus B:

= 57,48312€

~ 5T AR €

mafy.fi

Sopimuksessa B huomioidaan kayttovaikutus. Kayttdvaikutus lasketaan kaavalla

X
= _z
Y )

jossa X lasketaan kuukauden ajalta tuntikohtaisten sahkdnkulutusten ja tuntikoh-
taisten porssisahkdn hintojen avulla. Nimittdja Y on kuukauden kokonaissahkon-
kulutus ja Z on tuntikohtaisten porssisahkon hintojen keskiarvo kuukauden ajalta.
Lasketaan ndma taulukkolaskentaohjelmalla.
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A B C D
1 Tunnit  S&hkonkulutus kWh Porssisdahkén hinta snt/kWh  sh (snt)
2 1 0,65 11,66344 =B2*C2
3 2 0,65 2,50356 =B3*C3
4 3 0,42 2,45272 =B4*C4
5 4 0,33 2,35228 =B5*C5
6 5 0,43 2,34112 =B6*C6
7 6 0,39 3,40628 =B7*C7
8 7 0,46 9,30744 =B8*(C8
9 8 0,6 13,89916 =B9*C9
10 9 0,84 18,95464 =B10*C10
11 10 0,63 24,7938 =B11*C11
12 11 0,31 19,94168 =B12*C12
13 12 0,29 21,1854 =B13*C13
14 13 0,45 14,88 =B14*C14
15 14 0,42 11,41048 =B15*C15
16 15 0,7 11,0236 =B16*C16

A B C D
709 708 1,29 0,186 =B709*C709
710 709 0,71 0,18352 =B710*C710
711 710 0,27 0,16616 =B711*C711
712 711 0,26 0,1612 =B712*C712
713 712 0,36 0,16616 =B713*C713
714 713 0,78 0,20088 =B714*C714
715 714 1,51 0,23312 =B715*C715
716 715 0,78 0,38936 =B716*C716
717 716 5,07 0,62 =B717*C717
718 717 4,11 0,53692 =B718*C718
719 718 1,55 0,19344 =B719*C719
720 719 2,58 0,15996 =B720*C720
721 720 1,4 0,0682 =B721*C721
722 kokonaissahkdnkulutus (Y): keskiarvo (Z): summa (X):
723 =SUMMA(B2:B721) =KESKIARVO(C2:C721) =SUMMA(D2:D721)

A B C D
709 708 1,29 0,186 0,23994
710 709 0,71 0,18352 0,1302992
711 710 0,27 0,16616 0,0448632
712 711 0,26 0,1612 0,041912
713 712 0,36 0,16616 0,0598176
714 713 0,78 0,20088 0,1566864
715 714 1,51 0,23312 0,3520112
716 715 0,78 0,38936 0,3037008
717 716 5,07 0,62 3,1434
718 717 4,11 0,53692 2,2067412
719 718 1,55 0,19344 0,299832
720 719 2,58 0,15996 0,4126968
721 720 1,4 0,0682 0,09548
722 kokonaissdhkénkulutus (Y): keskiarvo (Z): summa (X):
723 525,44 4,08453072222222 2502,0138812

2p.(yht.5p.)
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Taulukkolaskentaohjelmalla saadaan, etta

X = 2502,0138... snt
Y = 525,44kWh
7 = 4,08453 ... snt/kWh

2p. (yht. 7p.)

Lasketaan kayttovaikutus.

X 2502,0138 ... snt
X g PO st iss . sne/kwn (E0mER))

Y 525,44 kWh

= 0,67721 ... snt/kWh

Lasketaan sahkélaskun suuruus sopimuksen B mukaan, kun sopimus on kiintedhin-
tainen, jossa huomioidaan kayttévaikutus: 8,99 snt/kWh + kayttovaikutus + 3,99 e/kk.

525,44 kWh - 8,99 snt/kWh + 525,44 kWh - 0,67721 . . . snt/kWh + 399 snt
= b478,543 ... snt
— 54785... €

~5170€

Sopimuksen A perusteella sahkolasku olisi ollut 57,48 € ja sopimuksen B perusteella
54,79 €. Sopimuksella B sdhkélasku olisi siis ollut pienempi.

Vastaus: Sopimuksella B sahkdlasku olisi ollut pienempi.

GeoGebra 6 ei nayttanyt taulukosta kaikkia 720 rivia, silla se ei osaa kasitella nain
isoja aineistoja. LibreOffice Calcilla kaikki tunnit nakyivat oikein.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 34


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

10. Koulutus (18 p,)

Aineisto:

10. A Kuva: Koulutettujen ihmisten osuus

Yksi kestdavan kehityksen tavoitteista (SDG Tavoite 4.1, lyhenne sanoista Sustainable
Development Goal) on tarjota riittava koulutus mahdollisimman monille ihmisille.
Erds tapa arvioida tdman tavoitteen toteutumista on tarkastella niiden 25-29-vuotiaiden
ihmisten prosenttiosuutta p(t), jotka ovat opiskelleet vahintadan 12 vuotta. Prosent-
tiosuuden p(t) kehitys on esitetty kuvassa 10.A, jossa aika ¢ on vuosiluku.

Logistinen malli on eré&s tapa ennustaa funktion p(t) arvoja. Sen mukaan

p(ta) = p(t1) + cp(t1)(100 — p(t1))(t2 — t1),

kun ¢ on malliin liittyva vakio.

1. Mallinnetaan ensin korkean tulotason maiden koulutettujen osuutta. Maarita
vakion carvo niin, etta alkuarvolla p(1970) = 54 logistinen malli antaa tulokseksi
p(2018) = 84. Nama luvut on poimittu kuvan 10.A kayrasta, jonka otsikko on
"High-income”. (4 p.) -

2. Koko maailman tapauksessa saadaan aikavalida 1970-2018 kayttamalla vakion
arvoksi ¢ = 0,000404. Kuvassa 10.A tama vastaa kayraa, jonka otsikko on "Glo-
bal". Laske logistisen mallin mukainen vuoden 2030 prosenttiosuuden ennuste
kayttamalla vain yhta aikavalia 2018-2030 ja kuvasta 10.A poimittua alkuarvoa.

Miten hyvin tulos vastaa kuvan 10.A mukaista ennustetta vuodelle 20307 (6 p.)

3. Mina vuonna osatehtavan 10.2 logistisen mallin mukaan koko maailman koulu-
tettujen osuus p(t) saavuttaa 75 %:n rajan? Tutki tilannetta taulukoimalla pro-
senttiosuuden kehitysta vuoden valein alkaen vuodesta 2018. (8 p.)

Ratkaisu.

1. Logistinen malli on

p(ts) = p(t1) + cp(t)(100 — p(t1)) (t2 — t1),

jossa t on vuosiluku.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \
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Mafynetti

Tarkasteltavan aikavalin pituus on
to —t; = 2018 — 1970 = 48
vuotta. U P-tht1p)

Tarkasteltavien arvojen erotus on

pltz) — p(t:) = 84 — 54 = 30.

Lasketaan nyt vakio c logistisen mallin mukaan.

p(ta) = p(t1) + ep(t1) (100 — p(t1)) (t2 — t1)

p(t2) = p(t1) = ep(t1) (100 — p(tr)) (ta — t1)
30 = ¢~ 54- (100 — 54) - 48

30 =c-54-46-48 | :54-46- 48
c = L 1p.(yht.3p.)
5446 - 48
— 0,00025161 . ..
~ 0,00025

Vastaus: ¢ =~ (0,00025

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Tehtavan mukaan p(1970) = 54 ja p(2018) = 84, jolloin

t; = 1970

ty = 2018
p(t1) =54
p(tz) = 84.

mafy.fi

| = p(t1)
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Sijoitetaan nama tiedot logistiseen malliin ja ratkaistaan vakio c.
p(t2) = p(t1) + ¢~ p(t1) (100 — p(t1)) (t2 — 1)
84 =544 ¢-54- (100 — 54) - (2018 — 1970)

84 = 54+ ¢ 5446 - 48
84 =54+¢-119232 || - 54
84 — 54 = 119232¢

30 =119232¢ | : 119232 (1P0n3p)

30
119232

5

19872

= 0,00025161 ...

~ 0,00025

Yhtal® voidaan ratkaista myos laskinohjelmalla.

Vastaus: ¢ =~ (0,00025

2. Nyt vakion arvo on ¢ = 0,000404. Tama vastaa aineiston kayraa Global. Taman
kayran perusteella voidaan lukea jokin alkutilanteen arvo eli vuotta 2018 vastaa-

va arvo. Kuvaajasta (Global) nahdaan, etta p(2018) = 51.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

¢ = 0,000404
p(2018) = 51
ts = 2030

Tarkasteltavan aikavalin pituus on

to —t; = 2030 — 2018 = 12
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vuotta.

Lasketaan nyt p(2030).

p(t2) = p(t) + ep(t) (100 — p(t1)) (t2 — t1)
p(2030) = p(2018) + 0,000404 - p(2018) (100 — p(2018)) - 12

— 51+ 0,000404 - 51 - (100 — 51) - 12

= 63,11515. ..

- 63 (T 0a)

Logistisen mallin mukaan vuoden 2030 ennuste olisi 63 %. Aineiston perusteel-
la vuoden 2030 ennuste on 61 %. Ennusteiden ero on noin 2 prosenttiyksikkoa,
joten mallin mukainen ennuste vastaa melko hyvin aineistossa esitettya ennus-

ttta

Toisaalta oikea muutos oli
61 —51 =10

prosenttiyksikkda. Talldin 2 prosenttiyksikdn ero vastaa noin

2
— - 100 % = 20
10 % %

poikkeamaa todelliseen muutokseen verrattuna.

Vastaus: Logistisen mallin mukaan vuoden 2030 ennuste olisi 63 % ja tdma vas-
taa melko hyvin kuvan 10.A mukaista ennustetta.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Sijoitetaan logistiseen malliin seuraavat tiedot.

t; = 2018

to = 2030
p(t1) =51

¢ = 0,000404
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Lasketaan logistisen mallin avulla arvo p(2030).

p(ta) = p(t1) + ¢ p(t1) (100 — p(t1)) (t2 — 1)
p(2030) = p(2018) + 0,000404 - p(2018) (100 — p(2018)) (2030 — 2018)
= 51 +0,000404 - 51 - (100 — 51) - (2030 — 2018)

=63,11515. ..

~ 3 [0

Logistisen mallin mukaan vuoden 2030 ennuste olisi 63 %. Aineiston perusteel-
la vuoden 2030 ennuste on 61 %. Ennusteiden ero on noin 2 prosenttiyksikkoa,
joten mallin mukainen ennuste vastaa melko hyvin aineistossa esitettya ennus-
tetta. | LP-ONtOPR)

Lasketaan viela, kuinka monta prosenttia suurempi mallin mukainen ennuste on
kuin aineiston ennuste.

63,11515
T =1,034674 ... =103,4674... %
Mallin mukainen ennuste on

103,4674 ... % — 100 % = 3,4674 ... %~ 3,5%

suurempi kuin aineiston ennuste. My6s prosentuaalinen ero mallien valilla on
melko pieni, joten logistinen malli vastaa melko hyvin kuvan 10.A mukaista en-

nustetta.

Vastaus: Logistisen mallin mukaan vuoden 2030 ennuste olisi 63 % ja tdma vas-
taa melko hyvin kuvan 10.A mukaista ennustetta.

3. Selvitetdadn, mina vuonna koulutettujen osuus saavuttaa 75 % rajan. Nyt ¢ =
0,000404 ja tarkastelu alkaa vuodesta 2018. Arvot halutaan vuoden valein tau-
lukoimalla. Logistinen malli on muotoa

p(t+1) = p(t) 4 0,000404 - p(t) (100 — p(t)). ZPHET2R)
Taulukko on esitetty alla. Léhtéarvona on kaytetty p(2018) = 51.
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2p.(yht. 14 p.)

2018
2019
2020
2021
2022
2023
2024
2025
2026
2027
2028
2029
2030
2031
2032
2033
2034
2035
2036
2037
2038
2039
2040
2041
2042
2043
2044
2045
2046

B

p(®) (%)
51

52,009596
53,01796446
54,02428478
55,02774205
56,02752966
57,02285189
58,01292643
58,99698681
59,97428472
60,94409223
61,90570387
62,85843858
63,80164144
64,73468538
65,65697255
66,56793568
67,46703909
68,35377972
69,22768778
70,08832738
70,93529685
71,76822905

72,5867913
73,3906854
74,17964723
74,95344648
75,71188598
76,45480114

mafy.fi

Alla on esitetty, miten taulukkolaskentaohjelmalla on laskettu aina seuraavat ar-

vot.
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A B

1 Vuosi p(t) (%)

2 2018 51
3 2019 =B2+0,000404*B2*(100-B2)
4 2020 =B3+0,000404*B3*(100-B3)
5 2021 =B4+0,000404*B4*(100-B4)
6 2022 =B5+0,000404*B5*(100-B5)
7 2023 =B6+0,000404*B6*(100-B6)
8 2024 =B7+0,000404*B7*(100-B7)
9 2025 =B8+0,000404*B8*(100-B8)
10 2026 =B9+0,000404*B9*(100-B9)
11 2027 =B10+0,000404*B10*(100-B10)
12 2028 =B11+0,000404*B11*(100-B11)
13 2029 =B12+0,000404*B12*(100-B12)
1 2030 =B13+0,000404*B13*(100-B13)
15 2031 =B14+0,000404*B14*(100-B14)
16 2032 =B15+0,000404*B15*(100-B15)

i 2033 =B16+0,000404*B16*(100-B16)
Ensimmainen vuosi, jolloin mallin mukaan ylittyy 75 %, on vuosi 2045.

Vastaus: Koko maailman koulutettujen osuus saavuttaa 75 %:n rajan vuonna
2045.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Avaruuslentoja, tekstiviesteja ja muuta mielenkiintoista (18 p.)

Aineisto:

11. A Kuva: Tekstiviestien vastaanottajien lukumaarat ja kirjeiden postimaksut
11.B Kuva: Avaruuslentojen ja sosiologian tohtorintutkintojen lukumaarat

Kuvassa 11.A verrataan kirjeen postimaksua ja tekstiviestin vastaanottamiseen kyke-
nevien yhdysvaltalaisten lukumaaraa. Kuvassa 11.B verrataan kaupallisten avaruus-
lentojen ja sosiologian alan tohtorintutkintojerm(umééréé. Vastaa naiden aineis-
tojen perusteella seuraaviin kysymyksiin. Tarvittaessa voit mitata kuvista lukuarvoja

sopivassa ohjelmistossa.

1. Minka kahden perakkaisen vuoden valilla kirjeen postimaksu muuttui eniten? (4
p.)

2. Mina vuonna kaupallisten avaruuslentojen lukumaara on ollut [ahimpana vuo-
sien 1997-2009 keskiarvoa? (8 p.)

3. Miten kuvissa 11.A ja 11.B nakyy muuttujien valinen korrelaatio? Kummassa ta-
pauksessa on perustellumpaa arvioida, ettd ilmididen valilla on syy-seuraussuhde?
(6p.)

Ratkaisu.

1. Ladataan kuva 11.A GeoGebraan. Alla on kuva piirtoalueen valikosta, josta kuvan
lisadminen I6ytyy. Valikon kuvaa ei kuulu liittaa ratkaisuun.

NEE:

a=2 |jukusaadin

ABC Lisaa teksti
a Lisaa kuva

Merkitaan kuvan kayralle postimaksuja kuvaavat pisteet kunkin vuoden kohdal-
le.
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(10.352, 5.253)(12:271.5.253)

(14.16, 5.253)

(6.494, 3.537)
(8.433, 4.056)

Vastaanottajat

(4.555, 2.269)
(0.597, 1.102) ok

(2556, 17747
1 1 1 1 1 1

2p.(yht.2p.)

Pisteiden koordinaatit riippuvat siita, minka kokoisena kuva on laitettu koordi-
naatistoon ja mihin kohtaan koordinaatistoa se on laitettu. Alla olevat koordi-
naatit ovat siis vain yksi esimerkki mahdollisista koordinaateista.

Postimaksu nousi eniten, kun pisteen y-koordinaatti muuttui eniten. Muutos oli

suurin jonakin seuraavista:

« vuodesta 2005 vuoteen 2006
« vuodesta 2006 vuoteen 2007
+ vuodesta 2008 vuoteen 2009

Lasketaan nditd muutoksia vastaavat y-koordinaatit.

Vuodesta 2005 vuoteen 2006:

2,269 — 1,142 = 1,127
Vuodesta 2006 vuoteen 2007:

3,537 — 2,269 = 1,268

Vuodesta 2008 vuoteen 2009:

5,253 — 4,056 = 1,197
Muutos oli suurin vuodesta 2006 vuoteen 2007.

Vastaus: vuodesta 2006 vuoteen 2007
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| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Ladataan kuva 11.B GeoGebraan. Merkitaan kuvan kayralle avaruuslentojen maa-
rid kuvaavat pisteet kunkin vuoden kohdalle. Muutetaan pisteiden asetuksista
koordinaatit nakyviin.

(0.93, 4.555) (12.162, 4.529)

(3.809, 3.77)

Avaruuslennot
(6.637, 2.961)

(9.433, 2.681)(10.364, 664)

(2.745,1.996
1oh

ohtorintutkinnot (11.407, 1.844)

(o (8.57.0.99)

I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1
1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

4 p. (yht. 8 p.)

Maaritetaan kaupallisten avaruuslentojen vuotuisten lukumaarien keskiarvo vuo-
sina 1997-2009 taulukkolaskentaohjelmalla. Todellista yksikkda ei tunneta, kos-

ka kuvassa ei ole y-akselin asteikkoa. Lasketaan siten vain niilla arvoilla, jotka tu-

livat pisteiden y-koordinaateiksi. Alla oleva kuva on LibreOffice Calcista. Kuvissa

on selvyyden vuoksi tehty myds sarake, jossa on vuosiluvut. Taman sarakkeen

tekemista ei vaadita.

A B | A B |
1 Vuosi Avaruuslentoja 1 Vuosi Avaruuslentoja
2 =1007 4555 2 | 1997 4555
3 | =A2+1 204 3 1998 2,94
4 =A3+1 1996 4 | 1999 1,996
5 | =Ad+1 377 5 2000 3,77
6 =A5+1 2271 & | 2001 2271
7| =A6+1 1856 7 2002 1,856
8 =AT7+1 2961 g | 2003 2961
9 =AB+1 1462 g 2004 1,462
10 =A0+1 099 10 2005 0.99
LS| =A10+1 2,681 13 2006 2,681
12 =Al11+1 2,664 12 | 2007 2:554
13 =A12+1 1844 43 2008 1,844
14 =A13+1 4529 14 | 2000 4529

15 [Keskiarvo  |=KESKIARVO(B2:B14) 5 |Keskiarvo 2,65530769230769
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2p.(yht. 10 p.)

Avaruuslentojen maaran keskiarvo on 2,655 . .. yksikkéa. Vuoden 2007 maara
2,664 on Iahimpana tata maaraa.

Vastaus: vuonna 2007

Kuvan epatarkkuudesta johtuen vastaukseksi hyvaksytaan myos vuosi 2000.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Ladataan kuva 11.B GeoGebraan.

F

©®)  Avaruuslennot
/o\ I
( ®)

Tohtorintutkinnot

1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1
1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

2p.(yht.6p.)

Lasketaan GeoGebralla pisteiden y-koordinaattien keskiarvo.

KeskiarvoY({C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, 0})
~ 2.655

4 p.(yht.10 p.)

Avaruuslentojen maaran keskiarvo on 2,655 yksikkéa. Vuoden 2007 maara 2,664
2p.(yht. 12 p.)

on lahimpana tata maaraa.
Vastaus: vuonna 2007

Kuvan epatarkkuudesta johtuen vastaukseksi hyvaksytaan myos vuosi 2006.
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Ratkaisuvaihtoehto 3

Ladataan kuva 11.B GeoGebraan. Merkitaan kuvan kayralle avaruuslentojen maa-

rid kuvaavat pisteet kunkin vuoden kohdalle. Muutetaan pisteiden asetuksista
koordinaatit nakyviin.

(0.93, 4.555)

(3.809, 3.77)
4 Avaruuslennot

(6.637, 2.961)

(12.162, 4.529)

(9.433, 2.681

(10.364, 2.664)
0

(2745, 1.996

ohtorintutki)nnot (11.407, 1.844)

@ (8.57,0.99)

I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

4 p. (yht. 8 p.)

Lasketaan avaruuslentojen maaran keskiarvo.

4,555 + 2,94 + 1,996 + 3,77 + 2,271 + 1,856 + 2,961 + 1,462 + ... + 4,529
13

34,519
13

— 9265530 ..

Avaruuslentojen maaran keskiarvo on 2,655 . .. yksikkéa. Vuoden 2007 maara

2,664 on lahimpana tata maaraa.

Vastaus: vuonna 2007

Kuvan epatarkkuudesta johtuen vastaukseksi hyvaksytaan myos vuosi 2000.

Ratkaisuvaihtoehto 1
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Muuttujien valinen korrelaatio nakyy kuvissa 11.Aja 11.B niin, ettd kuvaajat seu-
raavat toisiaan. Kun toinen kuvaaja nousee, niin toinenkin yleensa nousee, ja

kun toinen kuvaaja alenee, niin toinenkin alenee. 2P-4"t13p)

Siita, ettd postimaksu nousee, saattaa seurata, etta ihmiset kirjoittavat vahem-
man Kirjeita ja opettelevat kirjoittamaan asiansa tekstiviesteilld. On myds mah-
dollista, etta tekstiviestien yleistymisen myota ihmiset Idhettadvat vdahemman pos-
tia, ja talldin postilla tulee enemman kustannuksia yksittaista kirjetta kohti, mi-
ka pakottaa postin nostamaan postimaksua. Talldin tekstiviestien maaran kasvu

aiheuttaisi postimaksun kasvamisen.

Ei ole mitdan selvaa syyta sille, miksi sosiologian tohtorintutkintojen maara kas-
vattaisi avaruuslentojen maaraa tai avaruuslentojen maara kasvattaisi sosiolo-

gian tohtorintutkintojen maaraa. Tohtorintutkintojen maaran voisi
ajatella mahdollistavan suurempia avaruuslentojen madrig, jos tohtorintutkin-
not olisivat fysiikan tohtorintutkintoja. Sosiologian opinnot eivat kuitenkaan val-
menna rakentamaan avaruusaluksia. Ei ole mydskaan uskottavaa, etta avaruu-
dessa kayneet ihmiset suorittaisivat avaruuslentovuonna paljon sosiologian toh-
torintutkintoja, eika tdama edes nakyisi tutkintojen maarassa, silld avaruuslenta-
jia on hyvin vahan verrattuna sosiologian opiskelijoihin.

Tohtorintutkintojen ja avaruuslentojen maaran valilla siis tuskin on syy-seuraus-
suhdetta kumpaankaan suuntaan, mutta tekstiviestien maaran ja postimaksun
valilla mahdollisesti on syy-seuraussuhde.

Vastaus: On perustellumpaa arvioida, etta syy-seuraussuhde on tekstiviestien ja
postimaksujen valilla kuin tohtorintutkintojen ja avaruuslentojen valilla.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Muuttujien valinen korrelaatio nakyy kuvissa 11.Aja 11.B niin, ettda kummassakin
kuvassa muuttujat seuraavat toisiaan. Jos eri vuosien havainnot asetetaan zy-
koordinaatistoon niin, ettd pisteen z-koordinaatti on jommassakummassa ku-
vassa vaaka-akselilla oleva muuttuja ja y-koordinaatti on (nakymattomalla) pys-

tyakselilla oleva muuttuja, pisteet asettuvat likimain suoralle.

Siita, ettd postimaksu nousee, saattaa seurata, etta ihmiset kirjoittavat vahem-
man kirjeita ja opettelevat kirjoittamaan asiansa tekstiviesteillda. On my6s mah-
dollista, etta tekstiviestien yleistymisen myota ihmiset Idhettavat vdahemman pos-
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tia, ja talldin postilla tulee enemman kustannuksia yksittaista kirjetta kohti, mi-
ka pakottaa postin nostamaan postimaksua. Talloin tekstiviestien maaran kasvu

aiheuttaisi postimaksun kasvamisen. (! P-9"t16p)

Ei ole mitaan selvaa syyta sille, miksi sosiologian tohtorintutkintojen maara kas-
vattaisi avaruuslentojen maaraa tai avaruuslentojen maara kasvattaisi sosiolo-

gian tohtorintutkintojen maaraa.

Tohtorintutkintojen ja avaruuslentojen maaran valilla siis tuskin on syy-seuraus-
suhdetta kumpaankaan suuntaan, mutta tekstiviestien maaran ja postimaksun
valilla mahdollisesti on syy-seuraussuhde.

Vastaus: On perustellumpaa arvioida, etta syy-seuraussuhde on tekstiviestien ja
postimaksujen valilla kuin tohtorintutkintojen ja avaruuslentojen valilla.

Pisteytyksesta: Jos kohdissa 11.1 ja 11.2 on sanottu, ettei tiedetd, onko pystyakselin
asteikko lineaarinen, ja etta taman vuoksi ei voida tietaa vastausta, annetaan taydet
pisteet.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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