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1. Peruslaskuja (12 p.)

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen osatehtavan vastaus on kokonaisluku.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Laske. (2 p.)

Juna lahtee Oulusta kello 9.48 ja on perilla Helsingissa kello 15.25. Junamatkan

kestoon[  |"Ptuntiajal  |"P minuuttia.

Laske. (2 p.)

Harrin palkka on 4 200 euroa kuukaudessa. Hanen palkastaan vahennetaan 33 %
ennakonpidatysta, joka sisaltaa pakolliset eldke- ja ty6ttdmyysvakuutusmaksut.
Harrin nettopalkka euron tarkkuudellaon|[  ]euroa.

Laske. (2 p.)

Alma maksaa kuukaudessa 12 euron ennakkomaksun vedenkaytdstaan. Kuu-
den kuukauden valein isannditsija Iahettaa todelliseen kulutukseen perustuvan
tasauslaskun, jossa on jo huomioitu maksetut ennakkomaksut. Tammi-kesakuussa
Alman veden kulutus oli 17,012 m?3, ja veden hinta on 4,63 euroa/m3. Aiman
tammi-kesakuun tasauslaskun loppusumma kokonaisiksi euroiksi pydristettyna

on[ Jeuroa.

Laske. (2 p.)

Kokeiden arvostelu kestaa kolmelta opettajalta yhteensa 12 tuntia. Neljalta opet-
tajalta samaan urakkaan menisi[ | tuntia. Jokainen opettaja arvostelee ko-
keensa itsenaisesti ja samalla nopeudella.

Laske. (2 p.)

Yhtélon |z — 1| = 3 negatiivinen ratkaisuonz = |.

Laske. (2 p.)
Vektoreiden @ = 3i + 4j ja b = 2i + 8j pistetuloona-b=[__|.
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Ratkaisu.

1.1

1.2

1.3

Laske. (2 p.)

Juna lahtee Oulusta kello 9.48 ja on perilla Helsingissa kello 15.25. Junamatkan
kesto on 1 P-tuntia ja 1 P-minuuttia.

Lahtdaika: 09:48

Saapumisaika: 15:25

Lasketaan ensin, etta kuluu 12 minuuttia, kunnes kello on 10:00. Taman jalkeen
kuluu 5 tuntia, etta kello on 15:00. Taman jalkeen kuluu viela 25 minuuttia, etta
kello on 15:25. Yhteensa aikaa kuluu siis 5 tuntia ja 37 minuuttia.

Laske. (2 p.)

Harrin palkka on 4 200 euroa kuukaudessa. Hanen palkastaan vahennetaan 33 %
ennakonpidatysta, joka sisaltaa pakolliset elake- ja tyottomyysvakuutusmaksut.

Harrin nettopalkka euron tarkkuudella on | 2814 |euroa.

Harrin nettopalkan voi laskea vahentamalla ennakonpidatyksen euroina brutto-
palkasta. Lasketaan ennakonpidatys euroina seuraavasti:

33% -4200€ =0,33-4200€ = 1386 €
Harrin nettopalkka saadaan vahentamalla ennakonpidatys bruttopalkasta:
4200€ — 1386€ = 2814€
Harrin nettopalkka on siis 2 814 €.

Laske. (2 p.)

Alma maksaa kuukaudessa 12 euron ennakkomaksun vedenkaytdstaan. Kuu-
den kuukauden valein isannditsija Iahettaa todelliseen kulutukseen perustuvan
tasauslaskun, jossa on jo huomioitu maksetut ennakkomaksut. Tammi-kesdakuussa
Alman veden kulutus oli 17,012 m?, ja veden hinta on 4,63 euroa/m>. Alman
tammi-kesakuun tasauslaskun loppusumma kokonaisiksi euroiksi pyoristettyna

on euroa.

Lasketaan ensin vedenkayton kokonaiskustannukset:

17,012m?* - 4,63 €/ m* = 78,76556 €
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Alma on maksanut ennakkomaksuja kuuden kuukauden ajalta:
12€/kk - 6kk = 72€
Lasketaan tasauslaskun loppusumma:
78,76556 € — 72€ = 6,76556 € =~ 7€
Alman tammi-kesakuun tasauslaskun loppusumma on siis 7 euroa.

1.4 Laske. (2 p.)

Kokeiden arvostelu kestaa kolmelta opettajalta yhteensa 12 tuntia. Neljalta opet-

tajalta samaan urakkaan menisi @tuntia. Jokainen opettaja arvos-

telee kokeensa itsendisesti ja samalla nopeudella.

Oletetaan, etta opettajat arvostelevat kokeita yhtaaikaa. Tyéhon kuluva aika ja
tyontekijoiden maara ovat keskenaan kaantaen verrannolliset. Muodostetaan
verranto:

12h-3hl6 =2 -4hl6

12h - 3hid
r=——
4hlo

x=9h

1.5 Laske. (2 p.)

Yhtalén |z — 1| = 3 negatiivinen ratkaisu on z = .

Ratkaistaan yhtalo |x — 1| = 3. Itseisarvoyhtalolld |z — 1| = 3 on kaksi ratkaisua:

r—1=3 || +1
r=4
tai
r—1=-3 | +1
r=—2
Yhtalon negatiivinen ratkaisu on siis v = —2.
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1.6 Laske. (2 p.)

Vektoreiden @ = 3i + 47 jab = 2i + 8 pistetuloon @ - b = .
Pistetulon maaritelmasta saadaan:

G-b=(3i+47) (2 +8))

a-b=(3-2)+(4-8)

a-b=

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Derivaattoja (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 3 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa arvos-
teltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla pudotusvalikosta tyhja rivi.

2.1 Maaritd luvun p’(1) tarkka arvo, kun p(z) = —22° + 2* — 2. (3 p.)

Py =[]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "—12","—11", "—10", "—9", "—8", "—=7","—6", "—5",
ll_4”, II_SII’ Il_2ll’ Il_ 1”’ II()II, lllll’ Il2ll, IISII’ Il4ll, II5II, ”6", II7II, II8II’ Il9ll, lll()ll, Il11ll, Il12ll.

2.2 Maarita derivaatta f’(z), kun f(z) = ze®. (3 p.)

fiw) =[]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "e*”, "ze®™", "x?e®", "z?e® 1", "(x + 1)e*", "1 + ",
"r + e, "ei mikaan yllaolevista”.

2.3 Maarita luvun ¢’'(—1) tarkka arvo, kun g(z) = In(2z + 3). (3 p.)

g(-1)=[_]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "1, "2",”5", "In 1", "In 5", "2 In 1”7, "2 In 5", "ei mikaan
yllaolevista”.

2.4 Maarita derivaatta h/(z), kun h(z) = sinx + cos(3z). 3 p.

() =[]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "cos(x) —sin(3x)", "— cos(x) +sin(3z)", "cos(x) —

3sin(3x)","— cos(z) + 3sin(3x)", "cos(x) — 3 sin(3x)", "— cos(x) + 3 sin(3z)",

"cos(z) — 3sin(z)", "— cos(x) + 3sin(x)”, "ei mikaan ylldolevista”.

Ratkaisu.
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1. p/(1) = —6 ErOze)

Miten vastaukseen paadyttiin:
p(x) = —22° + 2% — 2
Derivoidaan p(x).
pz)=-2-5-2"+42° -0
= —102" + 42°
Lasketaan kysytty arvo.

p(1)=-10-1"4+4-1°

=—-10-1+4-1
= —10+4
= —6
2. fl(x) = (z +1)e”
Miten vastaukseen paadyttiin:
/() = we”

Merkitaan g(z) = z ja h(z) = e®. Talléin f(x) = g(x)h(z), ja voidaan kayttaa
tulon derivointisaantoa

f'(x) = ¢ (2)h(z) + g(x)h'(x).
Funktion f derivaatta on siis

Fa)=1-¢ta e =1 ta)e =z +1)e"

3. J(-1) =2

Miten vastaukseen paadyttiin:

g(x) =In(2z + 3)
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Merkitaan h(x) = In(x) ja k(z) = 2z + 3. Talloin g(x) = h(k(x)), ja voidaan
kayttaa sisafunktion derivointisaantoa

d(x) = W (k(z)) - ¥ ().

Funktion g derivaatta on siis

4. h'(z) = cos(x) — 3sin(3z)
Miten vastaukseen paadyttiin:
h(z) = sin(z) + cos(3z).

Derivoidaan h(x). Kaytetadan jalkimmaisen termiin sisafunktion derivointisaan-
toa.

h'(z) = cos(z) — sin(3x) - 3 = cos(x) — 3sin(3x).

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Yhtalét (12 p.)

Ratkaise muuttujien x ja y tarkat arvot seuraavista yhtaloista.
1. Yhtalo 4 - 8% = /2. (4 p.)

2. Yhtalé sin(6y — %) = 1, kuny € [0, 2].(8 p.)
Ratkaisu.

3.1. Yhtalon voi ratkaista usealla eri tavalla. Tassa on esitetty kaksi hieman erilaista
tapaa.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

1p.(yht. 1 p.)

(N
[N}
N
w
8
I
N\
N|=

9243z _ 2% 1 p. (yht. 2 p.)
1p.(yht.3p.)

_1

_1
3
31':—5
_3
iy

r=—= 1p.(yht.4p.)

| —

Vastaus: v = —

N =

Ratkaisuvaihtoehto 2
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4.8 =+/2
g V2
4
g V2 ([monin)
i
s (/2 (e
42
2
82 =1/ —
16
1
8 =4 /=
8
] — 83

o L o)
2

Vastaus: vt = —

N[ —=

3.2. Ratkaistaan yhtalo, kuny € [O,g}.

63/—%:%—1—2771 tai 6y—z 7'('—%—!—271’71
6y:%+g+27m tai 6y

LTy
T— =+ = n
6 a7
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T 37 6r w 37
6y =—+—+2 tai 6y = — — —
y=gtg T al Y=% "6 "6
4 8
6y:—7r—|—27m tai 6y:—7r+27m
6 6
%—l—?ﬂ'n ai %"—1-27m
ai =
Y 6 Y 6

T N 2T 1™
=T+ Wy T G

9 3 9 3

Etsitaan ratkaisuista y = § + 5* ne, jotka ovat kysytylla valilla y € [0,7—21.

yzz+7r-(—1):_2_7r<0 ei kelpaa

9 3 9
y:z_'__ﬁ-():z kelpaa

9 3 9
y:z_1_—7r'1:4—7T kelpaa

9 3 9
yzz+7r_-2:7_7r>z ei kelpaa

9 3 9 2

Huomataan, ettd jos n < —1 tain > 2, ratkaisut eivat myodskaan ole kysytylla

valilla. Tehdaan seuraavaksi sama ratkaisuille y = %’r + 5

y:2_7r+u:_z<0 ei kelpaa
9 3 9
y:2_7r+7r_-0:2_7r kelpaa
9 3 9
y:2_7r+7r_-1:5_7r>ﬁ ei kelpaa
9 3 9 2

= Ttaly = 4 aiy = 2 (B0
Vastaus:y = g taiy = 5 taiy = 5.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Integraali (12 p.)

Funktion f: [0,00) — [0,00) arvo f(x) on luvun x kokonaislukuosa. Esimerkiksi
f(1) =1, f(&) =2ja f(m) = 3. Laske
10
| rayas
0
Ratkaisu.
Ratkaisuvaihtoehto 1
Integraalin
10
[ fada
0

arvo on funktion f(x) ja x-akselin rajoittama pinta-alavalilla 0 < = < 10.
Piirretaan kuvaaja y = f(x) pinta-alan laskemisen avuksi.

2p.(yht.4p.)
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Havaitaan, ettd pinta-ala koostuu suorakulmioista, joiden leveys on 1.

Lasketaan pinta-ala.
A=041-14+1-2+41-341-441-54+1-6+1-7+1-8+1.9(2romi0p]
— 45 (2puhe12p))

Vastaus: 45

Pisteytyksesta:
+ Selitys, ettd integraali on kuvaajan ja vaaka-akselin valiin jaava pinta-ala 2 p.
* Pinta-alan muodostumisen selitys joko sanallisesti tai kuvaajan avulla 2 p.
* Pinta-alan muodostaminen suorakulmioista 2 p.
+ Suorakulmioiden leveyden paattely oikein 2 p.
*+ Pinta-alan lausekkeen muodostaminen 2 p.

+ Oikea vastaus 2 p.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

\
=
=

(o
&

Il
O\H
=
=
o
&

+
»—A\w
=
=
(o
&

+
M\w
g
2
(o
&

+
w\%
=
=
o
S

9 10
+/f(:p)dx—|—/f(x)dx
8 9
1 2 3 4
:/de+/1dx+/2dw+/3dx
0 1 2 3
5 6 7 8
+/4dx+/5dx+/6dx+/7dx
4 5 6 7
9 10

2 3 4 5 6 7 8 9 10
0+ /ot [20+ [0+ [a0+ [5a+ [0+ [To4 [sa+ [ oo(Ee0nER)
—(@2-1)+(2:3-2-2)+(3-4-3-3)+(4-5—-4-4)+ (5-6—5-5)

F(6-7T—6-6)+(T-8—T7-7)+(8-9—8-8)+ (910 — 9. 9)(2puheiop)]
— 45 (2p-uhe12p)]

Vastaus: 45

Pisteytyksesta:

* Integraalin lausekkeen muodostaminen tehtavanannon tietojen perusteella 6
p.
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* Integraalin laskeminen oikein 4 p.

+ Oikea vastaus 2 p.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

f(x) dx

E* 4+ k — k2

©

_ 3 )

k=0

010
alare (aritmeettinen summa) (ZP-YAt10P)
4

Vastaus: 45

Pisteytyksesta:

* Integraalin lausekkeen muodostaminen summan avulla 4 p.
+ Lausekkeen sieventaminen 4 p.

* Oikea vastaus 4 p.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Summan arviointi (12 p.)

1
1. Osoita, etta < — kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla k. (4 p.)

k2k+1 2k
2. Osoita, etta i b1 < L kaikilla kokonaisluvuillan > 2. (8 p.)
. , s — — n . .
2 k212 =P
Ratkaisu.
5.1.

| Ratkaisuvaihtoehto 1|

Tassa, ja tamanlaisissa tehtdvissa, kannattaa aloittaa lopputuloksesta, eli tehta-
vanannon todeksi osoitettavaa epayhtaléa muokkaamalla. Nain tekemalla saa-
tat oivaltaa, miten haluttuun lopputulokseen paastaan.

k—1 1 '
Foica e
k—1 1 )
ﬁ-k" < g5 - (k254 1)
k-2F 41 ,
B—l< —5; |- (2%)
k261
ko2 —of<k.2b 1 || —Kk-2F
—2k<1

Nain saatu epayhtald on varmasti tosi, silla toisella puolella on negatiivinen luku
ja toisella puolella positiivinen luku.

Aloitetaan varmasti todesta epayhtalosta
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o U3 SN A (XL
b2t — 2t < k2t 4 1 (D)

Muokataan seuraavaksi ndin saatua epdyhtaloa

ko2b—2F < f.2F 41 | :2%>0)
kE-2F+1

LI (TS

k-2k4+1 2k

Nyt saatiin osoitettua se, mita tehtavassa pitikin.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Arvioidaan tehtavanannon epayhtalén vasenta puolta yléspain.

k-1 E—1
nimittaja pienenee, luku kasvaa

K2R+ 1 ko

< ok osoittaja kasvaa, luku kasvaa m

_ 1 (oo
2k

Nain saatiin osoitettua, etta tehtavanannon epayhtald patee.

5.2.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Aiemman tehtavan nojalla kaikille positiivisille kokonaisluvuille k£ patee myos

(G WY (TYTETY)

k-2k4+1 2k
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Joten summalle patee vastaavasti

n
2k

.ok 11
k:gk 2 —|—1

Epayhtalon oikea puoli on geometrinen summa, eli

1 n—1
n 1—1=
izl.&
k .
=)

Summassa on yhteensa n — 1 termig, silla sen ensimmainen termi saadaan, kun
1

k = 2 javiimeinen termi kun k£ = n. Ensimmainen termi on % =1

Arvioimalla ja sitten sieventamalld saadaan

[—Y
—_
|
VR
N =
~_
3
|
—
—_
[—

1 p.(yht. 11 p.
VRS S S (75T
4

Yhdistamalla saadut tulokset voidaan nayttaa, etta
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—_

1

Zk 2k+1 227 2

Z < Geom
k:2k+1 <3

eli se, mita pitikin.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Aiemman tehtavan nojalla kaikille kokonaisluvuille k patee myos

A N (T
2k

k-2k+1

Joten summalle patee vastaavasti

”_’f—l 21—

k: 2k +1

Epayhtaldn oikea puoli on geometrinen summa. Geometrinen summa on osa-
summa geometrisesta sarjasta.

Varmasti siis

1
LR, Z ! (oo
k n—oo

k=2

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n > 2. Lasketaan epdyhtalon oikea puoli
geometrisen sarjan kaavalla

i S = =1L Gewnie)
n—)ook_22 4

1— 2=
2

5.
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Yhdistamalla saadut tulokset voidaan nayttaa, etta

n n

kE—1 1 =1 1
ok + 1 <D gp<Jim ) =3
k=2 k=2 k=2

n

vk ]
k:gk'2k+1 2’

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n > 2, eli juurikin se, mita piti osoittaa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Veteen putoava kivi (12 p.)

Mallinnetaan veteen pudonneen kiven aiheuttamia aaltoja funktiolla f: R? — R,
sin(y/x? + y?

risss f(r.1) = ULk (2.0) # 0.0, £0.0) = 1

e +y

1. Etsi kaksi muuta pistettd, joissa funktion arvo on sama kuin pisteessé (3, 4). (6 p.)

2. Osoita, ettd jokaiselta zy-tason suoralta 16ytyy funktion nollakohta. (6 p.)
Ratkaisu.

6.1.

sin(x/aﬂ + y2)

kun (x,y) # (0,0),ja f(0,0) = 1.

Lausekkeesta huomataan, etta funktion arvo on sama kaikissa pisteissa, joissa
lausekkeen z? + y* arvo on sama. Pisteelle (3,4) tdma arvo on 32 +
42 = 25 (Zpom3p)) Huomataan, etta esimerkiksi pisteissa (4,3) ja
(5,0) lausekkeen 22 4 2 arvo on myds 25, silla 42 + 32 = 25ja

52 4 02 = 25 (LR.0RER))
Vastaus: (4,3) ja (5,0).

Vastaukseksi kelpaavat myos mitka vain muut kaksi pistetta, joissa funktion f
arvo on sama kuin pisteessa (3,4).

6.2. Funktion f(z,y) arvo on nolla, eli kyseessa on funktion f nollakohta, kun osoit-

taja sin(/22 + y2) on nolla. Tallsin
Sin(\/W) =0
Va2 +y2 =mn  (n on kokonaisluku)
? +y? = (7n)?

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 21


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Tama yhtald kuvaa ympyrag, jonka keskipiste on origo ja sade on 7n, missa
n on mika vain (epanegatiivinen) kokonaisluku. Koska n voi olla kuinka suuri
kokonaisluku hyvansa, mille vain xy-tason suoralle 16ytyy sellainen n, etta suora

leikkaa mn-sateisen origokeskisen ympyran . Nain ollen myds milta
tahansa xy-tason suoralta |6ytyy funktion f(x,y) nollakohta .

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Geometrinen juoksuharjoittelu (12 p.)

Aineisto:

7.A Kuva: Juoksureitti

Matematiikan opettaja testasi dlykelloaan juoksulenkilla. Tuloksena oli 5,85 kilomet-
rin pituinen reitti, joka on esitetty kuvassa 7.A. Opettaja haluaa arvioida reitin sisalle
jaavien kaupunginosien pinta-alaa. Han mallintaa reittia kolmiona, jonka sivujen pi-
tuuksien suhteet ovat 6 : 7 : 9 ja jonka piiri on 5,85 km.

1. Madrita mallikolmion suurin kulma asteina neljan merkitsevan numeron tarkkuu-
della. (6 p.)

2. Maéaritd mallikolmion pinta-ala hehtaareina. (6 p.)

Ratkaisu.

7.1.

] Ratkaisuvaihtoehto 1: \

Kolmion piiri on 5,85 (km), ja sivujen suhteet ovat 6 : 7 : 9. Lasketaan ensin
sivujen todelliset pituudet.

Olkoon kolmion sivujen pituudet a, b ja c siten, etta

a:b:c:6:7:9.

Piiri on a + b + ¢ = 5,85. Sivujen suhteiden perusteella voidaan merkita:
a=6k, b=Tk, c=09k
missa k on vakio. Ratkaistaan k.

6k + 7k + 9k = 5,85

22k = 5,85
L 585
22
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Lasketaan sivujen todelliset pituudet:

585
—6-2°2 _ 150545 .
a4 29

5,85
b=7-222 _ 186136...
22

5,85
—9. 2% _ 939318 ..
¢ 292~ °

Suurin kulma on pisimman sivun ¢ kanssa vastakkainen kulma. Muodostetaan
kosinilauseen avulla yhtalo ja ratkaistaan kysytty kulma -.

¢ = a® + b* — 2abcos(v)

222
—2ab
cos(y) = 0,047619. ..

y = 87,27059...°
Y~ 87,27°

cos(7) =

Pisteytyksesta: Kosinilauseesta saa pisteet vain, jos ainoa tuntematon siind on
kysytty kulma.

Vastaus: Mallikolmion suurin kulma on 87,27°.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2: \

Yhdenmuotoisten kolmioiden perusteella opettajan lenkkireitin kolmion suurin
kulma on yhta suuri kuin sellaisen kolmion, jonka sivujen pituudet ovat 6, 7 ja 9.

1p.(yht.1p.)

Olkoon
a=06
b="7
c=9
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Sovelletaan kosinilausetta. Suurin kulma on pisimman sivun ¢ kanssa vastak-
kainen kulma. Muodostetaan kosinilauseen avulla yhtal6 ja ratkaistaan kysytty
kulma .

¢ = a®+b* — 2abcos(v)

Z—a? -1

cos(y) = ~5ab
92 o 62 o 72
cos(y) = 56

cos(y) = 0,047619 . . .
~ = 8727059 ...°
7~ 87.27°

Pisteytyksesta: Kosinilauseesta saa pisteet vain, jos ainoa tuntematon siind on
kysytty kulma.

Vastaus: Mallikolmion suurin kulma on 87,27°.

Ratkaisuvaihtoehto 3: \

Piirretaan mallikuva esim. GeoGebralla. Piirretaan ensin jana, jonka pituus on
9. Taman jalkeen piiretdaan janan alkupisteeseen 6-sateinen ympyra ja paate-
pisteeseen 7-sateinen ympyra. Ympyroiden leikkauspisteeseen muodostuu kol-
mion kolmas karki. Suurin kulma on pisinta sivua vastaava kulma.
Mitataan kulmat kulmanmittaustydkalulla.
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-

Kulmaksi mitataan 87,2706° ~ 87,27°.

Vastaus: Mallikolmion suurin kulma on 87,27°.

Pisteytyksesta:

* Tutkittu pisimman sivun vastaista kulmaa 1 p.
* Piirretty kuva jarkevalla tavalla 3 p.
* Pyoristamaton arvo oikein 1 p.

*+ Vastaus sopivalle tarkkuudelle pyoristettyna 1 p.

7.2.

Ratkaisuvaihtoehto 1:
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Kahden lyhyemman sivun pituudet ja niiden valinen kulma ovat edellisen koh-

dan perusteella

a=1,59545. ..
b=1,.86136...
v = 87,27059...°

2p.(yht. 8 p.)

Lasketaan mallikolmion pinta-ala.

1
A = sabsin(y)
=1,483176... (km?)

Yksi nelidkilometri on

1km? = (10°m)? = 10° m?
ja yksi hehtaari on

lha = (100m)? = 10*m?*.

Yksi neliokilometri on siis

10% m?

2 _
Han™ = 102

ha = 100 ha.

Taten mallikolmion pinta-ala hehtaareina on
A =1,483176...-100ha

— 148,3176. .. ha (1.0R110))
~ 148 ha ([R0ME120)]

Vastaus: Mallikolmion pinta-ala on 148 hehtaaria.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2:

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

27


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Kolmion piiri ja kolmion sivujen pituudet edellisen kohdan perusteella ovat

p = 5,85(km)

a = 1,59545 . ..

b=1,86136. ..

c=239318. ...

Lasketaan pinta-ala Heronin kaavalla.
A=/s(s —a)(s = D)(s o).

missa s on puolet kolmion piirista eli

5,85 (km)
§=——"".
2

Pinta-alaksi saadaan

A= \/);)()j) 150545 (22 2,89

A=1483176... (km?)
Yksi nelidkilometri on
1km? = (10°m)? = 10° m?
ja yksi hehtaari on
lha = (100m)? = 10* m?.
Yksi nelidkilometri on siis
105 m?

1km2 = Wha = IOOha

Taten mallikolmion pinta-ala hehtaareina on

A =1483176... 100 ha

— 148,3176 . .. ha ([R0ME1TR))
~ 148 ha (1200 12p)]

Vastaus: Mallikolmion pinta-ala on 148 hehtaaria.
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Ratkaisuvaihtoehto 3:

Mitataan kolmion pinta-ala GeoGebralla.

« = Kulma(A, C, B) 2
o
= 87.2706°
4
® k1 = Monikulmio(C, A, B)}
= 20.9762 3
® a = Jana(B, C, k1) A
=7
b = Jana(C,A,kl) : T
o
=6
-1 0
c; = Jana(A, B, k1)
@}
=9 -1

Pinta-alaksi tulee 20,9762 . . . yksikka.

Kuvan kolmion piiri on
p =647+ 9 = o (1EEHERY

ja tdma vastaa todellista kolmiota, jonka piiri on 5,85(km). N&in ollen yksi pi-
tuusyksikko kuvassa on

585 kam

22

ja siten yksi pinta-alayksikk® on

5,85 km') >
22 '
Todellinen pinta-ala on siis

5,85(km)\”
20,9762 .. (%) — 148317 ... km? (Ip-0ht10p))

Yksi neliokilometri on

1km? = (10°m)? = 10° m?
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ja yksi hehtaari on
lha = (100m)? = 10*m?.
Yksi neliokilometri on siis

108 m?

1km? =
m 104 m?2

ha = 100 ha.

Taten mallikolmion pinta-ala hehtaareina on
A =1483176...-100 ha

= 148,3176.. .. ha (1R.ORETTP)]
~ 148 ha (1P-0m12p))

Vastaus: Mallikolmion pinta-ala on 148 hehtaaria.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Tikanheitto (12 p.)

Aineisto:

8. A Kuva: Tikkataulu

Ympyranmuotoisen tikkataulun keskelld on 10 pisteen arvoinen keskiympyra, jon-
ka sade on 2 cm. Sen ymparilla on 9 pisteen arvoinen rengas, jonka leveys on 2 cm.
Taman renkaan ymparilld on samanlevyinen 8 pisteen rengas, sen ymparilla saman-
levyinen 7 pisteen rengas ja niin edelleen uloimpaan 1 pisteen renkaaseen saakka.
Tikkataulussa on siis yhteensa 10 aluetta ja koko taulun sade on 20 cm, katso kuva
8.A.

1. Osoita laskemalla, etta parillisten pistemaarien alueiden yhteenlaskettu pinta-ala
on 1807 cm?. (4 p.)

2. Katri heittaa tikkaa siten, ettd han varmasti osuu tauluun, mutta voi osua mihin ta-
hansa taulun kohtaan samalla todennakdisyydella. Milla todennakoisyydella Kat-
rin tulos on parillinen, kun han heittaa kolme tikkaa ja niiden pisteet lasketaan
yhteen? (8 p.)

Ratkaisu.

8.1. Tikkataulun parillisten pistealueiden sateet (senttimetreina) ja pinta-alat (nelio-
senttimetreind) ovat seuraavat:

+ 10 pisteen keskimmainen ympyra, sade 2:
Apy=7m-22=4n
+ 8 pisteen rengas, ulkosade 6 ja sisasade 4:
Ag=m-6%—m-4% = 36m — 167 = 207
+ 6 pisteen rengas, ulkosade 10 ja sisasade &:
Ag =710 — 7 -8 = 1007 — 6471 = 367
+ 4 pisteen rengas, ulkosade 14 ja sisasade 12:
Ay =7-142 — 7-122 = 1967 — 1447 = 527
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+ 2 pisteen rengas, ulkosade 18 ja sisasade 16:

Ay =718 — - 16% = 3247 — 25671 = 687

2p.(yht.2p.)

Yhteenlaskettu pinta-ala:

Aparitiser = 47 + 207 + 367 + 527 + 687 = 1807

nelidsenttimetria.
8.2. Koko taulun pinta-ala (nelidsenttimetreind) on

Ao = 7 - 202 = 4007,

Nain ollen parittomien pistealueiden yhteenlaskettu pinta-ala (neliésenttimet-
reind) on
Aparittomat = Akok - Aparilliset

= 4007 — 1807

— 2207,

Tehtavanannon mukaan Katri osuu yhta todennakéisesti mihin vain kohtaan tik-
kataulua, ja osuu varmasti tikkatauluun. Nain ollen yhdella heitolla parittoman
ja parillisen pistemaaran todennakoisyydet ovat

2207 11
P ariton = = —
part 400 20
1807 9

Pparillinen == 4007‘(’ = m

Kolmen tikanheiton yhteenlaskettu pistemadra on parillinen, jos ja vain jos kaik-
ki kolme tikkaa osuvat parillisten pisteiden alueille tai tdsmalleen kaksi tikois-
ta osuu parittomien pisteiden alueille. Taman voi paatella siita, etta
kahden parittoman luvun summa on aina parillinen, mista seuraa, etta jos koko-
naislukujen summassa on parillinen maara parittomia lukuja, summa on paril-
linen, ja jos summassa on pariton mdara parittomia lukuja, summa on pariton.
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Kyseessa on toistokoe. Todennakdisyys saada parillinen summa pisteita kolmel-
la tikalla on siis

P = P(3 parillista) + P(1 parillinen ja 2 paritonta)

3 3
_ 3 0 1p.(yht. 9 p.) 1 2
- (3 Pparillinen ’ Ppariton + 1 R ’ Ppariton

parillinen
9\’ 9 [11\?
(20> T390 (20)

999
2000

= 0,4995

Vastaus: Kolmen tikan yhteenlaskettu tulos on parillinen todennakdisyydella
0,4995.

Pisteytyksesta:

+ Madritetty parittoman alueen pinta-ala oikein 2 p.

« Madritetty parittomalle ja parilliselle alueelle osumisen todennakoisyydet
oikein 1 p.

+ Loydetty oikeat tapahtumat: kaikki parilllisia tai kaksi parintonta ja yksi pa-
rillinen 1 p.

* Muodostettu lauseke kokonaistodenndkdisyydelle tai laskettu erivaihtoeh-
tojen todenndkdisyydet erikseen 3 p.

+ Oikea vastaus jarkevalla tarkkuudella 1 p.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Jaksollisuus (12 p.)

Funktio f: R — IR on jaksollinen, jos on olemassa sellainen L > 0, etta sen ku-
vaaja pysyy samana, kun sita siirretddn L yksikkda vaakasuorassa suunnassa. Tama
ominaisuus voidaan esittad myés ehdolla f(z + L) = f(x) kaikilla z € R. Pienin
tallainen luku L on funktion perusjakso.

Piirra jokaisessa osatehtavassa funktion kuvaaja omaan koordinaatistoonsa. Anna
vastauksena funktion perusjakso seka kuvaaja, johon on merkitty perusjakson mit-
tainen osa z-akselia.

1. f(z) =sin(27z) (4 p.)
2. g(x) = |sin(mz) + sin(27x)| (4 p.)
3. Anna esimerkki jaksollisesta funktiosta h: R — R, jonka perusjakso on 4. (4 p.)

Ratkaisu.

Huomaa! Merkinta f : A — B tarkoittaa, etta funktion f maarittelyjoukko on A ja
maalijoukko on B. Funktio f : A — B on siis maaritelty kaikilla joukon A alkioilla, ja
sen saamat arvot kuuluvat joukkoon B, mutta sen ei tarvitse saada kaikkia joukon B
arvoja. Tehtavan tapauksessa f : R — R tarkoittaa siis funktiota, joka on maaritelty
kaikilla reaaliluvuilla ja jonka arvot ovat reaalilukuja.

9.1.

fl(.\')=sin(2' b ,\')
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Funktion perusjakso on 1.

9.2,

mafy.fi

fl(,\')=‘ sin(Jr- ,\')+sin(2- b \)|

Funktion perusjakso on 2.

9.3. Esimerkiksi kay funktio
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Funktio i on jaksollinen ja sen perusjakso on 4.

Huomaa! Esimerkiksi kay mika vain jaksollinen funktio h : R — R, jonka perus-
jakso on 4.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Ohjelmakoodi ja tekijat (12 p.)

Aineisto:

10. A Teksti: Papun koodi

Papu yritti selvittaa positiivisen kokonaisluvun alkutekijat. Tahan tarkoitukseen han
kirjoitti Python-koodin, joka on esitetty tekstissa 10.A. Koodissa #-merkkia seuraava
teksti on kommentti, joka ei vaikuta ohjelman toimintaan. Papu ajoi ohjelman muut-
tujan n eri alkuarvoilla. Hin huomasi, etta toisinaan ohjelma toimi virheettémasti ja
tulosti luvun n alkutekijat, toisinaan se tulosti muitakin lukuja.

Osatehtavissa 10.1 ja 10.2 vastauksesta taytyy ilmeta kaytetty alkuarvo ja ohjelman
tuloste.

1. Anna esimerkkiluvun n alkuarvosta, jolle ohjelma tulostaa listan, joka sisaltaa vain
luvun n alkutekijoita. (3 p.)

2. Anna esimerkki luvun n alkuarvosta, jolle ohjelma tulostaa muitakin kuin luvun n
alkutekijoita. (3 p.)

3. Selita, miksi ohjelma ei aina toimi niin kuin Papu oli tarkoittanut. (6 p.)

Huomaa, etta tehtavassa annettua ohjelmakoodia voi ajaa koeymparistdon ohjeiden
Ohjelmointi-valilehdella. Sielld on myds Python-kielen kaskyjen selityksia.

Ratkaisu.

10.1. Alkuarvolla n = 6 ohjelma tulostaa listan luvun alkutekijdista.

Ohjelmakoodin tuloste on tallgin

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 37


https://www.mafy.fi
https://files.mafy.fi/Yo-kokeet/2024S_MAA/attachments/index.html#10.A
https://files.mafy.fi/Yo-kokeet/2024S_MAA/attachments/index.html#10.A

Mafynetti mafy.fi

Python 3 -ohjelmakoodi:

1 n= 6 # korvaa x tutkittavalla luvulla

2 m=n

3 while n>1: # toista niin kauan kuin n>1

4 for a in range(2,m+1): # a kay lapi arvot 2,
3,00, M

5 if n%a==0: # jos n modulo a on nolla

6 print(a) # tulosta luvun a arvo

7 n=n/a

Suorita ohjelma Kopioi leikepdydélle

Tulosteet / virheet:

4

Ohjelman ajamista ei vaadita ratkaisuun. Riittaa, etta vastauksessa on mainittu
alkuarvo ja lueteltu tasmallisesti, mita ohjelma tulostaa.

Luvun 6 alkulukuhajotelma on 2-3, joten ohjelman tuloste on oikea.

Alkutekijat ovat luvun n tekijoita ja alkulukuja. Esimerkkeja sopivaksi luvuksi
n, jonka alkulukuhajotelman algoritmi tulostaa oikein on daretttman monta.
Ohjelma toimii oikein, jos syotetty luku on

+ alkuluku

¢ luku, jonka alkulukuhajotelmassa mikaan alkuluku ei esiinny kolmesti

* luku, jonka alkulukuhajotelmassa korkeintaan yksi alkuluku esiintyy kah-
desti.

10.2. Alkuarvollan = 8 ohjelma tulostaa muitakin kuin luvun alkutekijoita.

Ohjelmakoodin tuloste on tallin
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10.3.

Python 3 -ohjelmakoodi:

1 n= 8 # korvaa x tutkittavalla luvulla

2 m=n

3 while n>1: # toista niin kauan kuin n>1

4 for a in range(2,m+1): # a kay lapi arvot 2,
3,00, M

5 if n%a==0: # jos n modulo a on nolla

6 print(a) # tulosta luvun a arvo

7 n=n/a

Suorita ohjelma Kopioi leikepdydélle

Tulosteet / virheet:

2
4
s
Luvun 8 alkulukuhajotelma olisi 2 - 2 - 2, joten ohjelma ei tdssa tapauksessa
tulostanut vain luvun 8 alkutekijoita vaan luvun 2 lisaksi luvun 4, joka ei ole

alkuluku

Myds tahan kohtaan on olemassa daretéon maara esimerkkeja. Ohjelma ei toi-
mi oikein, jos syotetun luvun alkulukuhajotelmassa

+ jokin alkuluku esiintyy kolmesti

+ vahintaan kaksi alkulukua esiintyy kahdesti.

Papun ohjelmakoodi ei toimi oikein, silla sen tulostamat luvut eivat ole aina al-
kulukuja. Algoritmi kay lapi jarjestyksessa kokonaislukuja eika aloi-
ta alusta yhden alkutekijan I6ytymisen jalkeen. Jos luvun n tekijéina esiintyy al-
kulukujen lisaksi niiden tuloja (eli jokin alkuluku esiintyy alkulukuhajotelmassa
kolmesti tai vahintaan kaksi alkulukua esiintyy kahdesti), ohjelmakoodi tulos-

taa taman tulon, joka on kylla luvun n tekija, mutta ei alkuluku.

Esimerkiksi luvun 8 tapauksessa ohjelma aloittaa laskemalla 8/2, jonka jako-
jaannaés on nolla, joten ohjelma tulostaa luvun 2. Nyt uusin = 8/2 = 4. Ohjel-
ma jatkaa for-silmukkaa. Uusi jakaja on luku 3. Jakojaannds ei ole nolla, joten
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ohjelma siirtyy eteenpain for-silmukassa, n on edelleen 4. Seuraavaksi a:n ar-
vo on myos 4, joten jakojaannos laskusta 4/4 on nolla. Ohjelma tulostaa a:n,
joka nyt oli 4.

Ohjelmakoodi voitaisiin korjata esimerkiksi lisaamalla if-lauseen loppuun ko-
mento "break". Tall6in ohjelmakoodi aloittaa tekijoiden etsimisen (eli for-silmukan)
aina luvusta 2 |0ydettyaan uuden alkutekijan.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 40


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

11. Paraabelialueita (12 p.)

Aineisto:

11. A  Kuva: Alueiden leikkaus

Tarkastellaan tasojoukkoa P, jonka alareuna on z-akselin jana [—1, 1] ja ylareuna
paraabelin kaariy = 1 — 22, —1 < 2 < 1. Arvoilla @ > 0 maaritelladn uusi joukko
P, siirtamalla joukkoa F, vaakasuorassa suunnassa oikealle etdisyyden a verran.
Olkoon L, = Fy N P, joukkojen Fy ja P, leikkaus eli yhteinen osa. Kuvassa 11.A on
esimerkkina tapaus a = 0,75.

1.

2.

Maarita joukon Ly 75 pinta-ala. (4 p.)

Olkoon a sellainen parametrin arvo, etta joukon L, pinta-ala on puolet joukon F,
pinta-alasta. Tama arvo a on erdan kolmannen asteen yhtalon ratkaisu. Maarita
tama yhtalo ja ratkaise siitd parametrin a likiarvo kolmen merkitsevan numeron
tarkkuudella. (8 p.)

Ratkaisu.

11.1. Joukon Py madarittava paraabeliony = 1 — 2. Joukon Py 75 maarittava paraa-

beli saadaan, kun paraabelia y = 1 — 22 siirretdan oikealle 0,75 verran. N&in
ollen joukon Py 75 maarittdvé paraabeliony = 1 — (z — 0,75)2.

Uuden paraabelin yhtalon voi paatella tutkimalla, mita tapahtuu, jos lausek-
keeseen f(x) laitetaan x:n paikalle (z — a). Talloin uuden funktion kuvaajan
yhtalé on muotoa

y= f(x —a).

Tama funktio f(z —a) saa saman arvon kohdassa = = a kuin funktio f(z) saa
kohdassa x = 0,silld f(a —a) = f(0). Vastaavasti f(x — a) saa saman arvon
kohdassa xz = 2a kuin f(z) saakohdassaz = a,silla f(2a—a) = f(a),janiin
edelleen. Huomataan siis, etta f(z —a) saa aina saman arvon kuin f(z) silloin,
kun f(x —a):n tapauksessa x-koordinaatti on a:n verran suurempi. N&in ollen

voidaan paatella, etta kuvaaja y = f(z — a) saadaan, kun siirretaan kuvaajaa
y = f(x) oikealle a:n verran.
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Siirretyn paraabelin yhtalon voi paatellda taman tehtavan tapauksessa myos
tutkimalla paraabelin nollakohtia. Alkuperaisen paraabelin nollakohdat ovat

1—22=0
r = +1.

Paraabelin yhtald nollakohtamuodossa olisi talldin

y=—(z-1(x+1)

Kun paraabelia siirretaan oikealle a:n verran, kumpikin nollakohta siirtyy myés
oikealle. Uudet nollakohdat ovat siis

—14a ja 1+a.
Nyt uuden paraabelin yhtald nollakohtamuodossa on
—(x—(=1+a))(zx—(1+a))
—(x+1—a)(x—1-a)
(IZ%—(IZ‘%—l%—aI%Jra )
—(2* — 2axr — 1 +a*)  ||muistikaava a® — 2ab + b* = (a — b)?
—(2* — 2ax +a* — 1)
~((w—ap—1)

y=1—(z—a)

Yhteisen alueen vasen reuna on kohdassa x = —1 + 0,75 = —0,25 ja oikea
reuna on kohdassa x = 1. Alueen pinta-ala voidaan laskea kahdessa osassa:
paraabeliny = 1 — (z — 0,75)? ja x-akselin rajoittama pinta-ala vasemmas-
ta reunasta paraabelien leikkauspisteen kohdalle ja paraabelin y = 1 — 2
ja z-akselin rajoittama pinta-ala paraabelien leikkauspisteen kohdalta oikeaan
reunaan.

Ratkaistaan leikkauspisteen z-koordinaatti laskinohjelman avulla.
1—2=1—(x—0,75)?

T = 0,375
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Yhteisen alueen pinta-ala on siis

0,375 1
4
Az = / 1—(x—0,75)*dz + / 1 —2%de = %
—0,25 0,375

Huomaal! Jos laskinohjelma ei anna vastausta tarkkana arvona, vaihda desi-
maaliluvut murtoluvuiksi: —0.25 = —1/4, 0.375 = 3/8ja 0.75 = 3 /4.

Pinta-alan voi laskea myos laskemalla vain toisen ylldolevista integraaleista ja
paattelemalla symmetrian avulla, etta integraalien arvot ovat samat, joten yh-
teisen alueen pinta-ala on kaksi kertaa yhden integraalin arvo.

Vastaus: Joukon L0775 pinta-ala on %.

. Lasketaan joukon Py pinta-ala, eli kdyran y = 1 — 22 ja x-akselin rajaama

pinta-alavalilla —1 <z < 1.
1

AO:/I—I‘Qd;p:%

-1

Alueen L, vasen reuna on kohdassa x = —1 + a ja oikea reuna kohdassa
x = 1. Vastaavasti kuin kohdassa 11.1, alueen L, pinta-ala voidaan laskea
kahdessa osassa: paraabeliny = 1 — (z —a)? ja z-akselin rajoittama pinta-ala
vasemmasta reunasta paraabelien leikkauspisteen kohdalle ja paraabeliny =
1 — 2?2 ja z-akselin rajoittama pinta-ala paraabelien leikkauspisteen kohdalta
oikeaan reunaan.

Ratkaistaan leikkauspisteen z-koordinaatti laskinohjelman avulla.

l—2?=1—(r—a)

r = — | /P-bht6p)
2

Muodostetaan lauseke alueen L, pinta-alalle.

a

1

A, = / 1—(x—a)2dx—|—/1—:v2da:

—14a %
a? 4
G 1y
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Tehtdvanannon mukaan L,:n pinta-ala on puolet Fy:n pinta-alasta, joten saa-

daan yhtalo

2 Bl
[GCRIEN

—
[N}
w

Laskinohjelma antaa yhtalon ratkaisuiksi

a = —3,75877. ..
a = 0,69459 . ..
a=3,0641...

Tehtdvanannon mukaan a > (0 jatoisaalta, josa > 2, yhteisen alueen pinta-ala
olisi nolla. Nain ollen ainoastaan a = 0,69459 ... ~ 0,695 kady vastaukseksi.

1p.(yht. 12 p.)

Vastaus: Yhtal6 on ‘11—; —a+ % = 0 ja kysytty arvo on 0,695.

Huomaa! My6s kohdassa 2 voi hyddyntaa yhteisen alueen symmetriaa ja muo-

dostaa yhtaldn vain yhden integraalin avulla.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Bézier-kayria (12 p.)

Aineisto:

12. A Teksti ja animaatio: Bézier-kayran maaritelma

Bézier-kayria kaytetaan tietokoneavusteisessa suunnittelussa (CAD), joka on vektori-
grafiikan tarkea sovelluskohde. Bézier-kayra maaritetaan niin sanottujen ohjauspis-
teiden avulla, kuten tekstissa 12.A on kuvattu.

1. Erés lineaarinen Bézier-kdyra koostuu pisteistd B(t) = (4t,t +2),0 < ¢t < 1.
Maarita taman kdyran ohjauspisteet. (4 p.)

2. Eraan toisen asteen Bézier-kdyran ohjauspisteet ovat Py = (—2,0), P, = (0, 8)

ja Py = (2,0). M&arita kayran yhtalé muodossa y = f(z). (8 p.)

Ratkaisu.

12.1. Annettu kayré on B(t) = (4t,t + 2),jossa 0 < t < 1.

Bézier-kayran ohjauspisteet 16ytyvat, kun kayran alku- ja loppupisteet vastaa-
vatarvojat =0jat = 1:

Kunt =0, B(0)=(4-0,0+2)=(0,2)2r-0n2p)
Kunt=1, B(1)=(4-1,1+2) = (4,3)(2ponsp)]
Vastaus: Ohjauspisteet ovat Py = (0,2) ja P, = (4, 3).
12.2. Annetut ohjauspisteet ovat:
Py=(-2,0), P =(0,8), P,=(2,0)
Aineiston mukaan toisen asteen Bézier-kdyran parametriyhtalé on:
B(t) = (1 —t)*Py+2t(1 —t)P, + *P,

Bt) = (1 - 1/(~2,0) + 2t(1 — £)(0,8) + (2,0)
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Lasketaan x-koordinaatti:
z(t)=(1—1)2 (=2)+2t(1—t)-0+1*-2
= —2(1 — 2t +t*) + 2¢°
= —2 4t — 2% + 27
= —2 44t
Lasketaan y-koordinaatti:
y(t) = (1—1)>-04+2t(1 —t)-8+¢>-0
= 16t(1 —t)
= 16t — 16t*
Taten Bézier-kayran parametriyhtald on:
B(t) = (~2 + 4t, 16t — 1612),
kun0 <t <1.

Ratkaistaan kayran yhtalé y = f(x).

r=—-2+4+4t
y = 16t — 16t*
Ensimmaisesta yhtalosta saadaan © = —2 + 4¢, josta ratkaistaan t:
r=—-2+44t
r+2=4t
T+ 2
==
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Sijoitetaan tdma ¢ toiseen yhtdléén y = 16t — 16t%:

T+ 2 :z?+22
y =16 — 16
= 10( ") - 19(*57)

——

16

=4(x+2) — (v +2)
=4z + 8 — (2% + 4z + 4)
=dr+8—2*—dr —4

=4 — 22

Laskinohjelman avulla Bézier-kdyran yhtaldksi saadaan:

Yot
Vastaus: Bézier-kayran yhtalé ony = 4 — 22

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Epajatkuva funktio (12 p.)
Olkoon f: R— > R,

(@) 3r — 5, kun z <1,
xTr) =
2> +2—2, kun o > 1.

Jalmari on osoittanut seuraavalla tavalla, etta f'(1) = 3.

Lasketaan funktion f erotusosamaaran toispuoleiset raja-arvot kohdassa
x = 1. Tallgin

— f(1 3r—5—(3-1-5 3r—3
lim M:hm < ( ): lim *
z—1— x—1 r—1— x—1 z—1— ¢ — 1
—1
I (Gt D B
rx—1— aj—]_
ja
— f(1 2 —2—(1241-2 2 -2
limM—li Tt (1° + ):hmi
z—1+ rz—1 z—1+ r—1 =1+ x—1
—1 2
g B2 DERD )=
r—1+ :L‘—l r—1+

Koska erotusosamaaran toispuoleiset raja-arvot ovat yhta suuret ja niiden
yhteinen arvo on 3, niin funktio f on derivoituva kohdassa xz = 1ja f'(1) =
3.

1. Osoita, ettd f ei ole jatkuva kohdassa = = 1. Miksi tdma on ristiriidassa Jalmarin
tuloksen kanssa? Minka virheen Jalmari tekee todistuksessaan? (6 p.)

2. Osoita, ettd f on monotoninen joukossa R. (6 p.)

Ratkaisu.

13.1. Tutkitaan funktion f jatkuvuutta kohdassa x = 1. Funktio f on jatkuva koh-
dassaz = 1, jos

lim f(z) = lim f(z) = f(1).

z—1— r—1t

Tarkastellaan vasemman- ja oikeanpuoleisia raja-arvoja erikseen:
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13.2.

*« Kunz — 17 (eli lahestytaan arvoa 1 vasemmalta), kaytetdan lauseketta
f(x) =3z —5:

lim f(z)=3-1-5=-2.

r—1—

« Kunx — 17 (elildhestytadn arvoa 1 oikealta), kaytetaan lauseketta f(x) =
2
¢ +r—2

lim f(z)=1"+1-2=0.

r—1t

Toispuoleiset raja-arvot eivat ole yhta suuret, joten funktion raja-arvoa ei ole
olemassa kohdassax = 1. Funktio f(x) eisiis ole jatkuva kohdassa
r=1. Témé on ristiriidassa Jalmarin tuloksen kanssa, silla funktion
tulee olla jatkuva, jotta se voisi olla derivoituva.

Jalmarin virhe oli kayttaa vaaraa lauseketta funktion arvolle kohdassa x = 1
erotusosamaaran oikeanpuoleista raja-arvoa laskettaessa.

Jos Jalmari ei olisi tehnyt virhettaan, hanen laskunsa olisi edennyt seuraavasti:

(x) — f(1 2+r—2—(3-1-5
lim 7“[) /( ): lim G ( )
r—1 x—1 z—11 xr—1
. x4 x
= lim

z—1+t . —1

Talldin han olisi saattanut huomata, ettei toispuolisista erotusosamaaran raja-
arvoista tule samaa tulosta.

Funktio f on paloittain maaritelty funktio, jonka lauseke kuvaa nousevaa suo-
raa, kun x < 1. Nouseva suora on kasvavan funktion kuvaaja. Tasta voisi paa-
tella, etta funktion tulee olla kasvava koko maarittelyjoukossaan.

Funktio on monotoninen, jos se on koko maarittelyjoukossaan pelkastaan kas-
vava tai pelkastaan vaheneva. Halutaan siis nayttaa todeksijoko f(z1) < f(z2)
tai f(z1) > f(xe), kunzy < x9, kaikilla z1, 29 € R.

Tutkitaan funktion monotonisuutta kolmessa osassa.
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1

2)

Tutkitaan funktion f monotonisuutta, kun z1, x5 < 1.
T < To H -3
3x1 < 314 || -5

3r1 — 9 < 3T9—5H
f(x1) < f(x2)

Saatiin naytettya, etta funktio f on aidosti kasvava, kun z < 1.
Koska funktio on aidosti kasvava, se on myds kasvava.

Koska funktio f oli kasvava kohdassa 1), tutkitaan nyt funktion f kasvavuut-
ta, kun xy, 29 > 1.

Tutkitaan funktion f lauseketta, kun x > 1. Lauseke kuvaa ylospain aukea-
vaa paraabelia. Toisen asteen polynomi on jatkuva ja derivoituva.

flz)=2*+2 -2
fl(z)=2x+1

Maaritetaan derivaatan nollakohta ja kulkukaavio.

20+1=0

Derivaatan lauseke kuvaa nousevaa suoraa. Maaritetaan kulkukaavio.
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3)

=112

2x+ 1 —

X*+X-2 \ /

Kulkukaaviosta nahdaan, etta tutkittava polynomifunktio on ai-

dosti kasvava, kun x > —5.

1
Koska 1 > —i,funktio f on myos kasvava, kun xo > 1 > 1.

Tutkitaan viela funktion f kasvavuutta epajatkuvuuskohdan ymparillg, eli
kunzy < ljaxgy > 1.

Funktio on siis kasvava, kun z < 1. Lasketaan funktion suurin arvo, kun
r <1.

f1)=3-1-5=—2

Tasta voidaan paatell, etta

Fon) < -2

Koska 1 < z ja koska funktio f on kasvava, kun x > 1, voidaan paatella,
etta

P+1-2<a2’+z-2

0 < 2+ o — 2, CETETH)
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Yhdistamalla nama voidaan kirjoittaa

31, -5 < —-2<0<z’+zx—2

fa) < flxs).
Kohtien 1, 2 ja 3 nojalla funktio f on kasvava joukossa R, joten se on monoto-

ninen joukossa R.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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