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1. Kulmanmetsastys (12 p.)

Maarita kuviin merkityt tuntemattomat kulmat asteen tarkkuudella.

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen kohdan vastaus on kokonaisluku.

1.1 Maarita kulma «. (2 p.)

o
2
2
2
o= | astetta
1.2 Maarita kulma (3. (2 p.)
90°
65° B
B=| astetta
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1.3 Maarita kulma . (2 p.)

N = | astetta

1.4 Maarita kulma 4. (2 p.)

137°

90°

6= astetta
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1.5 Maarita kulmae. (2 p.)

50°
€
23°
83°
€= | astetta
1.6 Maarita kulma . (2 p.)
¢ =] astetta
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Ratkaisu.

Vastaukset.

1.1 60
12 25
13 51
1.4 47
15 24
16 62

Nain vastauksiin paadyttiin:

1.1 Kolmion kaikkien sivujen pituus on 2. Kolmio on siis tasasivuinen. Tasasivuisen
kolmion kaikki kulmat ovat 60 asteen suuruiset. Kulman « suuruus on siis 60
astetta.

1.2 Kolmion kulmien summa on 180 astetta. Lasketaan kulman /3 suuruus:
180° = 90° + 65° + 3
B = 180° — 90° — 65°
= 25°
Siis § = 25 astetta.

1.3 Kolmion kahden sivun pituudet ovat 3. Kolmio on siis tasakylkinen ja yhta pitkien
sivujen eli kolmion kylkien valinen kulma on kolmion huippukulma (jonka suu-
ruus on kuvan mukaan 78°). Kolmion muut kulmat ovat kantakulmia ja ne ovat
keskenaan yhta suuret. Kolmion vasen alakulma on siis yhta suuri kuin kysytty
kulma . Kolmiossa on siis kaksi kulmaa, joiden suuruus on kysytty . Kolmion
kulmien summasta saadaan

180° = 78° + v + 7y

2y = 180° — 78°
2y =102° [|:2
v =51°

Eliv = 51 astetta.
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1.4 Kolmion vasemmassa yldkulmassa on kulma z, joka on 137°:een kulman vierus-
kulma. Vieruskulmien summa on aina 180 astetta. Ratkaistaan kulma x:

180° = 137° + «
r = 180° — 137°
r = 43°

Koska kolmion kulmien summa on 180 astetta, voidaan laskea kulman § suu-
ruus:

180° = 90° +43° 49
0 = 180° — 90° — 43°
= 47°

Siis & = 47 astetta.
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1.5

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Kolmion kulmien summa on 180 astetta. Lasketaan kulman € suuruus:
180° = 50° + 83° + 23° + €
€ = 180° — 50° — 83° — 23°
= 24°

Eli ¢ = 24 astetta.

‘ Ratkaisuvaihtoehto 2

Kolmion kulmien summa on 180 astetta. Lasketaan kuvassa olevan alemman
kolmion vasemman ylakulman y suuruus:

180° = 83° +23° +y
y = 180° — 83° — 23°
y=T74°
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Ylemman kolmion vasen alakulma z on kulman y vieruskulma. Ratkaistaan kul-

ma z:
180° = T4° + =
z = 180° — 74°
z = 106°

Ylemman kolmion kulmien summa on 180 astetta. Kulman € suuruus on siis

180° = 50° + 106° + €
e = 180° — 50° — 106°
= 24°

Eli e = 24 astetta.

1.6 Kuvaan merkitty 124 asteen kulma on ympyran keskuskulma. (Tama ei kay var-
muudella ilmi kuvasta, koska ei ole kerrottu, etta kulman karki on nimenomaan
ympyran keskipisteessa. Tehtava ei kuitenkaan ratkea ilman, etta oletetaan kul-
man olevan nimenomaan keskuskulma.) Kulman karki on siis ympyran keski-
pisteessa ja kulman kyljet rajaavat ympyran kehaltd kaaren. Kysytty kulma ¢
puolestaan on tata samaa kaarta vastaava kehakulma eli kulma, jonka karki on
ympyran kehalla ja jonka kyljet rajaavat ympyran kehalta saman kaaren kuin
124 asteen keskuskulma. Kehakulmalauseen perusteella tallaisen kehdkulman
¢ suu1r2uijs on tasmalleen puolet sita vastaavan keskuskulman suuruudesta. Eli
(= 5 = 62°.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Polynomi (12 p.)

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen kohdan vastaus on kokonaisluku.

1. Laske polynomin p(x) = 122® + 4z arvo kohdassa z = 2.

| [3p)

2. Laske polynomin p(z) = 122% + 4x derivaatan arvo kohdassa z = 1.

| [3p)

2
3. Laske mééréttyintegraali/ (122° + 4x) dx.
1

\ |3p.)

4, M3érit3 neljannen asteen termin kerroin polynomissa (1223 + 4x)2.

| [EF

Ratkaisu.

1. 104 GE5RER)

Polynomin arvo tietylla x:n arvolla lasketaan sijoittamalla x:n arvo polynomin lausek-
keeseen z:n paikalle.

p(z) = 122° + 42
p(2)=12-2°+4-2
p(2) =12-8+8=13-8 =104

2. 19 EEOEE)

Derivoidaan polynomi p(x) = 1223 + 4z kayttdmalla derivointisdantsja

Dx=1
Dkf(x) =kD f(x)
Dz" = na™ !
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pr)=12-32 +4-1
p'(z) = 362° + 4

mafy.fi

Lasketaan derivaatan arvo kohdassa x = 1 edellisen kohdan tapaan sijoittamalla

x:n paikalle luku 1.
P(1)=36-1+4
p'(1) =40

5. 51 (2

Lasketaan integraali kayttamalla integrointikaavoja

Jt@+g@nar= [ f@)ae+ [ g

[ s o= [ fa)as

/m”dx—x + C.
n—+1

2
/ (122% + 4x) dz
1

2 2
—/ 1243 d:L'+/ 4o dx
1 1
2 2
:12/ x3dx+4/ x dx
1 1
2, 4 2, 9
T T
12/ T 4/ o
(5) /(%)
1 1
4 4 2 2
D) (= WY (A
4 4 2 2

1

|
Ut
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4. 96 3p.(yht. 12 p.)

Tutkitaan polynomia avaamalla sulut. Kyseessa on binomin nelig, joten kaytetaan
muistikaavaa (a + b)? = a* + 2ab + b*.

(122 + 42)? = (120%)* + 2 - (122°) - (42) + (42)°
= 12225+ 2. 12 - 4zt + 4222
= 1442° 4+ 962* + 1622

Neljdnnen asteen termi on se, missd x:n potenssi on 4, eli tissa tapauksessa 96+

Muuttujan edessa oleva kerroin 96 on kyseisen termin kerroin.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Itseisarvoyhtaloita (12 p.)

Ratkaise algebrallisesti tai geometrisesti seuraavat yhtalot.

1. |ly+ 3| =|y+5].(6p.)

2. ||+ |z =5 ="7.(6p)

Ratkaisu.
1.
Ratkaisuvaihtoehto 1:
Yhtalo
ly+ 3] = [y +5]
on tosi, kun joko yhtalé y + 3 = y + 5 taiyhtdlo y + 3 = —(y + 5) on tosi.
-2 p. (yht. 2 p.)

y+3=y+5 |-y
3=5

Tama yhtalé on epatosi riippumatta y:n arvosta, elisill ei ole ratkaisua, (2P-Ot4P)
y+3=—(y+5)
y+3=-y—-5 [[+y
2y+3=-5 || -3
2u=-8 | :2

y = 1 (eoen)

Vastaus: y = —4
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] Ratkaisuvaihtoehto 2: \

Kaytetaan hyodyksi itseisarvon geometrista tulkintaa. Itseisarvo
ly+3 =1y = (=3)]
on luvun y etdisyys luvusta —3, ja vastaavasti itseisarvo
ly+5] =y = (=9)]
on luvun y etdisyys luvusta —5. Nain ollen yhtalén
ly+3| = ly + 5]

ratkaisut ovat lukuja, joiden etaisyys luvusta —3 on sama kuin luvusta —5.

Luku —4 toteuttaa tdman ehdon, joten ratkaisu on y = —4. Muita rat-
kaisuja ei ole, silla kaikki muut luvut ovat eri etaisyydella luvusta —3 ja luvusta —5.
2p. (yht. 6 p.)

Vastaus: y = —4

] Ratkaisuvaihtoehto 3: \

Yhtalossa
ly + 3| = |y + 5

molemmat puolet ovat itseisarvoina epanegatiivisia, joten korottamalla yhtal6 puo-

littain neli66n saadaan yhtapitava yhtalo.
ly+3° = |y +5/”
(y+3)* = (y +5)*
V¥ 4+2-y-3+32=¢y>42-y-5+5
Y+ 6y +9=9"+10y+25 | —¢?
6y +9=10y +25 | — 6y
9=4y+25 || —25

—16 = 4y BeVAR) ||y

—4=y

y — — 1 (o)
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Vastaus: y = —4

] Ratkaisuvaihtoehto 4: \

Ratkaistaan yhtalo osissa tarkastelemalla eri véleja y < —5, =56 < y < —3

jay > —3 erikseen. Aloitetaan tarkastelemalla tilannetta y < —5.
Tallin |y + 3| = —(y+3) = —y —3jaly+ 5| = —(y +5) = —y — 5, joten
yhtaldsta tulee

—y—3=-y—5 [ +y
—3=-5
Yhtal6 on epatosi, joten valilla y < —5 ei ole ratkaisuja. m

Tarkastellaan sitten vélia —5 < y < —=3.Talléin [y + 3| = —(y+3) = —y — 3ja
ly + 5| = y + 5, joten yhtalosta tulee

—y—3=y+5 ||+y
—3=2+5 ||-5
—8=2y | :2
—4 =y

y— 1 ([

Loydetty ratkaisu on tarkasteltavalla valilla, joten se todella on alkuperaisen yhta-
16N ratkaisu. Tarkastellaan viela lopuksi tilannetta y > —3. Tallgin |[y+3| = y+3
jaly + 5| = y + 5, joten yhtalésta tulee

y+3=y+5 |-y
3=5

1p.(yht.6p.)

Yhtal6 on epatosi, joten valilla y > —3 ei ole ratkaisuja.

Vastaus: y = —4
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Ratkaisuvaihtoehto 1:

Kaytetaan hyddyksi itseisarvon geometrista tulkintaa. Itseisarvo
2] = 0]
on luvun z etaisyys nollasta, ja vastaavasti itseisarvo
|z = 5]

on luvun x etdisyys luvusta 5. Nain ollen yhtalon ratkaisu on sellainen luku z, jonka
etaisyyden nollasta ja etaisyyden luvusta 5 summa on 7.

Kun z on vélin [0,5] ulkopuolella, ylla mainittujen etéisyyksien summa on kaksi
kertaa luvun z etaisyys lahempaan luvuista 0 ja 5 plus 5. Tasta voidaan paatella,
ettd ollakseen ratkaisu, luvun z etaisyyden lahempaan luvuista 0 ja 5 taytyy olla 1,
silla talldin etdisyyksien summaksi tulee 7. Tasta voidaan paatelld, etta ratkaisut

ovatz = —1jaz = 6.

Muita ratkaisuja valin [0,5] ulkopuolella ei ole. Kun x on valilla [0,5], sen etaisyyden
nollasta ja etaisyyden luvusta 5 summa on 5, joten ratkaisu ei voi olla vélilla [0,5).

2p.(yht. 12 p.)

Vastaus: r — —1 taix = 6.

] Ratkaisuvaihtoehto 2: \

Ratkaistaan yhtal® osissa tarkastelemalla erivaleja x < 0,0 < z < Sjazxz > 5

erikseen. Aloitetaan tarkastelemalla tilannetta x < 0. Talléin |z| =
—zjalr — 5| = —(xr —5) = —x + b, joten yhtalosta tulee

lz| + |z —5| =7
—x+(—x+5)="7
—2r+5=7 || -5
—2r=2 |:(-2)

— _1 1p.(yht.9p.)
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Loydetty ratkaisu on tarkasteltavalla valilla, joten se todella on alkuperdisen yh-

talon ratkaisu. Tarkastellaan seuraavaksi valia 0 < z < 5. Tallgin |z| = x ja
|z — 5| = —(z — 5) = —x + 5, joten yhtalosta tulee
lz| + |z —5| =7

T+ (—z+5) =17
5=17

Tama yhtald on epatosi riippumatta muuttujan x arvosta, jotenvalilla 0 < z < 5
ei ole ratkaisuja. Tarkastellaan viela lopuksi tilannetta x > 5. Tallin

|z| = zja|r — 5] = x — b, joten yht&l6sta tulee
2|+ |z =5 =7
rT+r—-5=7
20 —5=7 | +5
20 =12 | :2

1p. (yht. 12 p.
r=6UPY p.)

Loydetty ratkaisu on tarkasteltavalla valilla, joten se todella on alkuperaisen yhta-
[6n ratkaisu.

Vastaus: z = —1taiz =6

] Ratkaisuvaihtoehto 3:

Kirjoitetaan yhtal6 toiseen muotoon.
|z| + |z —5|=7
[z =5 =T~ |z]

Ylla olevan yhtalén vasemmalla puolella on vain itseisarvolauseke, joten yhta-
16n vasen puoli on ei-negatiivinen. Jos |z| > 7, niin yhtalén oikea puoli on ne-
gatiivinen, jolloin yht&lolla ei ole ratkaisua. Jos taas |z| < Teli =7 < z < 7,
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niin myds oikea puoli on ei-negatiivinen. Tutkitaan yhtalda tilanteessa
—7 < x < 7.Korotetaan yhtalon molemmat puolet toiseen.
2 2
|z =57 = (7 — |z)
2

(z =52 =T7"=2-7-|2| + |z
°—2-x-5+5 =49 — 1d|z| + 2?

2 — 10z + 25 = 49 — 14|z| + 22 (pOhER)] 2
— 10z + 25 = 49 — 14|z | — 25

—10z =49 — 25 — 14|z|
—10x =24 — 14jz| ||+ 4|z| + 10x
14|z| = 102 + 24

Ylla olevan yhtaldon vasemmalla puolella on positiivinen vakio kertaa itseisarvo-

lauseke, joten vasen puoli on ei-negatiivinen. Tutkitaan, milla ehdolla oikea puoli
on ei-negatiivinen.

10z +24 >0
10z > —24 | :10
—24
T > —
— 10
s 12
- 5
x> —-24

Ratkaisua ei ole, jos z < —22. Oletetaan, ettd —1 < - < 7 ja korotetaan yhtalén
molemmat puolet toiseen.

(14|z])* = (102 + 24)*
14°|2° = (10x)* 4 2 - 10z - 24 4 247
19622 = 10022 + 480z + 576 | — 10022 — 480z — 576
9622 — 480z — 576 = 0 | : 96
e T

12 + (=5)z + (—=6) = 0
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Ratkaistaan yhtalé toisen asteen yhtélén ax? + bx + ¢ = 0 ratkaisukaavalla.

—b £ Vb? — 4ac
T = la=1,b=—-5,c=—6
2a
(=5 £ V(5P -1 1-(=6)
xr =
2-1
5+ 449
r=—
2
$_5i7
2
x—5+7taix—5_7
) 2
, -2
r=—talr=—
2 2

r=6taix=—1

Saadut ratkaisut toteuttavat ehdon —% < x < 7, joten ne ovat yhtalon ratkaisut.

Vastaus: x = —1taiz =06

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Laskuvarjohyppaaja (12 p.)

Mallinnetaan laskuvarjohyppaajan putoamisnopeutta funktiolla

et/ —1
’U(t) = 80m,

kun aikaa t mitataan sekunneissa hyppayshetkesta ¢t = 0 alkaen ja nopeuden yksikkd
on metria sekunnissa.

Johda derivaattakaava

et —1
et/ +1°
Maarita hyppaajan ensimmaisen 20 sekunnin aikana putoama matka, joka saadaan

integraalista
20
h—/ v(t) dt.
0

Johdetaan kysytty derivaattakaava.

D(81n(et/4 +1)—t) =

Ratkaisu.

D(81n(et +1) 1) = D(s1n(eh + 1)) - D [E0TE)
=8Dln<ei —|—1> -1

Kaytetaan sisafunktion derivaatan kaavaa D f(g(t)) = f'(g(t)) - ¢'(t). Tassa f(t) =
In(t)jag(t) = ei 4+ 1.

—8.

Dt +1) - 1 (R

ei—kl
1

—8.

- (Dei +D1> 1
er +1

Kaytetaan sisafunktion derivaatan kaavaa D f(g(t)) =
t

("fl ja (](f) =7

f'(g(t))-g'(t). Tassa f(t) =

o

1 t
=8 — -(e -D——l—O)—l
er +1 4
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—se i (e ]) - G
4

.eﬁ—l—l

t
_ 2 (o)

e1+1
Lavennetaan termi —1 luvulla e + 1, jotta saadaan termien nimittajat samoiksi.
t t
2ex er +1
e e
et +1 ex+41
2t — (ef +1)
i3
er+1

2¢i —ei — 1
=
es +1

t
_ et 1 1p. (yht. 6 p.)

ei+1
Madritetaan kysytty matka integraalin avulla.

20 20,

[owar= [ 505 =" TR
i+
0

e4
0

20

zso/ei_ldt
/ e1 4+ 1
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Kaytetadn edellad johdettua derivaattakaavaa.

=380 7(8 ln(ei + 1) - t) 2p. (yht.9p.)
0
= 80[(8m(e¥ +1) —20) — (8m(e +1) —0)]
=80(8In(e” + 1) — 20 — 81In(2))
— 1160,68. ..
~ 1200 (2.0t 12p))

Vastaus: Hyppadjan putoama matka on noin 1200 metria.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Lampétilaruudukko (12 p.)

Aineisto:

5.A Taulukko: Lampétiloja

Lampotilajakaumaa voidaan mallintaa ruudukolla, jossa ruudussa oleva luku on ky-
seisen ruudun lampétila celsiusasteina. Lamp6tilat noudattavat seuraavaa keskiar-
voperiaatetta: jokaisen ruudun ldmpdtila on neljan naapuriruudun lampétilan kes-
kiarvo. Ruudut ovat naapuriruutuja, jos niilld on yhteinen sivu.

Tassa tehtavassa tutkitaan taulukon 5.A tilannetta. Siina esimerkiksi lampétila 15 to-
teuttaa keskiarvoperiaatteen mukaisen yhtalén

0+104+20+30

1 =

Muodosta ruudukon tuntemattomille Iampétiloille  ja y keskiarvoperiaatteen mu-
kaiset yhtalot ja ratkaise ne.

15.

Ratkaisu.

Muodostetaan yhtalot tehtavanannossa annetun keskiarvoperiaatteen mukaan. Ai-
neiston taulukon mukaan x:n ruudun viereisissa ruuduissa olevista luvuista saadaan

P2 3000y (s

Vastaavasti luvulle ¢y saadaan viereisen ruutujen lukuja hyddyntamalla yhtalo

= Q10480 Gy

4

Vastaavasti taulukossa olevan luvulle 30 tulee toteuttaa keskiarvoperiaate. Tasta saa-
daan yhtald

g0 = O+20+2+30
1 :

Ratkaistaanylla olevista kolmesta yhtaldsta muodostettu yhtaloryhma CAS-ohjelman
solve-toiminnolla. Ohjelma antaa tuloksen, ettd yhtaloryhmalla ei ole ratkaisua.
Samaan tulokseen paddytaan myds kasin laskemalla. Esimerkiksi jos ratkaistaan kah-
den ensimmaisen yhtalén muodostama yhtalopari, saadaan ratkaisuksi + = 46,
y = 64. Tama ratkaisu ei kuitenkaan toteuta kolmatta yhtaléa. Siis ei ole olemas-

sa ehtoja toteuttavia lukuja x ja y.
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Vastaus: Ei ole olemassa ehtoja toteuttavia lukuja z ja v.

Pisteytyksesta: Jos muodostaa kahdesta yhtaldsta yhtaléparin muodostamatta kol-
matta yhtalda ja ratkaisee yhtaloparista virheettémasti muuttujat x ja y, saa 10 pis-
tetta. Nain saatu vastaus on kuitenkin virheellinen.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Piste hukassa (12 p.)

Tason pisteen C' etaisyys pisteestd A = (5,4) on \/Q_Oja etaisyys pisteestd B =
(8,—2) on V/65. Lisaksi pisteen C' etéisyys pisteen B kautta kulkevasta, vektorin
5i+2j suuntaisesta suorasta s on alle 7. Maarita pisteen C' koordinaatit seka pisteen
C tarkka etdisyys suorasta s.

Ratkaisu.

] Ratkaisuvaihtoehto 1: \

Tehtavassa tarkastellaan tason pistettd C', mutta tehtdvanannossa ei tarkkaan ot-
taen sanota, etta piste C olisi samassa tasossa kuin pisteet A ja B. Pisteet A ja B on
kuitenkin esitetty kahden koordinaatin avulla, ja suoran s suuntavektori on annet-
tu zy-koordinaatistossa yleisesti kaytettyjen kantavektorien 7 ja j avulla, joten tehta-
vassa on luontevaa tulkita, etta tarkastellaan vain yhta tasoa, ja tasoksi voidaan valita
xy-taso.

Merkitaan tuntemattoman pisteen C' koordinaatteja (z¢, Yo ).
Pisteiden (x1, 41 ) ja (w2, y2) valinen etéisyys lasketaan kaavalla

d= \/(xl —22)% + (y1 — 42)*.

N&in ollen pisteen C etdisyys pisteestd A = (5,4) on

doa =/ (tc — 5)2 + (yo — 4)2 = V20 (1)

ja etaisyys pisteesta B = (8, —2) on

dep = /(zc — 8)% + (yc +2)2 = V65. Q)

Pisteytyksesta: Jos molemmat yhtaldt on esitetty oikein, 3 p.Jos jommassa kummassa
yhtaldssa on puutteita, tasta kohdasta enintaan 2 p.

Yhtaloista (1) ja (2) saadaan yhtalépari, jonka ratkaisuiksi saadaan CAS-ohjelmalla

te=1ljayc=2 tai xc=9jayc = 6. 2RYMEER
Muodostetaan suoran s yhtalén normaalimuoto. Suoran yhtalén normaalimuoto on

ar + by +c =0, (3)
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kun suoran suuntavektori on muotoa bi — aj. Koska suoran s suuntavektori on
51+ 27 = 5i — (—27),
kertoimen a arvoksi saadaan —2 ja kertoimen b arvoksi 5.
Kun sijoitetaan a = —2 ja b = 5 yhtaloon (3), saadaan
—2r+5y+c=0. (4)

Koska piste B sijaitsee suoralla s, tulee sen koordinaattien toteuttaa suoran yhta-
16. Sijoitetaan pisteen B koordinaatit yhtaloon (4) ja ratkaistaan vakion ¢ arvo CAS-
ohjelmalla.

—2-845-(=2)4+¢c=0
¢ = 26 (20D
Suoran s yhtalén normaalimuodoksi saadaan siis

o + 5y 4 26 — 0. (0

Pisteen (o, yo) etaisyys suorasta ax + bx + ¢ = 0 on

laxo + byo + ¢
Vaz+2

Sijoitetaan pisteen C' aiemmin ratkaistut, mahdolliset koordinaatit ja suoran s yh-
talon vakiot a, b ja c ylla olevaan lausekkeeseen ja tutkitaan, kumpi vaihtoehdoista
toteuttaa tehtdvanannon ehdon, jonka mukaan etaisyys suorasta on pienempi kuin
7.

Jos koordinaatit ovat (1, 2), etaisyys on
| —2-1+5-2+ 26 B 134]
VeV
34
V29
~ 6,3136... < 7(1Pbt10p)]
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Jos koordinaatit ovat (9, 6), etaisyys on

| —2-945-6+26]  |38]
V29 V29

38

/29

~ 17,0564 ... > 7(R0RETTR))

Huomataan, etta vain piste (1, 2) toteuttaa annetun ehdon.

Vastaus: Piste C' on (1,2) ja sen etaisyys suorasta s on —. (10T 12P)

] Ratkaisuvaihtoehto 2: \

Tehtavassa tarkastellaan tason pistettd C', mutta tehtdvanannossa ei tarkkaan ot-
taen sanota, etta piste C olisi samassa tasossa kuin pisteet A ja B. Pisteet A ja B on
kuitenkin esitetty kahden koordinaatin avulla, ja suoran s suuntavektori on annet-
tu zy-koordinaatistossa yleisesti kaytettyjen kantavektorien 7 ja j avulla, joten tehta-
vassa on luontevaa tulkita, etta tarkastellaan vain yhta tasoa, ja tasoksi voidaan valita
Ty-taso.

Merkitdan tuntemattoman pisteen C' koordinaatteja (z¢, yc).
Pisteiden (x1, 41 ) ja (w2, y2) valinen etéisyys lasketaan kaavalla

d= /(21— 22)2 + (y1 — y2)2.

Nain ollen pisteen C etdisyys pisteestd A = (5,4) on

doa = V/(zc = 5)* + (yo — 42 = V20 M)
ja etaisyys pisteesta B = (8, —2) on
dep = \/(xc —8)2+ (yc +2)? = V65. )

Pisteytyksesta: Jos molemmat yhtaldt on esitetty oikein, 3 p.Jos jommassa kummassa
yhtaldssa on puutteita, tasta kohdasta enintaan 2 p.

Yhtaldista (1) ja (2) saadaan yhtalopari, jonka ratkaisuiksi saadaan CAS-ohjelmalla

.TC:ljayCZQ tai xC:9jay(j:6.

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 26


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Muodostetaan suoran s yhtald. Koska suoran suuntavektori on
51 + 27
suoran kulmakerroin on

- 2. ()
)

Kun suoran kulmakerroin on k ja se kulkee pisteen (g, o) kautta, sen yhtalé on
Y — Yo = k(z — ).

Suora s kulkee pisteen B = (8, — 2) kautta ja sen kulmakerroin on Z. Nin ollen
suoran s yhtaldksi saadaan

Yy — (_2) — —<.T - 8) 1 p. (yht. 8 p.)
y+2=2(z—8) |-5

5
5y + 10 = 27 — 16

o 4 5y + 26 — o (TE0EE

Tarkastellaan seuraavaksi pisteen C' etdisyytta suorasta s. Pisteen (o, yo) etaisyys
suorasta ax + bx + ¢ = 0 on

laxo + byo + ¢

Sijoitetaan pisteen C' aiemmin ratkaistut, mahdolliset koordinaatit ja suoran s yh-
talon vakiot a, b ja c ylla olevaan lausekkeeseen ja tutkitaan, kumpi vaihtoehdoista

toteuttaa tehtdvanannon ehdon, jonka mukaan etaisyys suorasta on pienempi kuin
7.

Jos koordinaatit ovat (1, 2), etaisyys on

| —2-1+5-2+26] 34|

V29 V29
34
V29

~ 6,3136 ... < 7(Tp0ne10p)
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Jos koordinaatit ovat (9, 6), etaisyys on

|—2-945-6+26] |38
V29 V29
38

V29
A~ 7,0564 ... > 7(R0RETTR))

Huomataan, etta vain piste (1, 2) toteuttaa annetun ehdon.

34 1p.(yht. 12 p.)

Vastaus: Piste C' on (1, 2) ja sen etaisyys suorasta s on 5

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Scrabble (12 p.)

Englanninkielisessa Scrabble-pelissa pussissa on 100 laattaa, joista 2 on tyhjaa, 56
konsonanttilaattaa ja 42 vokaalilaattaa. Vokaalilaatoista yhdeksassa on A-kirjain. Pe-
laaja nostaa pussista 7 laattaa palauttamatta niita takaisin pussiin.

1. Milla todennakdisyydella ainakin yhdessa pelaajan nostamista laatoista on A-kirjain?
(6p.)

2. Milla todennakadisyydella ainakin yhdessa pelaajan nostamista laatoista on A-kirjain
silloin, kun tiedetaan pelaajan nostaneen kolme vokaalia? (6 p.)

Ratkaisu.

1. Merkitaan

A = "Ainakin yksi A-laatta”
ja A:n vastatapahtuma

A = "Ei yhtaan A-laattaa”.

Laattoja on yhteensa 100 ja 9:ssa niista on kirjain A, joten muita kuin A-laattoja on
91. Kaytetaan vastatapahtumaa ja tutkitaan todennakdisyytta sille, et-
tei pelaajan seitsemasta laatasta yhdessakaan ole kirjainta A. Laattoja ei palauteta

pussiin, joten jokaisella nostolla laattojen kokonaismaara pienenee.

Jokaisessa nostossa muun kuin A-laatan nostamisen todennakdisyys on

Muiden kuin A-laattojen lukumaara

P(Muu kuin A-laatta) = —— : : : e
Kaikkien pussissa olevien laattojen lukumaara
Ensimmaisessa nostossa suotuisia vaihtoehtoja eli muita kuin A-laattoja on yhtee-
sa 91 kappaletta. Koko pussi sisalsi alunperin 100 laattaa, joten ensimmaisessa
nostossa laatta nostetaan kaikkien 100:n joukosta. Talldin todennakdisyys saada
muu kuin A-laatta on
91

P(Muu kuin A-laatta) = 100°

Jokaisen noston valissa laattojen seka suotuisien laattojen etta kaikkien laattojen
lukumaadra pienenee yhdella.

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 29


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Todenndkdisyys kysytylle tapahtumalle on siis

P(A) =1- P(A)

pa)_1_OL 90 8 88 ST 85 8 mrem)
100 99 98 97 96 95 94

P(A) = 0,49436 ... ~ 0,49

Vastaus: Todennakdisyys, etta pelaaja saa seitsemalla nostolla ainakin yhden A-
laatan on noin 0,49.

2. Tiedetaan, etta pelaaja nostaa kolme vokaalia, joten todennakdisyys, etta niiden
joukossa on vahintaan yksi A-laatta on sama kuin, jos pelaaja nostaisi satunnai-

sesti kolme laattaa pelkkien vokaalien joukosta.

Merkitaan tapahtumaa ja vastatapahtumaa

B = "Ainakin yksi A-laatta”

B = "Ei yhtaan A-laattaa”.

Tutkitaan taas vastatapahtumaa, mutta tarkastellaan nyt vain kolmea nostoa vo-
kaalien joukosta. Vokaaleja on yhteensa 42 ja A-laattoja 9, joten muita kuin A-

laattoja on 42 — 9 = 33.
Kysytty todennakdisyys on
P(B) =1— P(B)UPont1op)

p(B) -1 3332 31 (g

42 41 40

P(B) = 0,52473... ~ 0,52

Vastaus: Todenndkdisyys sille, ettd kolmen vokaalin joukossa on vahintaan yksi
A on noin 0,52,

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Taivaanmekaniikka (12 p.)

Aineisto:

8. A Video: Maapallon akseli

Maapallo pyorii akselinsa ympari. Akselin ja Maan kiertoradan tason (eli ratatason)
normaalin valisen kulman suuruus on 23,5 astetta, ja akselin suunta pysyy samana
Maan kiertdessa Aurinkoa. Akselin asento on sellainen, ettd pohjoisnapa on kesa-
paivanseisauksena lahimpana Aurinkoa ja talvipaivanseisauksena kauimpana siita.
Videossa 8.A on havainnollistettu tilannetta.

Maarita Maan akselin ja Auringosta Maahan kulkevan sateen valinen kulma kuukausi
kesapaivanseisauksen jalkeen. Maapallon kiertorata oletetaan tassa ympyraksi.

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1: \

Piirretaan tilanteesta aluksi mallikuva. Sijoitetaan Aurinko origoon. Maapallo kulkee
Auringon ympari xy-tasossa yksikkdympyran kehaa pitkin. Oletetaan, etta positiivi-
nen kiertosuunta on kuvassa vastapaivaan ja kesapaivanseisauksena Maa sijaitsee
pisteessa (1, 0). Kuukauden kuluttua kesapéaivanseisauksesta Maa on liikkunut pis-

teeseen M. (2P-OMt2p)
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% koko vuodesta, jolloin kulma /3 on % taydesta kul-

Oletetaan, etta kuukausi on
masta:

5= 390 _ o (SR

12
Kuukauden pituudeksi voisi olettaa myds 30 tai 31 paivaa ja vuoden pituudeksi 365
paivaa. Talléin kulma [ on vastaavasti

30 31
B =—"-360°=29,5890...° tai [ = —="-360°=30,5753...°.
365 365
Yksikkéympyran piste M on talléin (cos(30°), sin(30°)) (2p-uhesp) ja Maasta Au-
rinkoon kulkeva yksikkovektori 7 on

= (0 — cos(30°))i + (0 — sin(30°)) + Ok
7 = — cos(30°)i — sin(30°)
V3. 1

T=—"i—=J.
5 2./
Suuntavektoriksi voi valita yhta hyvin myds taman vektorin vastavektorin, joka on

vektori Auringosta Maahan.

=3

Tarkastellaan seuraavaksi Maan akselia.
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05

KPS X

05

Merkitaan kiertoradan tason normaalivektoria 7, akselin suuntavektoria a seka nor-
maalivektorin ja akselin suuntavektorin valista kulmaa a.. Tehtavanannon perusteella
a = 23,5° ja kesapadivanseisauksena pohjoinen pallonpuolisko on Idhimpana aurin-
koa. Nain ollen Maan akseli on zz-tason suuntainen.

A

””” =

Valitaan akselin suuntavektoriksi yksikkdvektori
@ = —sin(23,5°)i + 0 + cos(23,5°)k.
@ = —sin(23,5°)i + cos(23,5°)F.

Suuntavektoriksi voi valita yhta hyvin myos taman vektorin vastavektorin.

Lasketaan akselin ja Auringosta Maahan kulkevan sateen valinen kulma.

S
=l

COS (4(57 7)) _ ) 1p. (yht. 11 p.)

8l
=1
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Koska kumpikin suuntavektoreista on selvasti yksikkdvektori, saadaan

(—sin(23,5°)) - (= cos(30°)) + 0 - ( —sin(30°)) + cos(23,5°) - 0

cos (£(a,T)) = T
cos (£(a,T)) = sin(23,5°) - cos(30°)
cos (£(a,T)) = 0,3453 ..
Z(a,7) = arccos(0,3453. . .)
— 69,7982 .°

N )
)

Vastaukseksi voi saada myos 110,2017. .. °, riippuen siitd, onko valinnut Auringos-
ta Maahan kulkevan sateen suuntavektorin vai Maasta Aurinkoon kulkevan sateen
suuntavektorin ja vastaavasti pohjoiselle vai eteldiselle pallonpuoliskolle osoittavan
akselin suuntavektorin. Jos vastaukseksi saa 110,2017 . . . °, tulee huomata, etta kah-
den suoran valinen kulma on enintaan 90°, jolloin oikea vastaus on

180° — 110,2017...° = 69,7982 ...° ~ 69,8°.

Jos kuukauden pituudeksi olettaa 30 paivaa ja vuoden pituudeksi 365 paivaa, vas-
taukseksi saa 69,7114 . .. °. Jos taas kuukauden pituudeksi olettaa 31 paivaa ja vuo-
den pituudeksi 365 paivaa, vastaukseksi saa 69,9214 ...°. YTL:n hyvan vastauksen
piirteissa (luettu 20.3.2024) oli mainittu vain tapa, jossa kuukauden oletetaan olevan
- koko vuodesta.

Vastaus: Maan akselin ja Auringosta Maahan kulkevan sateen vélinen kulma on noin
69,8°.

Pisteytyksesta: Jos oli perustellen olettanut kuukauden pituudeksi 30 tai 31 paivaa ja
vuoden pituudeksi 365 paivaa ja laskenut nailla oletuksilla oikein, saa myds taydet
pisteet.

| Ratkaisuvaihtoehto 2: |

Piirretaan tilanteesta aluksi mallikuva. Sijoitetaan Aurinko origoon. Maapallo kulkee
Auringon ympari xy-tasossa yksikkdympyran kehaa pitkin. Oletetaan, etta positiivi-
nen kiertosuunta on kuvassa vastapaivaan ja kesapaivanseisauksena Maa sijaitsee
pisteessa (1, 0). Kuukauden kuluttua kesépaivanseisauksesta Maa on liikkunut pis-

teeseen M. (2P-OMt2p)
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% koko vuodesta, jolloin kulma /3 on % taydesta kul-

Oletetaan, etta kuukausi on
masta:

5= 390 _ o (SR

12
Kuukauden pituudeksi voisi olettaa myds 30 tai 31 paivaa ja vuoden pituudeksi 365
paivaa. Talléin kulma [ on vastaavasti

30 31
B =—"-360°=29,5890...° tai [ = —="-360°=30,5753...°.
365 365
Yksikkéympyran piste M on talléin (cos(30°), sin(30°)) (2p-uhesp) ja Maasta Au-
rinkoon kulkeva yksikkovektori 7 on

= (0= cos(30°))i + (0 — sin(30°)) ] + OF
7 = —cos(30°)i — sin(30°)7.
V3. 1o

T=—"i—=J.
5 2./
Suuntavektoriksi voi valita yhta hyvin myds taman vektorin vastavektorin, joka on

vektori Auringosta Maahan.

=3

Tarkastellaan seuraavaksi Maan akselia.
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05

Merkitaan kiertoradan tason normaalivektoria 7, akselin suuntavektoria a seka nor-
maalivektorin ja akselin suuntavektorin valista kulmaa a.. Tehtavanannon perusteella
a = 23,5° ja kesapadivanseisauksena pohjoinen pallonpuolisko on Idhimpana aurin-
koa. Nain ollen Maan akseli on zz-tason suuntainen.

Valitaan akselin suuntavektorin x-akselin suuntaisen komponentin pituudeksi 1. Tal-
16in tilanteen geometrian nojalla z-akselin suuntaisen komponentin pituus on

tan(90° — «) - 1 = tan(66,5°).
Suuntavektori on siis
—i 4 07 + tan(66,5°)k

a = —i+ tan(66,5°)k.

Suuntavektoriksi voi valita yhta hyvin myo6s taman vektorin vastavektorin.

a
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Lasketaan akselin ja Auringosta Maahan kulkevan sateen valinen kulma.

cos (£(.7)) = T

jalfr]
Vektori 7 on yksikkOdvektori, joten sen pituus on 1. Sijoittamalla ylla olevaan yhtal66n
lukuarvot saadaan

(—1) - (= cos(30°)) 40 - ( — sin(30°)) + tan(66,5°) - 0
\/(—1) + (tan(66,5°))" - 1
B cos(30°)
1+ (ran(66,5%)°
cos (£(a,7)) = 0,3453 ...
,T) = arccos(0,3453 .. .)
= 69,7982...°

~ 9,5+ (BT
)

Vastaukseksi voi saada myds 110,2017 ... °, riippuen siita, onko valinnut Auringos-
ta Maahan kulkevan sateen suuntavektorin vai Maasta Aurinkoon kulkevan sateen
suuntavektorin ja vastaavasti pohjoiselle vai etelaiselle pallonpuoliskolle osoittavan
akselin suuntavektorin. Jos vastaukseksi saa 110,2017 . .. °, tulee huomata, etta kah-
den suoran valinen kulma on enintaan 90°, jolloin oikea vastaus on

180° — 110,2017...° = 69,7982 ..° ~ 69,8°.

cos (£(a,T)) =

cos (£(a,7

<
~—
N—

N
—~
Q|
=

Jos kuukauden pituudeksi olettaa 30 paivaa ja vuoden pituudeksi 365 paivaa, vas-
taukseksi saa 69,7114 .. .°. Jos taas kuukauden pituudeksi olettaa 31 paivaa ja vuo-
den pituudeksi 365 paivaa, vastaukseksi saa 69,9214 ...°. YTL:n hyvan vastauksen
piirteissa (luettu 20.3.2024) oli mainittu vain tapa, jossa kuukauden oletetaan olevan
ﬁ koko vuodesta.

Vastaus: Maan akselin ja Auringosta Maahan kulkevan sateen valinen kulma on noin
69,8°.

Pisteytyksesta: Jos oli perustellen olettanut kuukauden pituudeksi 30 tai 31 paivaa ja
vuoden pituudeksi 365 paivaa ja laskenut nailla oletuksilla oikein, saa myds tdydet
pisteet.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Kdantyva, muttei monotoninen (12 p.)

Anna esimerkki funktiosta f: A — B, jolla on kaanteisfunktio, mutta joka ei ole

monotoninen. Muista kertoa, mitka ovat funktiosi maarittelyjoukko A ja arvojoukko
B.

Ratkaisu.
Olkoon A = {0,1,2} ja B = {0,1,2}.

Maaritelldan funktio f : A — B seuraavasti:

£2) =0,

Funktio on kasvava, jos muuttujan arvon kasvaessa funktion arvo joko kasvaa tai py-
syy samana. Vastaavasti funktio on vaheneva, jos muuttujan arvon kasvaessa funk-

tion arvo pienenee tai pysyy samana.

Funktio on monotoninen, jos se on joko kasvava tai vaheneva maarittelyjoukossaan.

Tasséa funktio f ei ole monotoninen, koska f(0) < f(1)ja f(2) < f(1).

] Ratkaisuvaihtoehto 1: \

Funktiolla on olemassa kaanteisfunktio, jos funktion arvojoukko on sama kuin maali-
joukko ja kutakin arvojoukon arvoa vastaa tdsmalleen yksi madrittelyjou-

kon arvo

Ylla maaritellylla funktiolla f on kaanteisfunktio, koska funktio f saa kaikki arvot
maalijoukosta B ja jokaista arvojoukon arvoa vastaa tasmalleen yksi

maarittelyjoukon arvo. Kaanteisfunktion f~! maérittelyjoukko on B ja
arvojoukko A.

f1:B—A,ja
f7H0) =2
f71(1) =0
f71(2) =1
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Nain ollen f on funktio, joka ei ole monotoninen, mutta jolla on kaanteisfunktio.

] Ratkaisuvaihtoehto 2:

Maaritellaan funktio f~1 : B — A siten, ett
f7H0) =2
iy =0
@) =1

Funktion f arvojoukko on sama kuin sen maalijoukko B, joka on funktion f~! maa-
rittelyjoukko. Vastaavasti funktion f~! arvojoukko on sama kuin sen maalijoukko A4,

joka on funktion f maarittelyjoukko. Lisaksi kaikille funktion f maaritte-
lyjoukon A alkioille z on voimassa

S (@) ==,
joten funktio f~! on funktion f kaanteisfunktio.

Nain ollen f on funktio, joka ei ole monotoninen, mutta jolla on kaanteisfunktio.

Huomaa! Kokeen tehtdavanannossa joukko B3 oli nimetty funktion arvojoukoksi. Funk-
tion maarittelyyn liittyva joukko B on kuitenkin funktion maalijoukko, joka ei aina ole
sama kuin funktion arvojoukko. Funktion arvojoukko on maalijoukon osajoukko ja
maalijoukossa voi olla myds alkioita, jotka eivat kuulu arvojoukkoon.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Tekodly ja lukuteorian ihmeet (12 p.)

Aineisto:

10. A Teksti: Lainaus tekoalylta

Alkulukua q kutsutaan alkulukukaksoseksi, jos myds q + 2 tai ¢ — 2 on alkuluku. Te-
koalylta kysyttiin, kuinka monta alkulukukaksosta on olemassa, ja sen vastaus on
tekstissa 10.A. Vastaa aineiston pohjalta seuraaviin osatehtaviin.

1. Anna esimerkki alkuluvusta, joka ei ole alkulukukaksonen. (3 p.)

2. Onko tekoalyn alkulukukaksosen maaritelma yhtapitava tehtavan maaritelman
kanssa? (3 p.)

3. Onko tekoalyn perustelu alkulukukaksosten lukumaaran aarettémyydelle mate-
maattisesti pateva? (6 p.)

Ratkaisu.

1. 2 Huomaa! My6s moni muu alkuluku, kuten 23, kdy vastaukseksi.

Luku 2 on alkuluku, silla se on ykkosta suurempi kokonaisluku, joka on onjaollinen
vain ykkosella ja itsellaan. Alkuluvun taytyy olla suurempi kuin 1, joten luku 2 —
2 = 0 ei ole alkuluku, ja toisaalta alkuluku on jaollinen vain ykkdsella ja itsellaan,
joten luku 2 + 2 = 4 ei ole alkuluku. Nain ollen luku 2 on alkuluku, joka ei ole

alkulukukaksonen.

Tehtavanannosta ei ollut selvaa, vaadittiinko pisteiden saamiseen perusteluja. YTL:

hyvan vastauksen piirteiden (luettu 20.3.2024) perusteella vaikuttaisi silta, etta ai-
nakin lyhyet perustelut vaadittiin. Tallaisessa tilanteessa on hyva katsoa, montako
pistetta kohdasta on saatavissa ja yrittaa paatella sen perusteella, onko pistemaa-
ra suuren kuuloinen pelkasta vastauksesta ilman perusteluja.

2. Tehtavanannon maaritelman mukaan alkuluku g on alkulukukaksonen, jos joko
q— 2 tai ¢+ 2 on myds alkuluku. Toisaalta ¢ — 2 ja ¢+ 2 ovat ainoat kokonaisluvut,
joille patee, etta niiden ja luvun g véalissa on tasmalleen yksi kokonaisluku. N&in
ollen tehtavanannon madritelman voisi ilmaista myds niin, etta alkuluku on alku-
lukukaksonen, jos I6ytyy toinen alkuluku siten, ettd naiden alkulukujen valissa on
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tasmalleen yksi kokonaisluku. Tama on tekoalyn antama maaritelma,

joten maaritelmat ovat yhtapitavat.

Pisteytyksesta: Riittava perustelu = 2 p., oikea johtopaatdés = 1 p.

3. Tekoalyn perustelu alkulukukaksosten lukumaaran aarettdmyydelle ei ole mate-
maattisesti pateva. Tekoadly vaittaa, ettd minka tahansa kahden alku-
luvun valissa on aina vahintaan yksi positiivinen kokonaisluku, mutta tdma vaite
on epatosi silla luvut 2 ja 3 ovat alkulukuja ja niiden valissa ei ole yhtaan koko-
naislukua. Seuraavaksi tekoaly vdittaa, etta koska minka tahansa kah-
den alkuluvun valissa on aina vahintaan yksi positiivinen kokonaisluku, tasta seu-
raa, ettd minka tahansa kahden alkuluvun valissa on ainakin yksi alkulukukaksos-
pari. Tamankin vaite on epatosi, silla luvut 3 ja 5 ovat alkulukuja, joiden valissa
on vahintaan yksi kokonaisluku, mutta niiden valissa ei ole alkulukukaksosparia.

3p.(yht. 12 p.)

Pisteytyksesta: Tekoalyn vaitteiden lapikaynti ja riittavat perustelut =2 p. + 3 p.,
oikea johtopaatds =1 p.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Brownin liike (12 p.)

Vuonna 1827 kasvitieteilija Robert Brown tutki mikroskoopilla, miten siitepélyhiukka-
nen liilkkuu nykien vedessa. Brownin koe viittasi molekyylien olemassaoloon, ja silla
oli siten tarkea rooli atomiteorian historiassa.

Tutkitaan yksinkertaistettua Brownin liiketta. Hiukkasen liike tasossa alkaa origosta.
Tasaisin valiajoin hiukkanen liikkuu yhden yksikon verran joko yl6s, alas, oikealle tai
vasemmalle. Jokaisen suunnan todennakoisyys on }1. Esimerkiksi ensimmaisen aske-
leen jalkeen mahdolliset sijainnit ovat (0, 1), (0, —1), (1,0) ja (—1,0).

Tutkitaan hiukkasen sijaintia neljan askeleen jalkeen. Kutsutaan tata paatepisteeksi.

Maarita paatepisteen kaikki mahdolliset z-koordinaatit seka niiden todennakdisyy-
det.

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Suurin mahdollinen paatepisteen koordinaatti saavutetaan, kun hiukkanen liikkuu
nelja kertaa oikealle. Talloin paatepisteen z-koordinaatti on 4. Vastaavasti pienin
mahdollinen paatepisteen koordinaatti saavutetaan, kun hiukkanen liikkkuu nelja ker-
taa vasemmalle. Talldin paatepisteen z-koordinaatti on —4. Hiukkanen voi liikkua
myos nollasta neljaan askelta pystysuunnassa, joten paatepisteen x-koordinaatti voi
myds olla mika vain kokonaisluku naiden kahden daripaan valilta. Nain ollen mah-
dolliset paatepisteen z-koordinaatit ovat siis

—4,-3,-2.-1,0,1,2,3 4.

Merkitaan eri suuntien todennakdisyyksia seuraavasti:

1

P(oikealle) = P(+) = 1

1

P(vasemmalle) = P(—) = 1
1 1 1
P(ylés taialas) = P(0) = 1t1=5

1p.(yht.2p.)
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Jos paatepisteen x-koordinaatti on x = 4, ainoa vaihtoehto on nelja askelta oikealle.
Todenndakdisyys, etta hiukkanen liikkuu nelja askelta oikealle on

4
P(z = 4) = P(+)* = (l) _

256

Jos paatepisteen z-koordinaatti on x = 3, taytyy olla tapahtunut kolme askelta oi-
kealle ja yksi pystysuunnassa. On nelja vaihtoehtoa sille, monesko askelista on pys-
tysuuntainen, joten todennakdisyys, etta hiukkanen lilkkkuu kolme askelta oikealle ja
yhden pystysuunnassa on

P =3)=1. P(+)} . p(0) (20
3
—4(3) 3= 5 CED
32

4 2

Kombinatorisen selityksen sijaan voisi myos yksinkertaisesti luetella kaikki mahdol-
liset eri jarjestykset. Kun merkitaan askelta oikealle +:lla ja askelta pystysuunnas-
sa 0:lla, mahdolliset jarjestykset ovat ylla olevassa tapauksessa +++0, ++0+, +0++ ja
O+++.

Jos paatepisteen x-koordinaatti on x = 2, on kaksi vaihtoehtoa, miten se on voi-
nut tapahtua. Joko on tapahtunut kaksi askelta oikealle ja kaksi pystysuunnassa, tai
vaihtoehtoisesti kolme askelta oikealle ja yksi vasemmalle.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa hiukkanen liikkuu kaksi askelta oikealle ja kaksi
pystysuunnassa. On (3) = 6 vaihtoehtoa sille, monennetko askeleet suuntautuvat
oikealle. Jaljelle jaavat askeleet tapahtuvat pystysuunnassa. Nain ollen todennakdi-
syys sille, etta hiukkanen liikkuu kaksi askelta oikealle ja kaksi pystysuunnassa on

Py, = 6- P(+)? - P(0)*.

Kombinatorisen selityksen sijaan voisi myos yksinkertaisesti luetella kaikki mahdol-
liset eri jarjestykset. Kun merkitdan askelta oikealle +:lla ja askelta pystysuunnassa
0:lla, mahdolliset jarjestykset ovat ylla olevassa tapauksessa ++00, +0+0, +00+, 0++0,
0+0+ ja 00++.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa hiukkanen liikkuu kolme askelta oikealle ja yhden
vasemmalle. On nelja vaihtoehtoa sille, monesko askel vasemmalle suuntautuva as-
kel on, joten todennakoisyys, etta hiukkanen liikkkuu kolme askelta oikealle ja yhden
vasemmalle on

Py =4-P(4)* P(-).
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Kombinatorisen selityksen sijaan voisi myos yksinkertaisesti luetella kaikki mahdol-
liset eri jarjestykset. Kun merkitaan askelta oikealle +:lla ja askelta vasemmalle -:lla,
mahdolliset jarjestykset ovat ylla olevassa tapauksessa +++-, ++-+, +-++ ja -+++.

Taten todennakdisyys, etta padtepisteen x-koordinaattion z = 2 on
P(%ZQ) :P2a+P2b
=6-P(+)?-P(0)* +4-P(+)* P(-)

6 1\° 12+4 1\’ 1
4 2 4) 4
_ T (on)

64°

Jos paatepisteen x-koordinaatti on x = 1, on kaksi vaihtoehtoa, miten se on voinut
tapahtua. Joko on tapahtunut yksi askel oikealle ja kolme pystysuunnassa tai vaih-
toehtoisesti kaksi askelta oikealle, yksi vasemmalle ja yksi pystysuunnassa.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa hiukkanen liikkuu yhden askeleen oikealle ja kol-
me pystysuunnassa. On nelja vaihtoehtoa sille, monesko askel oikealle suuntautu-
va askel on, joten todennakaisyys, etta hiukkanen liikkuu yhden askeleen oikealle ja
kolme pystysuunnassa on

P, =4-P(+) - P(0).

Kombinatorisen selityksen sijaan voisi myos yksinkertaisesti luetella kaikki mahdol-
liset eri jarjestykset. Kun merkitdan askelta oikealle +:lla ja askelta pystysuunnas-
sa 0:lla, mahdolliset jarjestykset ovat ylla olevassa tapauksessa +000, 0+00, 00+0 ja
000+.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa hiukkanen liikkuu kaksi askelta oikealle, yhden
vasemmalle ja yhden pystysuunnassa. On nelja vaihtoehtoa sille, monesko askel pys-
tysuunnassa tapahtuva askel on. Taman jalkeen on kolme vaihtoehtoa sille, monesko
askel vasemmalle suuntautuva askel on. Loput askeleet ovat oikealle suuntautuvia.
On siis yhteensa 4 - 3 = 12 vaihtoehtoista jarjestysta askelille. Nain ollen toden-
nakoisyys, etta hiukkanen liikkuu kaksi askelta oikealle, yhden vasemmalle ja yhden
pystysuunnassa on

Py =12 P(+)?- P(~) - P(0).

Kombinatorisen selityksen sijaan voisi myos yksinkertaisesti luetella kaikki mahdol-
liset eri jarjestykset. Kun merkitaan askelta oikealle +:lla, askelta vasemmalle -:lla ja
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askelta pystysuunnassa 0:lla, mahdolliset jarjestykset ovat ylld olevassa tapauksessa
++-0, +-+0, +-0+, -++0, -+0+, -0++, ++0-, +0+-, +0-+, 0++-, 0+-+ ja O-++,

Taten todennakdisyys, etta padtepisteen x-koordinaattion z = 1 on
Plx=1)= P+ Pu
=4-P(+)- P(0)* + 12 P(+)*- P(=) - P(0)
1 .

—4113“212 1
4 0\ 2 4) 4 2
_ T (momon)

32

Jos paatepisteen z-koordinaatti on x = 0, on kolme vaihtoehtoa, miten se on voinut
tapahtua. Joko on tapahtunut nelja askelta pystysuunnassa tai on tapahtunut yksi as-
kel oikealle, yksi vasemmalle ja kaksi pystysuunnassa tai on tapahtunut kaksi askelta
oikealle ja kaksi vasemmalle.

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa on tapahtunut nelja askelta pystysuunnassa. Ta-
man todennakoisyys on

Pye = P(0)*.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa on tapahtunut yksi askel oikealle, yksi vasemmal-
le ja kaksi pystysuunnassa. On nelja vaihtoehtoa sille, monesko askel oikealle suun-
tautuva askel on, ja tdman jalkeen kolme vaihtoehtoa sille, monesko vasemmalle
suuntautuva askel on. Loput askeleet ovat pystysuuntaisia. Ndin ollenon 4 - 3 = 12
vaihtoehtoista jarjestysta askelille. Taten todennakdisyys, etta hiukkanen liikkuu yh-
den askeleen oikealle, yhden vasemmalle ja kaksi pystysuunnassa on

Py =12 P(+) - P(—) - P(0)*.

Kombinatorisen selityksen sijaan voisi myos yksinkertaisesti luetella kaikki mahdol-
liset eri jarjestykset. Kun merkitaan askelta oikealle +:lla, askelta vasemmalle -:lla ja
askelta pystysuunnassa 0:lla, mahdolliset jarjestykset ovat ylla olevassa tapauksessa
00-+, 0-0+, 0-+0, -00+, -0+0, -+00, 00+-, 0+0-, 0+-0, +00-, +0-0 ja +-00.

Tarkastellaan vield tapausta, jossa on tapahtunut kaksi askelta oikealle ja kaksi va-
semmalle. On (g‘) = 6 vaihtoehtoa sille, monennetko askeleet oikealle suuntautuvat
askeleet ovat. Loput askeleet suuntautuvat vasemmalle. Ndin ollen todenndkdisyys,
etta hiukkanen liikkuu kaksi askelta oikealle ja kaksi vasemmalle on

Py =6 P(+)- P(=)*.
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Kombinatorisen selityksen sijaan voisi myos yksinkertaisesti luetella kaikki mahdol-
liset eri jarjestykset. Kun merkitaan askelta oikealle +:lla ja askelta vasemmalle -:lla,
mahdolliset jarjestykset ovat ylla olevassa tapauksessa ++- -, +-+-, +- -+, -++-, -+-+ ja -
-++,

Taten todenndkdisyys, etta paatepisteen x-koordinaatti on x = 0 on
P(x =0) = Foo + Pob» + Poc
= P(0)* +12- P(+) - P(=) - P(0)* 4+ 6 - P(+)* - P(—)?

1\* 1 1 /1\? 1\ /1)\?
S 12.-.2. Z 6-(=) - (=
(5) +=ia(e) o (1) ()
_ 5 (romnn)

128

Tilanne on symmetrinen vastakkaisten suuntien tapauksessa, joten

Ple=-1)=Plz=1)=

Ple=-2)=Pl=2)= L
Ple=-3)=Plr=3)=
Ple=—4) = Plr=1) = o

1p.(yht. 12 p.)

Vastaus: Mahdolliset paatepisteen z-koordinaatit ja niiden todennakdisyydet ovat:

1 7 7
Plr=4) = — Ply—1) = Plo— 9y —
(r=4) =55 (w=1 =3 (@ ) =&

1 35 1
(v =3) =5 (r=0)= 13 (r=-3) =5

7 7 1
P(x_Q)_6_4 P(I__>_3_2 P(x__4)_%

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \
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Kun hiukkanen liikkkuu yhden kerran, niin joko sen z-koordinaatti muuttuu yhdella tai
sen y-koordinaatti muuttuu yhdella. Molemmissa tapauksissa sen z- ja y-koordinaattien
summa muuttuu yhdella.

Koska hiukkanen liikkuu nelja kertaa, niin hiukkasen paatepisteen z- ja y-koordinaattien
itseisarvojen summa on lopuksi korkeintaan 4.

Koska hiukkanen liikkuu parillisen maaran kertoja, ja sen - ja y-koordinaattien sum-
ma oli aluksi parillinen (nolla), niin paatepisteen x- ja y-koordinaattien itseisarvojen
summa on myos lopuksi parillinen.

Hahmotetaan koordinaatisto taulukkolaskentaohjelmaan. Merkitaan varilla kaikki pis-
teet, jotka voivat olla hiukkasen liikkeen paatepisteita neljan askeleen jalkeen.

Kaikki kokonaisluvut valilta [—4, 4] ovat mahdollisia p&atepisteen z-koordinaatteja.

Aluksi eli nollan askeleen jalkeen hiukkanen on origossa todennakdisyydella 1. Hiuk-
kasen todennakoisyydet olla eri soluissa ovat siis seuraavat. Solun, jossa ei ole lukua,
todennadkdisyys on 0.

Rakennetaan hiukkasen liike ja todenndkdisyydet olla eri soluissa askel askeleelta.
Hiukkasen todenndkoisyys olla solussa saadaan laskemalla i viereisten solujen to-
dennakdisyyksista yhteen. Kirjoitetaan laskukaava yhteen origon viereiseen soluun
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ja kopioidaan se muihin soluihin, joissa hiukkanen voi olla yhden askeleen jalkeen.
Origo on alla olevassa kuvassa solussa E53.

=0,20"(F52+E93+E51+D52)
=0,267(Eb3+D64+D52+C53) =0,20%(GH3+Fb4+FH2+ED3J)
=0,25*(F54+E65+E63+D54)

Nain saadaan hiukkasen sijainnin todennakoisyydet yhden askelen jalkeen. Soluviit-
tausten toiminnan vuoksi origossa on tassa kuvassa todennakdisyys 1, vaikka hiuk-
kanen ei enaa voikaan olla origossa.

2p. (yht. 4p.)

Lasketaan vastaavasti todennakoisyydet hiukkasen sijainnille kahden askelen jalkeen.
Alla olevassa kuvassa nakyy vain alueen keskiosa, koska kaavat eivat ndy riittavan
isoina, jos naytetaan koko alue kerralla. Origo on alla olevassa kuvassa solussa E78.
Soluviittausten toiminnan vuoksi soluissa, joissa hiukkanen oli edellisessa vaiheessa,
on todennakaisyys 0,25, vaikkei hiukkanen enaa voikaan olla kyseisissa soluissa.
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Lasketaan vastaavasti todennakoisyydet hiukkasen sijainnille kolmen askelen jalkeen.
Alla olevassa kuvassa nakyy vain alueen keskiosa, koska kaavat eivat ndy riittavan
isoina, jos naytetaan koko alue kerralla. Origo on alla olevassa kuvassa solussa [1104.

=0.25%(F101+E102+E100+D101)
=0 25*(E102+D103+D101+C102)
=0 267(E106+D107+D105+C106)

=0.25(F107+E108+E106+D107)

=0.25%D103+C104+C102+8103)

=0.257(D105+C106+C104+B105)

Lasketaan vastaavasti todennakoisyydet hiukkasen sijainnille neljan askelen jalkeen.
Alla olevassa kuvassa nakyy vain alueen keskiosa, koska kaavat eivat ndy riittavan
isoina, jos naytetaan koko alue kerralla. Origo on alla olevassa kuvassa solussa F132.

0,015625

oassrs

4p. (yht. 8 p.)

Nain saadaan kunkin mahdollisen paatepisteen todennakdisyys.
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1p.(yht.9p.)

Laskemalla yhteen ne todennakoisyydet, joissa hiukkasella on sama z-koordinaatti,
saadaan hiukkasen z-koordinaatin todennakdisyydet.

X=-4 X=-3 X=-2 X=-1 X=0 *=1 EX=2 X=3 X=4

Todennakoisyys 0,00390625 003125  0,109375 0,21875 02734375 0,21875 : 0,109375 0,03125 0,00390625

2p.(yht. 11 p.)

Vastaus: Mahdolliset paatepisteen z-koordinaatit ja niiden todennakdisyydet ovat:

P(z=4)=0,00390625  P(z=1)=021875 Pz = —2) =0,109375
Pz =3)=0,03125 Pz =0)=02734375 P(x=—3)=0,03125
Pz =2) = 0,109375 Plz=—1)=0,21875 P(z = —4) = 0,003906 25

1p.(yht. 12 p.)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Potensseja aritmeettisissa lukujonoissa (12 p.)

1. Olkoon k£ > 0 kokonaisluku. Osoita, ettd jos paattymaton kasvava aritmeettinen
lukujono siséltaa luvut k2 ja k3, niin se siséltaa luvun k2. (6 p.)

2

2. Osoita, ettd jos 72, 3 ja r* sisaltyvét aritmeettiseen lukujonoon, niin r on ratio-

naaliluku. (6 p.)

Ratkaisu.

1. Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen on muotoa
a, =aj + (n—1)d,
missa a; on jonon ensimmainen jasen, d on erotusluku ja n jokin kokonaisluku.

Olkoon termi k2 lukujonon m:s jasen ja k% lukujonon n:s jasen. T&llsin voidaan
kirjoittaa

k*=ay+ (m—1)d

E*=a;+ (n—1)d.

Tutkitaan kahden termin erotusta k® — k2. Saadaan
E—k*=a;+ (n—1)d— (a; + (m — 1)d)

=g+ (n—1)d=ai — (m —1)d
=nd—d—md+d

¥ — k2 = (n — m)d, EETETE)

missa n — m kahden kokonaisluvun erotuksena on my®és jokin kokonaisluku.

Toisaalta termien k? ja k2 erotus voidaan esittdd muodossa

Bk 2 (s — 1), B0
Tutkitaan seuraavaksi termien k% ja k2 erotusta.
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K ok =k k2 (k—1)
—_———
k3—k2=(n—m)d

B = e+ (1 — )l (PR

Koska & on kokonaisluku, myés k - (n —m) on kokonaisluku. Siis k* = k* +k(n —
m)d. Koska k* saatiin lisddmaélla lukujonon jaseneen k? erotusluvun kokonaislu-
kumoninkerta ja koska lukujono on paattyméatén, k* on myés lukujonon jasen.

2p. (yht. 6 p.)

Ratkaisuvaihtoehto 1:

Luku 7 on rationaaliluku, jos se voidaan ilmoittaa muodossa r = B, missa p ja q
q

ovat kokonaislukuja.

Luku r voidaan ilmoittaa muodossa

Aritmeettisen lukujonon maaritelman perusteella voidaan kirjoittaa

rt —r3 =mdja

3 —r?=nd,

missa m jan ovat kokonaislukuja ja d aritmeettisen lukujonon erotusluku. m
Siten r on lopulta muotoa

re—r md
rd —r2 nd

™ (2p.whe11p))
r=— 2p. (yht. 11 p.)

n

Koska 7:n lauseke on muotoa “*, missa m ja n ovat kokonaislukuja, r on rationaa-

liluku, U P-Oht12p)
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Ratkaisuvaihtoehto 2:

Luku 7 on rationaaliluku, jos se voidaan ilmoittaa muodossa r = E, missa p ja q
q

ovat kokonaislukuja.

Tutkitaan lukujonon jasenia. Olkoon

r? =a+vd
rd =a+ sd
rt = a4+ td,

missa a on jonon ensimmainen termi, d aritmeettisen jonon erotusluku ja v,s ja t
kokonaislukuja.

Luvulle r voidaan muodostaa lauseke

4
R N TS T) o

3 a4+ sd

Mika tahansa kokonaisluku voidaan ilmoittaa kahden muun kokonaisluvun sum-
mana, joten ¢ voidaan ilmoittaa kokonaislukujen s ja u summanat = s 4 u.

Lauseke (1) saadaan muotoon
a+td B a+ sd+ ud
a+sd  a+sd

a+ sd ud
+
a-+sd a-+sd

gy )

a+ sd

r =

Toisaalta termin r? lausekkeesta saadaan jonon ensimmaiselle termille lauseke

r? =a+vd

a=r1r>—uvd. (3)

Sijoitetaan (3) lausekkeeseen (2).
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W (Tpon)
L (L)

r2 —od + sd
ud
— =
' r2 —vd + sd
(r—1)-(r* —vd + sd)= ud
r3 — rod + rsd — r* + vd — sd= ud
Jarjestellaan termeja uudelleen:
3 — 1?2 —rod + rsd + vd — sd = ud (4)

Aritmeettisen lukujonon méaéritelman perusteella perusteella termi 3 — 72 on
muotoa r® — r? = (s — v)d. Sijoitetaan lausekkeeseen (4) ja ratkaistaan 7.

7 — 12 —rvd + rsd 4+ vd — sd = ud
——
(s—v)d
(s —v)d—rvd+rsd+vd—sd=ud | :d
F—wv+rs—rv+r—F=u

rS —rv=mu

v
r— p. (yht. 10 p.)

S —v

Termin r lausekkeessa seka osoittaja ettd nimittaja voidaan ilmoittaa kokonais-
lukujen summana, joten r on kahden kokonaisluvun osamaarana rationaaliluku.

2p.(yht. 12 p.)

Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Raja-arvo (12 p.)

Ohjelmiston mukaan

. 1 sinx 1
lim| — — = —.

=0\ 22 3 6

Perustele tama tulos seuraavien valivaiheiden avulla.

1
[i] Osoita, ettd x — sinz — 6x3 <0.kun0 <z <1.

1 1
[ii] Osoita, ettd z — sinz — 6953 + m:ﬁ >0, kun0 <z <1.
liii] Osoita, etta Lo Lo < inz < L s kun0 <z <1
, —x° — —x r—sinx < —=zx°, T .
6 120 — — 6 - =
. . . 1 3 1 5 : 1 3
[iv] Osoita, ettd —x° — —2a° > x —sinx > —x°, kun —1 < x < 0.
6 120 6

1
[v] Perustele naiden epayhtaldiden avulla, etta raja-arvo on 5

Valivaiheita voi perustella toisistaan riippumattomasti. Esimerkiksi vaiheen [iv] osa-
pisteet saa osoittamalla, ettd se seuraa vaiheesta [iii], riippumatta siita, onko vaihe

[iii] todistettu. Sama patee muihinkin vaiheisiin.

Ratkaisu.

(i)

| Ratkaisuvaihtoehto 1:

Tarkastellaan valia 0 < z < 1. Muodostetaan sarjakehitelma sinifunktiolle.
Sinifunktion sarjakehitelma [oytyy taulukosta.

B x5 a7
Sln(l')—ﬂf—y—'—g—ﬁ—l-
O A
sin(z) =0 — —+=— — =
6 51 7!
Huomataan, ettd 2° > 27, kun 0 < x < 1. Néin ollen
5 7
oz
T _T 5y
51 7=
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Vastaavasti voidaan paatella, etta kaikille seuraaville sinifunktion sarjakehitel-
massa esiintyville termipareille on voimassa

.lek $k+2

L )

K (k+2) =

Nyt voidaan arvioida sinifunktiota alaspain. Alarajaksi saadaan

3 5 7 3
Sin(aj):x—x__Fx__‘T__i_.”Za:_Jf_'
6 5 7l 5
Nain ollen
23
x—gésin(x) | — sin(z)
3
z — sin(z) — = < 0. (12012R)

Vaite on siis todistettu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2: \

Tarkastellaan valia 0 < x < 1. Tarkastellaan funktiota f, jolle

Derivoidaan funktiota useamman kerran.

f'(x) =1 —cos(x) — %:EQ

Tiedetaan, ettd cos(x) < 1, joten kolmannelle derivaatalle patee
f"(z) = cos(z) — 1 <0.

Nain ollen toinen derivaatta f”(z) on vaheneva. Toisaalta

f"(0) =sin(0) —0=0—-0=0,
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joten f”(x) < 0.Nain ollen ensimmainen derivaatta f’(z) on myés vaheneva.
Toisaalta

f/(o):1—COS(0)—%.02:1_1_0:07
joten f'(x) < 0.Nain ollen f(x) on myds véheneva. (1p-6m2p) Tisaalta
£(0) =0—sin(o)_é.03: |
joten f(z) < 0, eli toisin sanoen

v = sin(z) - < <0

Vaite on siis todistettu.

(i)

| Ratkaisuvaihtoehto 1:

Tarkastellaan valia 0 < x < 1. Sinifunktion sarjakehitelma on

x3 .ZUS x7 Ig
Sln(x):JJ—a—l-a—F—Fy-i-
, R R LA
sin(z) =0 — —+ —— — =+ = +..

6 120 7 9

Huomataan, ettd 2" > 2, kun 0 < x < 1. Néin ollen

Vastaavasti voidaan paatella, etta kaikille seuraaville sinifunktion sarjakehitel-
massa esiintyville termipareille on voimassa

k

) < o, (FEe)
k! (k: +2)! —
Nyt voidaan arvioida sinifunktiota ylospain. Ylarajaksi saadaan
A I LA A x> 2P
Sin(x)zx_g+ﬁo_7+§+"'Sx_E+EQ'
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Nain ollen
x3 zd .
T — 5 + 20 > sin(z) || — sin(z)
3 5
z —sin(z) — T + == > 0 (1o

Vaite on siis todistettu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2:

Tarkastellaan valia 0 < x < 1. Tarkastellaan funktiota g, jolle

_ : La, 1 5
g(x) =z — sin(x) &% + 750°
Derivoidaan funktiota kahdesti.
1 1
/ — 1 _ _ - 2 _ 4
g (x) cos(z) 5% + 51°

'(x) = sin(e) — o+ 2" = - ( _ sin(z) é)

Kohdan (i) tuloksen nojalla

1
xr —sin(x) — éx?’ <0 |-(-=1) (< 0,suuntavaihtuu)

1
- <x —sin(z) — 63:3) >0
) 20
Nain ollen ¢'(z) on kasvava. Toisaalta
g/(O):1—008(0)—1-02+i-04:0
2 24 7
joten ¢'(z) > 0. Néin ollen my6s g(z) on kasvava. Toisaalta
(0) =0~ sin(0) ¢
G 120
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joten g(x) > 0, eli toisin sanoen

1 1
r —sin(x) — ~2® + —a° >0m

6 120
Vaite on siis todistettu.

(iii) Kohdan (i) tuloksen perusteella
1, 1
—sin(z) — ~2* <0 ||+ ~a?
x — sin(z) 52 < | 5%

1p.(yht. 7 p.)

x —sin(z) <

@“_.

Vastaavasti kohdan (ii) tuloksen perusteella

in(e) = o’ + =27 >0 ||+ =2 — —a’
r —sin(z) — =22 :c =
6 120 120
%x3 — &xf) < x — sin(x).
Epayhtaldista (1) ja (2) seuraa, etta
1 1 1
6:53 — ons <z —sin(z) < 6;173.

Vaite on siis todistettu.

(iv)

\ Ratkaisuvaihtoehto 1:

Kohdan (iii) perusteella kun 0 < x < 1, on voimassa

1 1
6353 — ong’ <z —sin(z) <

| =

Tarkastellaan epayhtaldssa esiintyvia lausekkeita funktioina

filz) = éx?’ — 1—;0335
fo(z) =z — sin(x)
fa(x) = éxﬁ.
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Kukin naista funktioista on pariton, eli funktion arvo kohdassa —x on vasta-

luku sen arvosta kohdassa . Nain ollen funktioiden arvojen suu-
ruusjarjestys on painvastainen kohdassa —x verrattuna kohtaan z, joten kun
—1 <z <0, onvoimassa
1 1
3
—p3 — —2° > x —sin(z) >
6 120 (z) 2

Vaite on siis todistettu.

1p.(yht. 10 p.)

CDI»—t

\ Ratkaisuvaihtoehto 2: \

Kohdan (iii) perusteella kun 0 < x < 1, on voimassa

1 1
6$3 — ml‘ < xr — Sll’l( ) (3)
: 1 4
x —sin(x) < ax ) (4)
Tarkastellaan tapausta x = —y. Koska 0 < x < 1, muuttujalle ¥y on voimassa

0<—-y<1 |-(=1) (<0, suuntavaihtuu)

0>y > —1.(nonse)

Sijoitetaan x = —y yhtaléon (3).

1 5
g<— 9 o55(-9)

V(Y
120

)
_(%_ig —(y—sin(y)) ||-(=1) (<0, suuntavaihtuu)

< (=y) —sin(—y) [ sin(—y) = —sin(y)

IN

—y — (—sin(y))

120

5

___> _
6 120 2V sin(y) (5)

Sijoitetaan z = —y yhtaldoon (4).

1
—y —sin(—y) < 2(=y)* [sin(-y) = —sinly)
. 13 ,
—y — (—sin(y)) < &Y |- (—=1) (< 0, suunta vaihtuu)

1
y—sin(y) > <y’ ©
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(V)

Yhdistamalla epayhtalét (5) ja (6) saadaan

1 1 .
—y? — —y® >y —sin(y) >

3
6 120 v

o

kun -1 <y <0.
Lopuksi epayhtald voidaan esittaa muuttujan x avulla:
1, 1 1

63: — on‘r’ > x —sin(z) > 63:3,

kun —1 < z < 0. Vaite on siis todistettu.

Huomataan, etta

2 3 3
Kohdan (iii) perusteella kun 0 < x < 1:
1 4 L5 : L 4 3
-’ — —a° <z —sin(z) < =z T >0
2o’ = s Sa—sin(a) < 2o’ |0’ (>0)
1,3 1,5 1.3
G0 — 157 x — sin(z) < 8% -
23 = 3 = 3
Toisaalta kohdan (iv) perusteella kun —1 < z < 0:
L 4 L5 : L 3
—z° — —1x° >z —sin(x) > -z S x < 0, suunta vaihtuu
20t = osa® 2 —sin(a) = ot et )
1,3 1,5 . 1,.3
517 — 15%° _ w—sin(z) g7
S < (8)
Yhdistamalla epayhtalét (7) ja (8) saadaan
1,3 1,5 . 1,3
2x° — =1 — =T
G S;n(x)g & kun — 1<z <1, 9)
T T T

Alarajan raja-arvo on

N LA
lim| >2——*"— | = lim
x—0 x3 x—0

( 1
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Ylarajan raja-arvo on

1,.3
= 1
=0\ o z—0\ 0
!
6

Epdyhtalon (9) ja ylla laskettujen raja-arvojen avulla voidaan paatella, etta

1,3 _ 1,5 o 1.3
lim <u> < hm(Lm@)) < lim (i)
z—0 3 z—0 3 z—0\ 13
I (:c — sin(m)) 1
<lm(——=| < 3

Saadaan siis

1p.(yht. 12 p.)

Vaite on siis todistettu.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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