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1. Perustehtavia (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Mika on yhtalén 3z — 8 = 34 ratkaisu? (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "z = 0","z = 1","x = 2","vx = 3","v = 4",
HI — 511' III — 6!1, ":I; — 7!1’ III — 811' III — 9!1, HE — 101! II, — 11"’ n — 12!1
11:1,/, — 1311’ n.,),/, — 14!1’ II;,I; — 15!1’ ":I? — 16!1’ 1117 — 1711 "1 . 1811 n — 19"’ u.r — 2011‘

Mika on yhtalén 22 — 100 = 0 positiivinen ratkaisu? (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "z = 0", "z = 1","z = 2","x = 4","v = 5",
HI — 611, n:l7 — 8!1, "Zl’ — 10!1, n:l? — 2011, n:l7 — 25!1’ III — 50!1’ HI — 100!1-
Maarita se kohta, jossa suora y = 3z + 12 leikkaa z-akselin. (2 p.)
Vastauslaatikon vaihtoehdot: "x = —10", "z = —9", "v = =8 "v = =T,
Hl, — _6" HJ — rn IIJ — 471, "l — _3!1 n — 21! IIL — 11! H:I, — ()u,

HI — 1!1’ lll? — 2!1’ le — 311' "LI: — 4/1, ",l 511 HI — 6" llz., — 7" HI . 81! "LI: — 9/1,
"r = 10".

Maarita se kohta, jossa suora y + 2z — 6 = 0 leikkaa y-akselin. (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "y = —10","y = —=9","y = =8","y = =7","y =
6", ”l/ — [’n’ ”l/ B 7411’ ”l/ — 7311, ”l/ — 7211 ”U — 7111, nll/ — On, ny — 111,
J — 311 " j — r’n n 611’ IIJ — 711, IIJ — 811' ny — 911’ n:y — 1011.

"on "on

"y = 2", y=4",

Mika on funktion f(z) = 3x% — 68 arvo kohdassa = = 2? (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "f(2) = —68", "f(2) = —20","f(2) = 188",
"F(2) = 256", " (2) = 700", " f(2) = 768",

1.6 Mika on yhtalén 23 4+ 2197 = 0 ratkaisu? (2 p.)
Vastauslaatikon vaihtoehdot: "z = —19", "z = —17","v = —15","x = —13",
HI — _11", HI — _()n nr — _7!1 n:l,, — 5!1, ":l/ — 31! "I — _1", II — 1/1,
”./I; — 311, HI,L, — 5!1’ ":L — 711’ ".17 — 9!1, HI — 11"’ II:I? — 13!1 n],, — 1511’ Il‘,r — 1711,
"r = 19".

Vastaukset:

1.1
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12 2 = 10 (2eoncap)

13 o = —4 (p0REER)
14 y =6 (2ponep)

1.5 f(2) = 700 (2pbrioR))
16 = —13 2pohiZe)]

Nain vastaukset saatiin:

1.1 Ratkaistaan yhtalo.

3r—-8=34 || +8

3z =34+ 8
3r=42 | :3
x =14

1.2 Ratkaistaan yhtalo.

22 —100=0 |+ 100

22 =100
x = +v100
x = +10

Yhtalon positiivinen ratkaisu on x = 10.

1.3 Suora leikkaa x-akselin kohdassa, jossa y = 0. Muodostetaan ja ratkaistaan
yhtalo.
0=3x+12 || -3z
—3r=12 [ :(-3)
r=—4

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 3


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

1.4 Suora leikkaa y-akselin kohdassa, jossa x = 0. Muodostetaan ja ratkaistaan
yhtalo.

y+2r—6=0 |lz=0
y+2-0—-6=0
y—6=0 |+ 6
y==6
1.5 Lasketaan funktion arvo kohdassa x = 2 sijoittamalla x = 2 funktion lausek-
keeseen.
f(2)=3-2"—-68 =100
Siis f(2) = 700.

1.6 Ratkaistaan yhtalo.

2 +2197=0 | —2197
3 = 2197
x = /—2197
r=—13

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Kulmanmetsastys (12 p.)

Maarita kuviin merkityt tuntemattomat kulmat asteen tarkkuudella.

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen kohdan vastaus on kokonaisluku.

2.1 Maarita kulma a. (2 p.)

o
2
2
2
o= | astetta
2.2 Maarita kulma . (2 p.)
90°
65° B
B=| astetta
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2.3 Maarita kulma ~. (2 p.)

N = | astetta

2.4 Maarita kulma 6. (2 p.)

137°

90°

6= astetta
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2.5 Maarita kulmae. (2 p.)

50°
€
23°
83°
€= | astetta
2.6 Maarita kulma ¢. (2 p.)
¢=| astetta
Vastaukset.

2.1 60
2.2 25
23 51
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2.4 47
2.5 24
2.6 62

Nain vastauksiin paadyttiin:

2.1 Kolmion kaikkien sivujen pituus on 2. Kolmio on siis tasasivuinen. Tasasivuisen
kolmion kaikki kulmat ovat 60 asteen suuruiset. Kulman « suuruus on siis 60
astetta.

2.2 Kolmion kulmien summa on 180 astetta. Lasketaan kulman 3 suuruus:
180° = 90° + 65° + 3
B = 180° — 90° — 65°
= 25°
Siis § = 25 astetta.

2.3 Kolmion kahden sivun pituudet ovat 3. Kolmio on siis tasakylkinen ja yhta pitkien
sivujen eli kolmion kylkien valinen kulma on kolmion huippukulma (jonka suu-
ruus on kuvan mukaan 78°). Kolmion muut kulmat ovat kantakulmia ja ne ovat
keskenaan yhta suuret. Kolmion vasen alakulma on siis yhta suuri kuin kysytty
kulma ~. Kolmiossa on siis kaksi kulmaa, joiden suuruus on kysytty . Kolmion
kulmien summasta saadaan

180° =78+ v+ v

27y = 180° — 78°
2y =102° [|:2
v =3l°

Eli v = 51 astetta.
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2.4 Kolmion vasemmassa ylakulmassa on kulma z, joka on 137°:een kulman vierus-
kulma. Vieruskulmien summa on aina 180 astetta. Ratkaistaan kulma x:

180° = 137° + «
r = 180° — 137°
r = 43°

Koska kolmion kulmien summa on 180 astetta, voidaan laskea kulman § suu-
ruus:

180° = 90° +43° 49
0 = 180° — 90° — 43°
= 47°

Siis & = 47 astetta.
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2.5

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Kolmion kulmien summa on 180 astetta. Lasketaan kulman € suuruus:
180° = 50° + 83° + 23° + €
€ = 180° — 50° — 83° — 23°
= 24°

Eli ¢ = 24 astetta.

‘ Ratkaisuvaihtoehto 2

Kolmion kulmien summa on 180 astetta. Lasketaan kuvassa olevan alemman
kolmion vasemman ylakulman y suuruus:

180° = 83° +23° +y
y = 180° — 83° — 23°
y=T74°
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Ylemman kolmion vasen alakulma z on kulman y vieruskulma. Ratkaistaan kul-

ma z:
180° = T4° + =
z = 180° — 74°
z = 106°

Ylemman kolmion kulmien summa on 180 astetta. Kulman € suuruus on siis

180° = 50° + 106° + €
e = 180° — 50° — 106°
= 24°

Eli e = 24 astetta.

2.6 Kuvaan merkitty 124 asteen kulma on ympyran keskuskulma. (Tama ei kay var-
muudella ilmi kuvasta, koska ei ole kerrottu, etta kulman karki on nimenomaan
ympyran keskipisteessa. Tehtava ei kuitenkaan ratkea ilman, etta oletetaan kul-
man olevan nimenomaan keskuskulma.) Kulman karki on siis ympyran keski-
pisteessa ja kulman kyljet rajaavat ympyran kehaltd kaaren. Kysytty kulma ¢
puolestaan on tata samaa kaarta vastaava kehakulma eli kulma, jonka karki on
ympyran kehalla ja jonka kyljet rajaavat ympyran kehalta saman kaaren kuin
124 asteen keskuskulma. Kehakulmalauseen perusteella tallaisen kehdkulman
¢ suu1r2uijs on tasmalleen puolet sita vastaavan keskuskulman suuruudesta. Eli
(= 5 = 62°.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Laina (12 p.)

Paju on ottanut 135000 euron lainan, jonka kiintea vuosikorko on 4,5 prosenttia ja
takaisinmaksuaika 12 vuotta ja jota lyhennetaan kuukausittain. Laske Pajun 13. mak-
suerd, kun kyseessa on

1. annuiteettilaina. (6 p.)

2. tasalyhennyslaina. (6 p.)
Ratkaisu.

1. Lainapadomaon K = 135000 €.

Lainaa lyhennetaan kuukausittain, joten kuukausikorko on

N

12
Korkotekija on tallgin
p
=14 — = 0,375
_ 0,375
- 100

= 1,00375.

Lainaa lyhennetaan 12 vuoden ajan kuukausittain, joten maksuerien maara on
n=12-12 = 144,
Lasketaan maksueran suuruus annuiteetin kaavalla.
l—q
1 _an

— 135000€ - 1,0037514 . -~ 10U

1 — 1,00375144

A=K -q¢"- |K =135000€, g = 1,00375,n = 144

=1215,011... €
~ 121501 €

Annuiteettilainassa jokainen maksuera on yhta suuri, joten 13. maksuera on

121501€

Vastaus: 1215,01 €
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2. Tasalyhennyslainassa lainaa lyhennetaan jokaisessa maksuerdssa yhta suuri maa-
rg. (1p-Oht.7p)

Lainapadaoma on 135000 € ja lainaa lyhennetdan 12 - 12 = 144 kertaa. Laske-
taan yksittaisen lyhennyksen suuruus.

13500€ _ g37 50€
144 ’

Kun tarkastellaan 13. maksueraa, on lainaa lyhennetty 12 kertaa. Lasketaan,
kuinka paljon lainaa on jaljelld 12 lyhennyksen jalkeen.

135000 € — 12 - 937,50 € = 123750 €

Korkoa kertyy jaljelld olevasta lainapadomasta, joten 13. maksueraan korkoa
kertyy 123 750 eurosta yhden kuukauden ajalta. Korkoaika on t = 1—12 vuotta

ja korkokerroin on ¢ = 0,045. Lasketaan kertynyt korko yksinkertaisen koron
kaavalla.

1
r=kit ||k=123750€,i=0045,1 = —
1
=123750€ - 0.045 - —
= 464,0625 € ((pohtT1e))

Maksuera muodostuu lainan lyhennyksesta ja kuukauden aikana kertyneesta
korosta, joten 13. maksuera on

937,50 € + 464,0625€ = 1401,5625€ ~ 1401,56 €.

Vastaus: 1401,56 €

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Eksponentiaalisia kuvaajia (12 p.)

Aineisto:

4. A Kuva: Eksponentiaalinen kuvaaja
4.B Kuva: Kolme kuvaajaa

1. Kuvassa 4.A on funktion u(z) = a b kuvaaja. Maarita vakiot a ja b. (6 p.)

2. Kuvassa 4.B on kuvaajat f, g ja h. Kaksi niista ei ole muotoa v(x) = ¢ d” olevan
funktion kuvaaja millaan vakioilla c ja d. Perustele, mitka kaksi. (6 p.)

Ratkaisu.

1. Ratkaistaan ensin vakion a arvo. Kun z = 0, tekija b* = b° = 1 riippumatta b:n
arvosta. Funktion u(z) = a b® arvo kohdassa x = 0 on siis

u(0) = a b’
)=

Kuvan perusteella funktion arvo on tassa kohtaa 1,5. Kuvaaja leikkaa pystyakse-

lin pisteessa (0; 1,5). Vakion a arvo on siis 1,5.

Vakion b arvo voidaan nyt ratkaista esimerkiksi kuvaajan kohdasta x = 1. Funk-

tion arvo on tassa kohtaa kuvaajan perusteella 3,0 , eli
u(l) = 1,501

30=15b |15
p= Y
1,5

-
Vastaus: Vakioiden arvot ovata = 1,5ja b = 2.

Pisteytyksesta: Vakion a arvon voi antaa my6s muodossa %

Vakion b arvon voi maarittaa muistakin kuvaajan kohdista. Esimerkiksi kohdassa
x = 2kuvaajan arvo nayttaa olevan 6,0. Tasta tilanteesta saadaan yhtalé u(2) =
1,5b% = 6,0. Tasta yhtalostd saadaan sama ratkaisu b = 2.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Aloitetaan kuvaajasta f. Jos se on muotoa v(x) = c¢d*, vakion c arvo saadaan
kohdasta z = 0 kuten tehtdvassa 4.1. Talléin olisi

v(0) = cd’
v(0) =c¢

Kuvaaja f leikkaa pystyakselin origossa, joten tallin vakion ¢ arvo olisi nolla.

(1060 7P)) Mutta jos ¢ = 0, funktio v(x) = 0 - d* = 0 kaikilla mahdollisilla z:n
arvoilla. Kuvaaja f eisiis voi olla minkdan muotoa v(x) = ¢ d” olevan
funktion kuvaaja.

Tutkitaan kuvaajaa h samalla tavalla. Jos se on muotoa v(z) = cd*, vakion ¢
arvo saadaan kohdasta = = 0, eli kuvaajalle h vakion c arvoksi saadaan 1. Vakio
d voidaan ratkaista kahdesta kohtaa kuvaajalta, esimerkiksi kohdista x = 1 ja
x = 2. Kun x = 1, funktion arvo on 2 eli:

v(1) = cd'
2=1-d

1 — » [

Toisaalta kohdassa x = 2 funktion h arvo on 3, eli:
v(2) = cd?
3=1-d°

1 = +/3 (TR

Vakiolle d saadaan siis eri lukuarvot riippuen siitd, mista kohtaa kuvaajaa lue-
taan. Koska d:n pitaa olla vakio, tama on ristiriita. Kuvaaja h ei siis voi olla min-

kaan muotoa v(x) = c¢d” olevan funktion kuvaaja.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \
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Kuvaaja f voidaan hylata samalla perustelulla kuin edellisessa ratkaisuvaihtoeh-

dossa.

Muotoa v(z) = cd” oleva funktio on tehtavan otsikon mukaisesti eksponen-
tiaalinen funktio. Tallaisella funktiolla on ominaisuus, jonka mukaan suhdeluku
funktion kahden arvon valillda on aina vakio, kunhan arvot lasketaan pisteista,
h(1) h(2) h(3)
R(0)" h(1)" h(2)
la yhta suuria, silla funktion h arvoja lasketaan aina pisteissa, jotka ovat yhden
paassa toisitaan. Vertaa geometriseen lukujonoon, jonka perakkaisten jasenten
suhde on aina vakio.

joiden valinen etdisyys on vakio. Eli suhteiden jne. pitaisi ol-

Lasketaan ndma suhteet:

h(h) _2_,
ho) 1

n2) _ 3
7 -~ =15 p. (yht. 11 p.)
h(1) 2 ’

u3) _ 4 _ 1,333 ...

h(2) 3

Jos h olisi muotoa v(z) = c¢d® olevan funktion kuvaaja eli eksponentiaalisen
funktion kuvaaja, naiden suhteiden pitaisi olla yhta suuria. Kuvaaja h ei siis voi

olla minkaan muotoa v(x) = ¢ d” olevan funktion kuvaaja.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Funktiossa v(x) = c¢d” on kaksi tulon tekijaa, c ja d*. Naista jalkimmainen tekija

d”® on aina positiivinen, riippumatta d:n ja x:n arvoista. Vakion d on
oltava positiivinen ja erisuuri kuin 1, jotta eksponenttifunktio on edes maaritel-
ty. Jos ensimmainen tekija c on positiivinen, funktion v(x) = cd” kaikki arvot

ovat positiivisia. LLP-Y"“8P)Jyastaavasti, jos ensimmainen tekija on negatiivinen,

funktio v(z) = ¢ d” saa ainoastaan negatiivisia arvoja.

Kuvaajat f ja h leikkaavat x-akselin, eli ne kuvaavat funktioita, jotka saavat seka
negatiivisia etta positiivisia lukuarvoja. Ne eivat siis voi kuvata mi-
tdan muotoa v(x) = cd* olevaa funktiota.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Koulutuspaiva (12 p.)

Ohjelmistoyhtio jarjestaa koulutuspaivan, jonka tilavuokrat ovat 1 000 euroa. Osallis-
tumismaksu on 30 euroa, joka sisaltaa ruokailun koulutuspaivan lopuksi. Ruokailun
jarjestaminen maksaa ohjelmistoyhtidlle 11,50 euroa jokaista ruokailijaa kohti, mutta
jarjestajat arvioivat, etta puolet osallistujista lahtee kotiin heti koulutuksen paatyttya
eikd osallistu ruokailuun. Kuinka monta osallistujaa koulutuspaivaan pitaisi saada,
jotta se ei tuottaisi tappiota ohjelmistoyhtidlle? Vastaa kysymykseen muodostamalla
ongelmaa kuvaava yhtalo tai epayhtalo ja ratkaisemalla se. Tehtdvassa ei huomioida
veroja.

Ratkaisu.
Merkitaan koulutuspaivaan osallistuvien henkildiden maaraa kirjaimella x.

Osallistumismaksu koulutukseen on 30 euroa, joten ohjelmistoyhtié saa koulutus-

paivasta tuloja 30x euroa.

Ohjelmistoyhtidlle aiheutuvat kustannukset muodostuvat tilavuokrasta ja ruokailus-
ta. Tilavuokra on 1000 euroa. Ruokailu on 11,50 euroa jokaista ruokailijaa kohden.

Ruokailuun osallistuu arvion mukaan puolet koulutuspdivan osallistujista. Ruokaili-
joiden maara on siis 0,5z. Koulutuspaivasta aiheutuvat kokonaiskustan-

nukset ovat euroina 1000 -+ 11,50 - 0,5

Ohjelmistoyhtio ei jaa tappiolle, jos koulutuspaivasta saatavat tulot ovat suuremmat

tai yhta suuret kuin kustannukset. Alla on esitetty kaksi vaihtoehtoista
ratkaisutapaa tehtavan loppuosalle.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan, kuinka monta osallistujaa koulutuspaivaan tar-
vitaan, jotta tulot olisivat yhta suuret kuin kustannukset.

302 = 1000 + 11,50 - 0,52
30z = 1000 + 5,75¢ | — 5,75z
30z — 5,752 = 1000

24,25z = 1000 | : 24,25

x =41,2371. ..
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Yhtalo voidaan ratkaista myos laskinohjelmalla, kunhan asia ilmaistaan selkeasti rat-
kaisussa.

Mita suurempi osallistujien maara on, sitd enemman tuloja ohjelmistoyhti6 saa. Jos
osallistujia on 41, yhtidn saamat tulot eivat viela riitd kattamaan kokonaiskustannuk-
sia. Kun osallistujia on 41, niin tulot ovat

30€-41 =1230€
ja kokonaiskustannukset
1000€ + 11,50 - 0,50 - 41 € = 1235,75 €.

Tulot ovat siis kokonaiskustannuksia pienemmat ja yritys jaa tappiolle.

Kun osallistujien maara on 42, yhtién saamat tulot riittavat kattamaan kokonaiskus-
tannukset. Kun osallistujia on 42, niin tulot ovat

30€ -42 = 1260€
ja kokonaiskustannukset
1000€ 4 11,50 - 0,50 - 42€ = 1241,50 €.

Tulot ovat siis kokonaiskustannuksia suuremmat ja yritys ei jaa enaa tappiolle.

Koulutuspaivaan pitaisi saada siis vahintdan 42 osallistujaa, jotta yritys ei jaisi tap-

pioIIe. 1p.(yht. 12 p.)

Vastaus: Vahintaan 42 osallistujaa.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Muodostetaan epayhtalo ja ratkaistaan, kuinka monta osallistujaa koulutuspaivaan
tarvitaan, jotta tulot olisivat suuremmat tai yhta suuret kuin kustannukset.

302 > 1000 + 11,50 - 0,5z
30z > 1000 +5,75¢ || — 5.75¢
30x — 5,75x > 1000
24,25¢ > 1000 || : 24,25

r > 41,2371, .. (2pUheTP)
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Epayhtal6 voidaan ratkaista myds laskinohjelmalla, kunhan asia ilmaistaan selkeasti
ratkaisussa.

Koulutuspaivaan pitdisi saada vahintaan 42 osallistujaa, jotta yritys ei jdisi tappiolle.

1p.(yht. 12 p.)

Vastaus: Vahintaan 42 osallistujaa.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Puun hinta (12 p.)

Aineisto:

6. A Taulukko: Raakapuusta maksettu kuutiohinta euroissa

Taulukossa 6.A on esitetty loppuvuonna 2022 raakapuusta harvennushakkuun yh-
teydessa maksetun kuutiohinnan keskiarvoja eri alueilla.

Mikolla on mantya kasvava metsapalsta Etela-Suomessa ja Maijulla kuusta kasvava
palsta Kainuussa. Mikon palstalta hakattiin harvennushakkuussa noin 110 kuutio-
metria puuta, josta 40 % oli tukkipuuta ja 60 % kuitupuuta. Maijun palstalta hakat-
tiin harvennuksessa noin 120 kuutiometria puuta, josta 70 % oli tukkipuuta ja 30%
kuitupuuta. Kuinka paljon Mikolle ja Maijulle maksettiin hakkuista, kun puun ostaja
maksoi heille puun hinnan lisaksi 24 %:n arvonlisaveron?

Ratkaisu.

Mikon Etel3-Suomessa sijaitsevasta metsasta kaadetaan noin 110 m?® méantya. Tasta
40 % on tukkipuuta ja 60 % kuitupuuta.

Mikon metsasta kaadetaan tukkipuuta
0,4-110m® = 44 m?
ja kuitupuuta

0,6 - 110m? = 66 m®. (1pbn:37))

Mikolle maksetaan tukkipuusta 64,16 euroa kuutiometrilta ja kuitupuusta 20,63 eu-
roa kuutiometrilta. Kun arvonlisaveroa ei oteta huomioon, Mikko saa tukkipuusta

44 - 64,16 € = 2823,04 €

ja kuitupuusta

66 - 20,63 € = 1361,58 €.

Kun arvonlisaveroa ei oteta huomioon, Mikolle maksetaan yhteensa
2823,04€ + 1361,58€ = 4184,62€.
Mikolle maksetaan lisaksi 24 % arvonlisdvero. Verollinen rahasumma on

100% 424 % = 124 %
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verottomasta summasta eli verottomaan summaan nahden 1,24-kertainen. Kun ar-
vonlisavero otetaan huomioon, Mikolle maksetaan yhteensa

1,24 - 4184,62€ = 5188,9288 € ~ 5200 €.

Maijun Kainuussa sijaitsevasta metsasta kaadetaan noin 120 m? kuusta. Tasta 70 %
on tukkipuuta ja 30 % kuitupuuta.

Maijun metsasta kaadetaan tukkipuuta
0,7-120m® = 84 m?
ja kuitupuuta

0,3-120m® = 36 m®.

Maijulle maksetaan tukkipuusta 54,48 euroa kuutiometrilta ja kuitupuusta 17,61 eu-
roa kuutiometrilta. Kun arvonlisaveroa ei oteta huomioon, Maiju saa tukkipuusta

84 54,48€ = 4576,32€

ja kuitupuusta

36- 17,61 € = 633,96 €.
Kun arvonlisdveroa ei oteta huomioon, Maijulle maksetaan yhteensa
4576,32€ + 633,96 € = 5210,28 €.

Maijulle maksetaan lisaksi 24 % arvonlisdvero. Kun arvonlisdvero otetaan huomioon,
Maijulle maksetaan yhteensa

1,24 - 5210,28 € = 6460,7472€ ~ 6500 €.
Vastaus: Mikolle maksettiin noin 5200 € ja Maijulle noin 6500 €.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Tiimalasi (12 p.)

Aineisto:
7. A Kuva: Tiimalasi

Tiimalasi koostuu kahdesta samanlaisesta osasta, jotka on asetettu vastakkain; katso
esimerkki kuvassa 7.A. Yhden osan korkeus on 18 cm. Tiimalasi sisaltaa nestetta, joka
valuu hitaasti ylaosasta alaosaan. Nestetta on sen verran, etta tiimalasin alaosa on
taynna nestettd, kun yldosa on tyhjentynyt.

Tiimalasi kdannetaan, kun kaikki neste on alaosassa. Kaantamisesta kulunut aika ¢
minuutteina voidaan laskea kaavalla

h 3
t=120{1—(1——
(%))

jossa h on (uudessa) alaosassa olevan nesteen pinnan korkeus senttimetreina poh-
jasta mitattuna.

1. Milld korkeudella tiimalasin pohjalla olevan nesteen pinta on, kun aikaa kaanta-
misesta on kulunut tasan tunti? (4 p.)

2. Kun aikaa on kulunut 13 minuuttia, niin tiimalasin pohjalla on 1,0 desilitraa nes-
tetta. Tiedetadn, etta tiimalasin pohjalla olevan nesteen maara on suoraan ver-
rannollinen kaantamisesta kuluneeseen aikaan. Kuinka paljon nestetta tiimala-
sissa kaiken kaikkiaan on? (8 p.)

Ratkaisu.

1. Kun aikaa tiimalasin kdantamisestd on kulunut tasan tunti, ¢ = 60 (min). Sijoi-
tetaan tdma annettuun yhtaloon ja lasketaan alaosassa olevan nesteen pinnan
korkeus h laskinohjelmalla:

h\’
t=120{1—(1-— |sij. t = 60
18

3
60 = 120 1_(1_£)

18
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Laskinohjelmalla saadaan tulos

h=3,713390...
h = 3,7 (cm)

Vastaus: Tiimalasin pohjalla olevan nesteen pinta on korkeudella 3,7 cm.

2. Ratkaistaan aluksi, kuinka kauan tiimalasin kaiken nesteen valumiseen kuluu ai-
kaa. Tehtdvanannossa sanotaan, etta tiimalasin alaosa on tdynna nestetta, kun
yldosa on tyhjentynyt. Toisaalta sanotaan myos, etta alaosan korkeus on 18 cm.

Lasketaan kaiken nesteen valumiseen kuluva aika ¢ yhtalosta

o)

sijoittamalla alaosan nesteen korkeudeksi h = 18:

3
r=120 1_(1_§)

18
=120 (min)

Tiimalasin pohjalla olevan nesteen maara (eli tilavuus) on suoraan verrannolli-
nen kaantamisesta kuluneeseen aikaan. Saadaan verrantoyhtald

koko tilavuus B tilavuus 13 min kohdalla

koko aika 13 min

Ratkaistaan nesteen koko tilavuus tasta yhtalosta. Merkitdan nesteen koko tila-
vuutta V:lla:

Vv 1,0dl
R | - 120 min (2P-0ht10p))
120 min 13 min
1,0dl1 i
V= — (_ - 120 min
13 min

V =9,230769... dl

~ 921 )

Vastaus: Tiimalasissa on kaiken kaikkiaan 9,2 desilitraa nestetta.

Pisteytyksesta: Vastauksen voi ilmoittaa myods muodossa 0,92 /.
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Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Vitamiinipitoisuus (12 p.)

Yritys valmistaa D3-vitamiinikapseleita. Pakkauksen mukaan yksi kapseli sisaltaa 50
mikrogrammaa D3-vitamiinia. Yritys antaa kapseleiden laadunvarmistuksen eraan
tutkimuslaitoksen tehtavaksi. Laitoksen mikrobiologi maarittaa yhden kapselin sisal-
taman D3-vitamiinin maaran olevan normaalijakautunut odotusarvona 54,1 mikro-
grammaa ja keskihajontana 8,4 mikrogrammaa.

1. Vitamiinin kayttdja valitsee pakkauksesta umpimahkaan yhden kapselin. Milla
todennakdisyydella kapseli sisaltaa vahintaan 50 mikrogrammaa D3-vitamiinia?
(Gp)

2. Yritys haluaa varmistaa, etta 95 % kapseleista sisaltaa vahintaan 50 mikrogram-
maa D3-vitamiinia. Milla D3-vitamiinimaaran odotusarvolla tama vaatimus saa-
vutetaan laadunvarmistuksessa? Oletetaan, etta vitamiinin maaran kasvattami-
nen ei vaikuta keskihajontaan. (7 p.)

Ratkaisu.

1. Lasketaan kysytty todenndkoisyys CAS-ohjelmalla. Alla oleva esimerkkikuva on
GeoGebran todennakoisyyslaskurista.

80 90
M=541 0c=84

20 30

/" Normaalijakauma .

u 541 o 8.4
dJHIE
=50 <X) = 0.68725880
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Vastaus: Todennakdisyys sille, etta kapseli sisaltaa vahintaan 50 mikrogrammaa

D3-vitamiinia, on 0,68725 ... ~ 0,69.

Vastaus voidaan antaa myos prosentteina.

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Etsitdan CAS-ohjelmalla kokeilemalla raja sille, mika on riittavan suuri odotusar-

Kokeileminen voidaan aloittaa mista arvosta tahansa, mutta arvot 63,8 ja 63,85
mikrogrammaa on kokeiltava, eikd muiden arvojen kokeilemista tarvitse kirjoit-
taa ratkaisuun.

Asetetaan D3-vitamiinin maaran odotusarvoksi 63,9 mikrogrammaa ja keskiha-
jonnaksi 8,4 mikrogrammaa. Lasketaan CAS-ohjelmalla todennakdisyys sille, et-
ta kapseli sisaltaa vahintaan 50 mikrogrammaa D3-vitamiinia.

100

30
M=639 oc=84
Normaalijakauma .
M 63.9 o 84
4 HIX[E
P( <X) = 095101359
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Todennakoisyys on 0,95101 . . ., joka on suurempi kuin 0,95. Siten 63,9 mikro-
grammaa on riittavan suuri odotusarvo. Se voi kuitenkin olla jopa liian suuri odo-
tusarvo, joten pitaad kokeilla pienempaa arvoa.

Asetetaan odotusarvoksi 63,8 mikrogrammaa ja keskihajonnaksi 8,4 mikrogram-
maa. Lasketaan CAS-ohjelmalla todennakadisyys sille, etta kapseli sisdltaa vahin-
taan 50 mikrogrammaa D3-vitamiinia.

30 40

100
M=638 0=84
Normaalijakauma g
M 63.8 o 84
1Hx[H
P <X) = 0.94979375

1 p. (yht. 8 p.)

Todennakoisyys on 0,94979. . ., joka on pienempi kuin 0,95. Siten tdsmalleen

63,8 mikrogrammaa on liian pieni odotusarvo.

Muutetaan odotusarvoksi 63,85 mikrogrammaa ja lasketaan sama todennakai-
syys uudelleen.
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20 100

M=6385 0=84

30 40

_/~ Normaalijakauma

u 63.85 G 84

1B8IH

P( <X) = 0.95040666

1p.(yht. 10 p.)

Todennakaisyys on 0,95040 . . ., joka on suurempi kuin 0,95, joten 63,85 mikro-
grammaa on riittavan suuri odotusarvo. Koska toisaalta 63,8 mikrogrammaa on
liilan pieni odotusarvo, niin kysytty odotusarvo on 63,8 ja 63,85 mikrogramman

valissa. Kysytty odotusarvo on siis yhden desimaalin tarkkuudella

63,8 mikrogrammaa. 1p. (yht. 12 p.)

Vastaus: Vaatimus saavutetaan, kun odotusarvo on vahintaan 63,8 mikrogram-
maa.

| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Selvitetadn, mika odotusarvon pitdisi olla, jotta todennakdisyys saada vahintaan
50 mikrogramman tabletti olisi tasmalleen 0,95. Tall6in todennakdisyys saada

alle 50 mikrogramman tablettion 1 — 0,95 = 0,05.

Ratkaistaan sopiva yhtalé CAS-ohjelmalla.

Ratkaise(Normaalijakauma(x, 8.4, 50)=0.05,x)
~ {x = 63.81677046639}
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5p. (yht. 11 p.)

Kysytty odotusarvo on 63,816 . .. mikrogrammaa eli noin 63,8 mikrogrammaa.

1p.(yht. 12 p.)

Vastaus: Vaatimus saavutetaan, kun odotusarvo on vahintaan 63,8 mikrogram-
maa.

| Ratkaisuvaihtoehto 3|

Selvitetdaan ensin, mita D3-vitamiinin maaraa suurempi kapselissa oleva maara
on 95 % todennéakaisyydelld alkuperaisessa jakaumassa.

80 90
u=541 oc=84

20 30

_/~ Normaalijakauma

w541 o 84
1 HIH
P(140.28322¢ < X =

2p.(yht. 7 p.)

Alkuperaisessa jakaumassa D3-vitamiinin maara on 95 prosentin todennakdi-
syydella vahintaan 40,283 . . . mikrogrammaa. Tama maara poikkeaa 50 mikro-
grammasta maaran

50 —40,283...=9,716....,

joten odotusarvon pitaa olla 9,716 . . . mikrogrammaa suurempi kuin 54,1 mik-

rogrammaa. Kysytty odotusarvo on siis mikrogrammoina
54,14 9,716... — 63.816. ..
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eli noin 63,8 mikrogrammaa.

Vastaus: Vaatimus saavutetaan, kun odotusarvo on vahintaan 63,8 mikrogram-
maa.

Koska tasan 63,8 mikrogrammaa on liian pieni odotusarvo, niin luultavasti vas-

taus 63,9 mikrogrammaa myds hyvaksytaan.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Funktion muutosnopeus (12 p.)
Tarkastellaan polynomifunktiota p(z) = 2% + 22% — 11z — 1.

1. Osoita laskulla, etta valilla 0 < x < 3 funktion p keskimaarainen muutosnopeus
on4.(4p.)

2. Maarita valilta 0 < x < 3 kaikki sellaiset kohdat, joissa funktion p hetkellinen
muutosnopeus on yhta suuri kuin keskimaarainen muutosnopeus 4. (8 p.)

Ratkaisu.

1. Lasketaan funktion p arvot kohdissa x = 0 jax = 3.
p(0)=0%+2-02—11.0— 1= —1(pomir)
p(3) =3 +2-3°—11-3 - 1 = 11 (Ie0m2p)

Funktion p keskimaarainen muutosnopeus valilla 0 < x < 3 saadaan jakamalla
p:n muutos 2:n muutoksella. Funktion keskimaardainen muutosnopeus valilla
0<z<30n

p(3) —p(0) _ 11— (=1
0

3—-0
12

3

_ y (o

Funktion keskimaarainen muutosnopeus valilla 0 < x < 3 on siis 4.

2. Funktion p hetkellinen muutosnopeus kohdassa x on funktion p derivaatta koh-

dassa x.

Derivoidaan funktio p.

p(z) =322 + 4z — 11

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 31


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

Selvitetaan kohdat, joissa funktion p hetkellinen muutosnopeus on yhta suuri
kuin 4, eli ratkaistaan yhtalo p/(z) = 4.

p(z) =4
32 +4r—11=4 | —4
307 +4r—11—-4=0
32 +4x—15=0
Ratkaistaan yhtald toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

—b+Vb? — 4ac

2a
—4:|:\/42—4.3.(_15)
e 2.3
- —4+/16+180
_ —4++/196
T
 —4+14
x—T
L_TArd 41
6 6
. —18
xZEtalx:T
P P CT:)

3

Yhtal® voidaan ratkaista myds laskinohjelmalla, kunhan tama ilmaistaan selkeas-
ti ratkaisussa.

Ratkaisu x = —3 ei kuulu viélille 0 < x < 3, mutta ratkaisu x = % kuuluu.
Kohdassa x = g funktion p hetkellinen muutosnopeus on yhta suuri kuin keski-

madrainen muutosnopeus 4.

Vastaus: z = 2

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Oppilaan ratkaisutapa (12 p.)

Oppilas kertoo keksineensa helpon tavan laskea murtolukujen jakolaskun: “Jaan osoit-
tajat keskenaan ja nimittajat keskenaan, jolloin saan suoraan vastauksen murtoluku-
na."” Esimerkkina han mainitsee

3 _ 1 B 3:1 B 3
204 20:4 5
1. Onko esimerkkilaskun lopputulos oikein? (2 p.)
2. Laske oppilaan menetelmalld 3 : 2. (4 p.)

3. Keksi esimerkki, jossa ratkaisutapa tuottaa lopputuloksena murtoluvun, joka ei
ole supistetussa muodossa. (6 p.)

Tassa murtoluku on muotoa - tai —* oleva merkintg, jossa n on luonnollinen luku
ja m on positiivinen kokonaisluku.

Ratkaisu.

1. Lasketaan esimerkkilasku.

31 3 4

204 20 1
34
201
12
~ 20

_ 3 (i)
)

Vastaus: Esimerkkilaskun lopputulos on oikein.

2. Lasketaan lasku oppilaan menetelmalla.

0.3 _ 03 (zpoman)

35°5 35:5

_ 2 (zpomen)
7

Vastaus: 2
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3. Esimerkiksi laskun

5 1

20 " 2
lopputuloksena ei saada opiskelijan menetelmalld murtolukua supistetussa muo-
dossa. Lasketaan lasku opiskelijan menetelmaa kayttaen.

5,1 501 ()

202 20:2

_ 5 (i)
10

Opiskelijan menetelmalld saadaan siis murtoluku -, joka voidaan viel supistaa

101
muotoon 3.

Vastaus: Esimerkiksi lasku 2—% : % tuottaa murtoluvun, joka ei ole supistetussa
muodossa.

Pisteytyksesta: Ehdot tayttavasta esimerkista saa 2 pistettd ja perusteluista 4 pis-

tetta.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Maitot6lkki (12 p.)

Maitotolkki voidaan mallintaa suorakulmaisena sarmiona ja sen paalla olevana yla-
osana. Oletetaan, etta taydessa maitotdlkissa maito tayttaa tdsmalleen sarmidosan.

1. Seka litran etta 1,75 litran maitotdlkin pohja on neli¢ ja sarmidosan korkeus on
20 cm. Madrité kummassakin tapauksessa pohjanelidn sivun pituus. (4 p.)

2. Arvioidaan pakkauksen materiaalin maaraa kaavalla A; + 4,5 - Ay, missa A; on
sarmion sivutahkojen yhteenlaskettu pinta-ala ja A on pohjanelion pinta-ala.
Kummassa maitotolkissa on enemman pakkausmateriaalia suhteessa maidon
maaraan? (8 p.)

Ratkaisu.

1. Merkitaan 1,0 litran télkin pohjanelion sivun pituutta desimetreina kirjaimella z.
Tolkin korkeus on 20 cm = 2 dm. Suorakulmainen sarmio on lierio, joten sille
on voimassa lierion tilavuuden kaava V' = Ah, jossa A on pohjan pinta-ala ja h
on lierién korkeus. Pohja on nelié, joten sen pinta-ala on A = 2. Télkin tilavuus
on kuutiodesimetreina

Vi olitran ok = Ah = 222
Toisaalta tilavuus on kuutiodesimetreina eli litroina
Vi ojitran woikki = 1.
Muodostetaan yhtal6 ja ratkaistaan pohjanelién sivun pituus x.

?-2=1
20 =1 | :2

2? = 0,5 (R0 1e)]
r=+05

z = +0,70710. ..

Yhtalo voidaan ratkaista myds laskinohjelmalla, kunhan asia ilmaistaan selkeasti
ratkaisussa.
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Negatiivinen sivun pituus ei ole mahdollinen, joten 1,0 litran télkin pohjanelion
sivun pituus on

0,70710. .. dm ~ 0,7 dm (1P-672p)]
= 7cm.

Merkitaan 1,75 litran télkin pohjanelidon sivun pituutta desimetreina kirjaimella
y. Tolkin korkeus on 20 cm = 2 dm, joten tolkin tilavuus on kuutiodesimetreina

2
Visiitrantolkki = Y~ - 2.
Toisaalta
‘/1,75Iitran tolkki — 1775

Muodostetaan yhtal6 ja ratkaistaan pohjanelion sivun pituus y.

y?-2=1,75
208 =175 ||:2
Y2 = 0,875
y = +/0,875
y = +0,935414 . ..

Yhtal® voidaan ratkaista myds laskinohjelmalla, kunhan asia ilmaistaan selkeasti
ratkaisussa.

Negatiivinen sivun pituus ei ole mahdollinen, joten 1,75 litran tolkin pohjanelion
sivun pituus on

0,935414 . .. dm ~ 0,9dm

= 9cm.

Vastaus: Litran tolkin pohjanelion sivun pituus on 0,7 dm ja 1,75 litran tolkin
pohjanelion sivun pituus on 0,9 dm.

Vastaukset voidaan antaa myds senttimetreina.
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2. Lasketaan litran tolkin sivutahkojen ala. Sivutahkoja on nelja kappaletta.

Alitran télkin sivutahkot = 4-x-2dm
=4-0,70710... dm - 2dm
= 5,65685... dm?

Lasketaan litran tolkin pohjanelion ala.

2
Alitran tolkin pohjanelis — L

= (0,70710... dm)?
— 0,5 dm?

Lasketaan litran tolkkiin tarvittavan materiaalin maara. Tahan kaytetaan tehta-
vanannon kaavaa A;+4,5- A, jossa A; on sivutahkojen yhteenlaskettu pinta-ala
ja Ay on pohjanelion pinta-ala.

Alitran tolkki — Alitran t6lkin sivutahkot + 4,5 . Alitran talkin pohjanelié
— 5,65685... dm? + 4,5 - 0,5 dm®
=7,90685... dm?

Lasketaan litran tolkille, kuinka paljon pakkausmateriaalia tarvitaan litraa kohti.

2
TN QO 700685 du?/¢

Lasketaan 1,75 litran tolkin sivutahkojen ala. Sivutahkoja on nelja kappaletta.

A1,75 litran tolkin sivutahkot — 4- y- 2dm

—=4.0,935414... ... dm - 2dm
= 7,48331... dm?

Lasketaan 1,75 litran tolkin pohjanelion ala.

A _ 2
1,75 litran tolkin pohjanelic — Yy

= (0,935414 ... dm)?

— 0,875 dm’
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Lasketaan 1,75 litran tolkkiin tarvittavan materiaalin maara.

A1,75 litran tolkki — A1,75 litran tolkin sivutahkot + 475 ) A1,75 litran télkin pohjanelid

=7,48331... dm? +4,5- 0,875 dm>

=11,42081 ... dm?

Lasketaan 1,75 litran tolkille, kuinka paljon pakkausmateriaalia tarvitaan litraa
kohti.

2
LLAZ0BL - ™ _ 6 59617 dw?/¢ (B0ATR)

1,750

Vastaus: Suhteessa maidon maaraan pakkausmateriaalia on enemman litran

tolkissd kuin 1,75 litran tolkissa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Todennakoisyyslaskennan alkupera (12 p.)

Todennakdisyyslaskenta sai alkunsa 1600-luvun Ranskasta, jossa eraissa piireissa
harjoitettiin uhkapelia. Antoine Gombaud oli ranskalainen kirjailija ja peluri, joka huo-
masi, etta voiton todennakdisyys oli eri kahdessa noppapelissa, mutta han ei pysty-
nyt perustelemaan tatd matemaattisesti. Koska Gombaud kaytti myés nimea Cheva-
lier de Méré, tata kutsutaan de Mérén ongelmaksi. Pelien periaatteet ovat seuraavat:

« Kummassakin pelissa haastaja pelasi de Méréa vastaan. Seka haastaja etta de
Méré laittoivat pottiin saman verran rahaa, ja voittaja sai koko potin.

+ Ensimmaisessa pelissa de Méré heitti yhta noppaa nelja kertaa. Jos han sai va-
hintaan yhden kuutosen, han voitti, muussa tapauksessa han havisi. Kokemus
osoitti, ettd tdma oli de Mérélle tuottoisa peli.

+ Toisessa pelissa de Méré heitti kahta noppaa yhta aikaa 24 kertaa. Jos han
sai vahintaan yhden kuutosparin, han voitti, muussa tapauksessa han havisi.
Tama peli osoittautui kuitenkin tappiolliseksi de Mérélle.

Vastatakseen de Mérén ongelmaan kaksi aikalaismatemaatikkoa, Blaise Pascal ja
Pierre de Fermat, kehittivat todennakdisyyslaskennan teorian alkeet ja osoittivat, et-
ta pitkalla aikavalilla de Méré voittaa ensimmaisessa pelissa ja haviaa toisessa. Osoita
tama todennakoisyyslaskennan keinoin.

Ratkaisu.

Yhdella pelikierroksella de Méré joko haviaa koko pelipanoksensa tai tuplaa panok-
sensa (eli saa takaisin asettamansa panoksen ja voittaa vastapelaajan asettaman,
yhta suuren panoksen itselleen). Jotta peli olisi de Mérélle tuottoisa, yhden pelikier-
roksen voiton todennakoéisyyden on oltava enemman kuin 50 %. (Jos voittotodenna-
koisyys on tasmaélleen 50 %, de Méré paasee pitkalla aikavalilla tasmalleen omilleen,
ei siis voita eika havia.)

Lasketaan yhden pelikierroksen voiton todenndkdisyys ensin pelille 1 ja sitten pelille
2:

Peli 1 Yhdella kierroksella de Méré heittaa yhta noppaa nelja kertaa. Han voittaa, jos
saavahintaan yhden kuutosen nailla neljalla heitolla, muuten han haviaa. Voit-
toisia tilanteita ovat siis neljalla nopalla heitetyt nelja kuutosta, kolme kuutos-
ta, kaksi kuutosta tai yksi kuutonen. Vastatapahtuma, eli de Méré:n havio, seu-
raa ainoastaan tilanteessa, missa han ei saa yhtaan kuutosta neljalla nopalla.
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Yhdella nopalla on tulee jokin kuudesta silmaluvusta, joista viisi on muita kuin

kuutosia.

Todenndakdisyys sille, ettd yksittainen silmaluku ei ole kuutonen, on

)
P(yksittainen silmaluku ei ole kuutonen) = 8 1p-Oht1p)

Vastatapahtuman, eli de Méré:n havion todenndkoisyys on siis

4
)
P(yksikaan neljasta silmaluvusta ei ole kuutonen) = (—) 2p-ht.3p)

6

Todennakoisyys, etta de Méré:n voittaa, on

P(voitto) = P(vahintaan yksi kuutonen)
= 1 — P(yksikaan neljasta silmaluvusta ei ole kuutonen)
4
. (5)
6
671
1296

~ 0517746 ...

Ensimmaisessa pelissa de Méré:n voiton todennakaisyys on siis enemman kuin

50 %, joten peli on hanelle tuottoisa.

Jalkimmaisessa pelissa de Méré heittaa yhdella kierroksella kahta noppaa yh-
teensa 24 kertaa. Han voittaa, jos saa vahintaan yhden kuutosparin nailla kah-
dellakymmenella neljalla heitolla, muuten han haviaa. Voittoisia tilanteita ovat
siis 24 kuutosparia, 23 kuutosparia jne. aina yhteen kuutospariin asti. Vasta-
tapahtuma, eli de Méré:n havio, seuraa ainoastaan tilanteessa, jossa han saa

tasmalleen nolla kuutosparia kahdellakymmenella neljalla yrityksella.

Lasketaan aluksi kuutosparin todennakoisyys, kun heitetdan kahta noppaa.

Kuutospariin tarvitaan kaksi kuutosta, joten

P(kuutospari)

= P(ensimmainen silméluku on kuutonen ja toinen silmaluku on kuutonen).
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Riippumattomien tapahtumien kertolaskusaannélla saadaan

P(kuutospari)

_ ! (o)
36

Todenndakdisyys olla saamatta kuutosparia kahden nopan heitolla on taman
vastatapahtuma, eli

P(ei kuutospari) = 1 — P(kuutospari)

oL
36

_ 3 (ipomon)
36

Vastatapahtuma, eli de Méré:n havio, seuraa tilanteessa, kun 24:11a perakkai-
sellda kahden nopan heitolla ei yhdellakaan saada kuutosparia. Kahden nopan
heitot ovat toisistaan riippumattomia, joten rilppumattomien tapahtumien ker-
tolaskusaannolla saadaan

P(ei kuutospareja)

= P(ei kuutospari) - P(ei kuutospari) - ... - P(ei kuutospari)
24 kappaletta
35 35 35

24 kappaletta

24
_ (%)
36
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De Méré:n voiton todenndkdisyys on siis

P(ainakin yksi kuutospari) = 1 — P(ei kuutospareja)

24
:1_(§)

36

~ 0,491403... 1p. (yht. 11 p.)

Jalkimmaisesséa pelissa de Méré:n voiton todennékaisyys on siis alle 50 %, jo-

ten peli on hanelle tappiollinen.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Derivoiva avaruusluotain (12 p.)

Avaruusluotain mittaa planeetan lampdétilaa. Sen piti lahettaa tietoa lampétilasta funk-
tiona T'(t) aikavalilla 0 < ¢ < 9. Ohjelmistovirheen takia saatiin kuitenkin vain tieto,
etta funktion derivaatta 7" (¢) on negatiivinen, kun ¢ < 2, positiivinen, kun 2 < ¢ < 4,
ja jalleen negatiivinen, kun ¢ > 4. Tutkijat miettivat, mitd taman perusteella voidaan
sanoa lampétilasta 7.

1. Hahmottele esimerkki lampétilafunktion 7" kuvaajasta, jolla on lisdksi se ominai-
suus, etta lampdotilan suurin arvo saavutetaan hetkella ¢ = 4. (6 p.)

2. Hahmottele esimerkki lampdtilafunktion 7" kuvaajasta, jolla on lisaksi se ominai-
suus, etta lampdtilan suurinta arvoa ei saavuteta hetkella t = 4. (6 p.)

Selitd kummassakin tapauksessa sanallisesti, miten vaaditut lampétilafunktion omi-
naisuudet nakyvat kuvaajassa.

Ratkaisu.

1. Merkinnassa T'(t) iso T tarkoittaa lampétilaa ja pieni ¢ tarkoittaa aikaa.

Funktion 7'(t) derivaatta on negatiivinen, kun 0 < t < 2tai4 < t < 9. Funktion
T'(t) derivaatta on positiivinen, kun 2 < ¢ < 4. Alla on funktion 7" kulkukaavio.

Kulkukaaviosta nahdaan, etta funktio 1" voi saavuttaa valilla 0 < ¢ < 9 suurim-
man arvonsa vain kohdassa ¢ = 0 tai kohdassa t = 4. Kulkukaavion tekemista
ei vaadita.

Funktion 7'(t) derivaatta on negatiivinen, kun 0 < ¢t < 2tai4 < ¢t < 9. Funktion
T'(t) derivaatta on positiivinen, kun 2 < ¢ < 4. Siten funktio 7" on vaheneva
valeilla 0 < t < 2ja4d < t < 9 javastaavasti funktio 7" on kasvava valilla
2 < t < 4. Esimerkiksi seuraava kuvaaja toteuttaa annetut ehdot:
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24

3p.(yht.3p.)

Ylla olevasta kuvaajasta nahdaan, ettd kun valeilla 0 < t < 2jad <t < 9
kuljetaan funktion kuvaajaa pitkin vasemmalta oikealle, funktion arvo pienenee,

joten kyseisilla valeilla funktion 7" derivaatta on negatiivinen.

Ylla olevasta kuvaajasta nahdaan, etta kun valilla 2 < ¢t < 4 kuljetaan funktion
kuvaajaa pitkin vasemmalta oikealle, funktion arvo kasvaa, joten kyseisella valilla

funktion 7" derivaatta on positiivinen.

Ylla olevasta kuvaajasta nahdaan, ettd lampétilan suurin arvo 1" = 6 saavute-
taan hetkelld ¢ = 4. Kaikkina muina aikavalin 0 < ¢ < 9 hetkina kuvaaja kulkee

alempana kuin korkeudella 7" = 6.

Ylla oleva kuvaaja on vain yksi esimerkki sopivasta kuvaajasta. Mika tahansa an-
netut ehdot tayttava kuvaaja kelpaa.

2. Esimerkiksi seuraava kuvaaja toteuttaa annetut ehdot:
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3p.(yht.9p.)

Ylla olevasta kuvaajasta nahdaan, ettd kun valeilla 0 < t < 2jad <t < 9
kuljetaan funktion kuvaajaa pitkin vasemmalta oikealle, funktion arvo pienenee,

joten kyseisilla valeilla funktion 7" derivaatta on negatiivinen.

Ylla olevasta kuvaajasta nahdaan, etta kun valilla 2 < ¢t < 4 kuljetaan funktion
kuvaajaa pitkin vasemmalta oikealle, funktion arvo kasvaa, joten kyseisella valilla

funktion 7" derivaatta on positiivinen.

Ylla olevasta kuvaajasta nahdaan, ettd lampétilan suurin arvo 1" = 6 saavute-
taan hetkelld t = 0 eika hetkelld t = 4. Kaikkina muina aikavalin 0 < t < 9
hetkina kuin hetkelld ¢ = 0 kuvaaja kulkee alempana kuin korkeudella 7" = 6.

1p.(yht. 12 p.)

Ylla oleva kuvaaja on vain yksi esimerkki sopivasta kuvaajasta. Mika tahansa an-
netut ehdot tayttava kuvaaja kelpaa.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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