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1. Funktiot ja lukujonot (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1. Jos f(z) = 2% + 2, niin f(2) =| (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "— \/§ "0, \@ " 4" re", 16",

1.2. Jos g(z) = /7, niin g(16) = | [(2p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "—4", "4", "4+4", "—8&", "8", "£8&".

1.3. Jos f(x) = 22 +2ja h(x) = 2* — 2, niin f(z) + h(z) = 12 p.)

=

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "x3 + 22", "3 + 2 + 4" "5 "gd — A7 "ybr,

1.4. Jos f(z) = 22 + 2ja h(z) = 2° — 2, niin f(2) - h(2) =| (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "22:2 + 2" "2x? 4+ 4", "4x? + 2" "4 + 4", "62> 4 2",
1161,2 _l_ 12"’ IV8I2 _‘_ 1671'

1.5. Jos a, = 3n + 1, niin ay = | (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: —% o4 s 12, 13", 15"

1.6. Jos aritmeettisessa lukujonossa ay = 3jaa; = 7, niinaz = \ \
(2p)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "—4", "—1", 3", "4","8", "10", "11", "15", "21".
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Vastaukset:

1.1, 6 (2romze)

12, 4 (2puhtap)

1.3, 2% + 22
1.4, 622 + 12
1.5. 13 (2pont10p))

16. 15

Nd&in vastauksiin paadyttiin:

1.1. Lasketaan f(2) sijoittamalla x = 2 funktion lausekkeeseen f(z) = 2% + 2.

— 92 - . - ey
F(2) =2 +27222 442=56
kpl

Siis f(2) = 6.

1.2. Lasketaan ¢(16) sijoittamalla x = 16 funktion lausekkeeseen g(x) = /.
Luvun z nelidjuuri /2 on sellainen ei-negatiivinen luku, jonka nelid (toinen
potenssi) on .

9(16) = V16 = 4,

koska 4 on ei-negatiivinen ja 4% = 4 - 4 = 16.
B
P

Siis g(16) = 4.
1.3. Lasketaan f(x) + h(x), kun f(z) = 22 + 2ja h(x) = 2* — 2.
f(z) + h(z) = (2* +2) + (° — 2)
=242+ 2% -2
=2’ 4+ +2-2
= 1% + 2?

Siis f(x) + g(z) = 23 + 22.
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1.4. Lasketaan h(2) sijoittamalla x = 2 funktion lausekkeeseen h(z) = 2 — 2.

h(2) = 2% -2
2.

2-2-2
——
3 kpl

—8-2
=6
Sievennetaan lauseke f(z) - h(2).
flx)-h(2)=("+2)-6
=2?-642-6
= 627 + 12
Siis f(z) - h(2) = 62 + 12.

1.5. Lasketaan lukujonon neljas jasen a4 sijoittamalla n = 4 lukujonon jasenen
lausekkeeseen a,, = 3n + 1.

as=3-4+1=12+1=13
SIISCL4:13

1.6. Aritmeettisessa lukujonossa perakkaisten jasenten erotus on vakio, eli jase-
nesta saadaan aina seuraava jasen lisaamalla aina sama luku, jota kutsutaan
lukujonon erotusluvuksi.

Lukujonon nollas jasen on ag = 3 ja ensimmainen jasen a; = 7. (Yleensa lu-
kujono aloitetaan vasta ensimmaisesta jasenesta, mutta tassa on aloitettu nol-
lannesta jasenestd.) Lasketaan lukujonon erotusluku d eli luku, joka on lisatty,
jotta luvusta 3 on saatu luku 7.
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Lukujonon erotusluku on d = 4, eli lukujonon jasenestd saadaan seuraava
jasen lisaamalla jaseneen luku d = 4. Lukujonon toinen jasen on siis

as =a; +d
=744
=11,
joten kolmas jasen on

(IgZCLQer

Il
—_
.Cﬂ

Siis az = 15.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Vaatekaupassa (12 p.)

1. Farkkujen alkuperainen hinta on 56,00 euroa ja alennusmyynnissa hintaa alen-
netaan 30 %. Mika on alennettu hinta? (4 p.)

2. Takin alkuperainen hinta on 79,00 euroa ja alennettu hinta 55,30 euroa. Mika on
alennusprosentti? (4 p.)

3. Vaatteiden arvonlisaverokanta on 24 %. Kuinka monta euroa paidan 45,00 euron
myyntihinnasta on arvonlisdveroa? (4 p.)

Ratkaisu.

2.1.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Hintaa alennetaan 30 %, joten alennuksen suuruus on
0,3 56,00€ = 16,80 €.

Alennettu hinta on

56,00 € — 16,80 € — 39,20 € (2p-0ht.2p))

Vastaus: 39,20 €

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Hintaa alennetaan 30 %, jolloin hinnasta jaa maksettavaksi 100 % — 30 % =

0%
Alennettu hinta on

0,70 - 56,00 € = 39,20 €.
Vastaus: 39,20 €

Oppimateriaalit - [aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 6


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti

2.2.

2.3.

Oppimateriaalit - [aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Alennuksen suuruus on
79,00€ — 55,30 € = 23,70 €.

Alennuksen osuus alkuperaisesta hinnasta on

BI0E _ o _ 300, EED)
-500e — 030 =30 %.

Vastaus: 30 %

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Lasketaan, kuinka monta prosenttia hinnasta jad maksettavaksi.

55,30€ =0,7="70%

79,00€

Alennus on siis

100% — 70% = 30 %. EETERY

Vastaus: 30 %

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Arvonlisavero on 24 % verottomasta hinnasta. P-9ht9p)

mafy.fi

Myyntihinta on 100 % + 24 % = 124 % verottomasta hinnasta eli verottomaan
hintaan nahden 1.24-kertainen. Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan veroton

hinta .

b= I:1,24
o = 36,290 . ..
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Veroton hinta on 36,290. .. € ~ 36,29 €.

Arvonlisdveron maara on

45.00€ — 36,20€ — 871 €.

Vastaus: 8,71 €

| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Arvonlisavero on 24 % verottomasta hinnasta. P-9nt9p)

Merkitdan verotonta hintaa kirjaimella z. Myyntihinta on 100 %-+24 % = 124 %
verottomasta hinnasta eli verottomaan hintaan nahden 1,24-kertainen. Talldin

verollinen myyntihinta on 1,24z.

Vero on 0,24x.

Veron osuus verollisesta myyntihinnasta on

V24T 10854

1,24x
=19,354... %.

Vero on siis

0,19354...45,00€ = 8,709... € ~ 8,71 €.

Vastaus: 8,71 €

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Tuntemattomia muuttujia (12 p.)

Aineisto:
3. A Kuva: Suora
1. Kuvassa 3.Aonsuoray = ax—+b, jonka kertoimet a ja b ovat kokonaislukuja. Paat-

tele kuvaajan perusteella kertoimien arvot ja perustele, miten paadyit ratkaisuun.
(4p)

3
Z.@2p)

3 3
2. Ratkaise p murtolukuna yhtaldsta (5 + Zl) “p 5

1 1 1
3. Ratkaise g murtolukuna yhtalésta (5 — —> g = =.(2p.)

2 2
4. Ratkaise x yhtalosta An® (n?)? -2 =28n'. (4p)
Ratkaisu.
3.1.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Suoran yhtaléssa y = ax + b kerroin a on suoran kulmakerroin ja vakiotermi b
on suoran ja y-akselin leikkauspisteen y-koordinaatti.

Suora kulkee kuvan perusteella pisteiden (1, 1) ja (2, 4) kautta. Ku-
vaajalta voidaan valita myos jotkin muut kaksi pistetta. Lasketaan suoran kul-
makerroin naiden pisteiden avulla:

Y2 — Y1
a —
To — I
C4-1
S 2-1

BN OTED)

Suoran kulmakerroin on siis a = 3.

Suoran ja y-akselin leikkauspiste on kuvaajan perusteella (0, —2). Leikkauspis-

teen y-koordinaatti on —2, joten vakiotermion b = —2.
Vastaus:a = 3jab = —2

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 9


https://www.mafyvalmennus.fi
https://files.mafy.fi/Yo-kokeet/2023S_MAB/attachments/index.html#3.A
https://files.mafy.fi/Yo-kokeet/2023S_MAB/attachments/index.html#3.A

Mafynetti mafy.fi

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Suora kulkee kuvan perusteella pisteiden (1, 1) ja (2, 4) kautta. Ku-

vaajalta voidaan valita myos jotkin muut kaksi pistetta. Lasketaan suoran kul-

makerroin naiden pisteiden avulla:

Y2 =
o To — T
_ 4—-1
51

_ 3 (inorzn)

Suoran kulmakerroin on siis a = 3.
Sijoitetaan suoran yhtaloéén y = ax + b pisteen (1, 1) koordinaatit ja kulmaker-

roin a = 3. Ratkaistaan vakiotermi b.

y=ar+b |Jzr=1y=1,a=3
1=3-1+b
1=34+b [ -3
1-3=0
—2=9>

b= o (Tp0mse)
Vastaus:a = 3jab= —2

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

10


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

3.2. Ratkaistaan yhtaldsta p. Yhtalon voi ratkaista monella eri tavalla. Tassa on esi-
tetty vain yksi mahdollinen ratkaisutapa.

Y3 93 3
57 1) P73

5
12 15 3
20 20) P75
2 3@eE) .9
20 5
3.90
o7p = 22
P==5
27p =3 -4 | : 27
3.4
P="7
4
P=7y

4
Vastaus: p = o

Pisteytyksesta: Murtolukujen yhteenlaskusta yksi piste, toinen oikeasta vastauk-
sesta.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 11


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

3.3. Ratkaistaan yhtaldsta g. Yhtalon voi ratkaista monella eri tavalla. Tassa on esi-
tetty vain yksi mahdollinen ratkaisutapa.

21 3 1
57 2)707 5
2 3\ 1 1
6 6) q 2
—é 1:% |- q (£ 0)
q
1 1
. )
=31 |
2_
£ =4
1
1= 73

1
Vastaus: ¢ = -5

Pisteytyksesta: Murtolukujen vahennyslaskusta yksi piste, toinen oikeasta vas-
tauksesta.
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3.4. Ratkaistaan yhtaldsta x. Yhtalon voi ratkaista monella eri tavalla. Tassa on esi-
tetty vain yksi mahdollinen ratkaisutapa.

3
4An? (n?)3
# . = 8nto
2n
AnB(n23
g -z = 8n'®
2n
i
Sr o= 8n10 1p. (yht.9p.)
2n
4 ndnd
— - r = 8n'®
2 n

2.8t — gpt0

2.n'%. 1 =8n'° | :2n' (£ 0)

8n10
r= 2n13

_ 4. pl0-13

— 4. ’fl_3 2p.(yht. 12 p.)

Vastaus: v = 4n 3
My6s vastaus © = — hyvaksytaan.
n:

Pisteytyksesta: Yhtalén vasemman puolen sieventamisesta saa kaksi pistetta ja
lopullisesta ratkaisusta kaksi pistetta.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Pythagoraan kolmikot (12 p.)

Positiiviset kokonaisluvut a, b ja ¢ muodostavat Pythagoraan kolmikon, jos a? + b* =

2.

Naita kolmikoita voidaan muodostaa seuraavasti. Olkoot m ja n positiivisia kokonais-
lukuja, joille m > n. Talldin luvuta = m?—n?,b = 2mnjac = m?+n? muodostavat
Pythagoraan kolmikon.

1. Muodosta ylla esitetylla tavalla jokin Pythagoraan kolmikko. (3 p.)

2. Anna esimerkki kolmesta positiivisesta kokonaisluvusta, jotka eivat muodosta Pyt-
hagoraan kolmikkoa. (3 p.)

3. Maarita luvut m ja n silloin, kun Pythagoraan kolmikkona ovat luvuta = 15,b = 8
jac=17.(3p.)

4. Perustele, etta jos a, b ja ¢ on muodostettu lukujen m ja n avulla kuten tehtavan
alkutekstissa, niin a® + b? = 2. (3 p.)

Ratkaisu.

4.1, Valitaanm = 2jan = 1. Luvuta,bjacovat nyt

a=m?—n?
—92_ 12
=4-1
T

b=2mn
=2-2-1
=4

c=m?+n?
— 92 4 12
=441

_ 5 (o
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4.2.

4.3.

Vastaus: Eras Pythagoraan kolmikko onsiisa = 3,b =4 jac = 5.

Ratkaisun voi muodostaa milla tahansa sopivilla luvuilla m ja n.

Esimerkiksi luvut 6, 7 ja 8 eivat muodosta Pythagoraan kolmikkoa.
Tama nahdaan laskemalla ndiden lukujen neliot ja yrittamalla laskea niita yh-
teen:

6% = 36
7% =49
8% = 64
36 +49 =85 eika siis 64, kuten pitaisi

36 + 64 =100  eika siis 49, kuten pitaisi
49464 =113 eika siis 36, kuten pitaisi

Vastaus: Esimerkiksi luvut 6, 7 ja 8 eivat muodosta Pythagoraan kolmikkoa.

Ratkaisuksi kelpaa mitka tahansa kolme positiivista kokonaislukua, jotka eivat
muodosta Pythagoraan kolmikkoa.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Lasketaan luvut a ja c yhteen:

a—i—c:m2—n2—|—m2+n2

_ o2 (507

Nyta = 15jac =17, eli

154+ 17 = 2m?
32=2m*> ||:2
m? = 16

m= 14 Vain positiivinen ratkaisu kay.
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Luku n voidaan ratkaista esim. yhtaldsta

a:mz—n2
15 =4*—n?
15 =16 — n?
n?=1

n= 41 Vain positiivinen ratkaisu kay.

Vastaus: Luvutovatm = 4jan = 1.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Luvuista m jan tiedetaan, etta ne ovat positiivisia kokonaislukuja ja etta m > n.
Aloitetaan luvusta b, koska se on kolmikkoluvuista ainut, jonka laskemiseen ei
tarvita lukujen toisia potensseja. Tilanteessa on siis voimassa yhtald

=8
2mn =8 | :2

1 p. (yht. 7 p.
mn = 4 p. (yht. 7 p.)

Koska luvut m ja n eivat voi olla yhta suuret, m = 2 jan = 2 ei kay ratkaisuksi.
Ainoat positiiviset kokonaisluvut, jotka toteuttavat yhtalon mn = 4

ja joille m > n, ovatsiism =4jan = 1.

Tarkistetaan, etta lukujen a ja claskemiseen annetut kaavat toimivat, kunm = 4
jan=1:

: 2
a = 7)'1,2 —n-

— 4212
=16—-1
=15 ok!
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Vastaus: Luvutovatm = 4jan = 1.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3

Luvuista m ja n tiedetaan, ettd ne ovat positiivisia kokonaislukuja ja ettd m > n.
Aloitetaan luvusta b, koska se on kolmikkoluvuista ainut, jonka laskemiseen ei
tarvita lukujen toisia potensseja. Tilanteessa on siis voimassa yhtald

b=8
2mn =8 | :2
mn = 4[RORTR) |1 ()
4
n=—
m

Sijoitetaan n = & ja a = 15 yhtaléon a = m? — n2.
m

4
a=m?>-n* |a=15n=—
m
2
15 =m? — i
m
, 42
15=m?— 5
m?
16
15:m2—m | -m?(>0)

16
. 5 , )
15m? = m? - m? —}rfj- —

i
15m? = (m?)* — 16

2

Sijoitetaan p = m~.
15m? = (m*)?*—-16 ||p=m?
5p=p*—16 | —15p
0=p?—15p— 16
p?—15p—16 =0
1p* — 15p — 16=0
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Kaytetaan toisen asteen yhtaldn ratkaisukaavaa.

—(=15) £ /(-15)2 —4-1-(-16)

p:

2-1
15 £ /225 4 64
p= 5
15 + /289
PET
_15£17
b=
p:15+17taip:15_17
2 2
32 —2
p= 5 talp = —

p=16taip=—1
Sijoitetaan p = m?2.
p=16taip=—1
m? = 16taim* = —1

Yhtalén m? = 16 ratkaisut ovat

m = +V16

m = +4
Naista vain m = 4 kelpaa, koska tiedetaan, etta m on positiivinen luku.

Yhtalslld m? = —1 ei ole ratkaisua, koska minkaan luvun toinen potenssi ei ole
negatiivinen.

Siis m = 4. Lasketaan n.

4 4
n=— = —1(eonse)

Vastaus: Luvut ovatm =4 jan = 1.
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2

4.4. Lasketaan termien a = m? — n? ja b = 2mn nelididen summa:

a’+ b= (m* — n2)2 + (2mn)®

— (mZ o n2)(m2 - 77,2) + 22m2n2
=m* —m*n? —m*n® +n* + 4m?n?

— m4 +2m2n2 +n4' 1p.(yht. 10 p.)

Lasketaan termin ¢ = m? + n? nelié:

¢ = (m*+n?
= (m? +n?H)(m? +n?)
=m* 4+ m*n? + m*n? + n*

1p. (yht. 11 p.
=m?* 4+ 2m?n? + p* U PONETTR)

Siis a® + b*> = 2, joten jos luvut a, b ja ¢ muodostetaan lukujen m ja n avulla
kuten tehtdvdnannossa sanotaan, yhtalé a?+b? = ¢? toteutuu aina.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Laskettelumatka (12 p.)

Lukion 32 opiskelijan ryhma varaa laskettelumatkaa varten linja-auton, jonka kus-
tannukset jaetaan tasan osallistujien kesken. Nelja opiskelijaa joutuu perumaan lah-
tonsa, jolloin jokainen osallistuja maksaa lopulta 15 euroa alkuperadista hintaa enem-
man. Kuinka paljon yhden osallistujan matka lopulta maksoi?

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Merkitdaan alkuperaisen suunnitelman mukaista yksittaisen opiskelijan maksamaa
matkan hintaa euroina kirjaimella z. Opiskelijoita oli aluksi 32, joten ko-

konaiskustannukset olivat yhteensa 32x euroa.

Opiskelijoista nelja peruilahtonsa, joten opiskelijoita oli lopuksi 32—4 = 28.
Jokainen jaljella oleva opiskelija maksoi 15 euroa alkuperaisen suunnitelman mukais-
ta matkan hintaa enemman. Jokainen opiskelija maksoi siis lopulta matkasta x 4 15

euroa. Kokonaiskustannukset olivat talléin yhteensé 28(z + 15) euroa.

2p.(yht. 7 p.)

Kokonaiskustannukset pysyvat samoina. Muodostetaan yhtaldé kokonaiskustannus-
ten avulla ja ratkaistaan yhtaldsta yksittaisen opiskelijan alkuperdisen suunnitelman
mukainen maksettava hinta .

322 = 28(x + 15)

327 = 28x 4420 || — 28z 1P-ONtoP)
321 — 281 = 420
dz = 420 I:4
o= 105

Ylla oleva yhtald voidaan ratkaista myods laskinohjelmalla, kunhan tdma ilmaistaan
selkeasti ratkaisussa.

Alkuperadisen suunnitelman mukaan jokaisen opiskelijan olisi pitanyt maksaa mat-
kastaan 105 euroa. Jokainen opiskelija joutui kuitenkin lopulta maksamaan matkas-

taan 105 + 15 = 120 euroa. | P-0Mt12p)

Vastaus: 120 euroa
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Merkitaan lopullista yhden opiskelijan maksamaa hintaa euroina kirjaimella x.
Opiskelijoita oli loppujen lopuksi 32 — 4 = 28 ,joten kokonaiskustannuk-

set olivat yhteensa 28z euroa.

Alkuperainen suunniteltu opiskelijakohtainen hinta oli 15 euroa toteutunutta hintaa
pienempi eli euroina z — 15. Koska opiskelijoita oli alun perin 32, niin
kokonaiskustannukset olivat yhteensa 32(x — 15) euroa.

Kokonaiskustannukset pysyvat samoina. Muodostetaan yhtaldé kokonaiskustannus-
ten avulla ja ratkaistaan yhtaldsta yksittaisen opiskelijan alkuperadisen suunnitelman
mukainen maksettava hinta .

28z = 32(z — 15)
987 = 322 + 32 - (—15)
28z = 322 — 480 | — 32z
28z — 322 = —480
—dp =—480  [pOhIoR)) L (_y)
=120

Ylla oleva yhtalo voidaan ratkaista myos laskinohjelmalla, kunhan tdma ilmaistaan
selkedasti ratkaisussa.

Vastaus: 120 euroa

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Merkitdaan alkuperaisen suunnitelman mukaista yksittaisen opiskelijan maksamaa

matkan hintaa euroina kirjaimella z.

Merkitdaan kokonaiskustannuksia euroina kirjaimella y. m

Opiskelijoita oli aluksi 32, joten kokonaiskustannukset olivat yhteensa 32x euroa.

Toisaalta kokonaiskustannukset olivat y euroa, joten y = 32x.

Opiskelijoista nelja peruilahtonsa, joten opiskelijoita oli lopuksi 32—4 = 28.
Jokainen jaljella oleva opiskelija maksoi 15 euroa alkuperadisen suunnitelman mukais-
ta matkan hintaa enemman. Jokainen opiskelija maksoi siis lopulta matkasta x 4 15
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euroa. Kokonaiskustannukset olivat talloin yhteensa 28(z + 15) euroa.

Toisaalta kokonaiskustannukset olivat y euroa, joten y = 28(x + 15).

Muodostetaan yhtaldpari.

y = 32z
y = 28(z + 15)

Ratkaistaan yhtal6parista muuttuja x.
32z = 28(x + 15)

32 = 28z + 420 | — 28z

322 — 28z = 420
4z = 420 | : 4
=105

Myds muuttuja y voidaan ratkaista, mutta se ei ole tehtavanannon kannalta valtta-
matonta.

Alkuperdisen suunnitelman mukaan jokaisen opiskelijan olisi pitanyt maksaa mat-
kastaan 105 euroa. Jokainen opiskelija joutui kuitenkin lopulta maksamaan matkas-

taan 105 + 15 = 120 euroa.
Vastaus: 120 euroa

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Postimerkin lisdpainama (12 p.)

Aineisto:

6. A Kuva: Postimerkki

Karoliinien saariryhma oli yksi Saksan keisarikunnan siirtomaista. Siirtomaan ensim-
mainen postimerkkisarja valmistettiin Saksan postimerkeista painamalla niihin teksti
"Karolinen”. Lisdpainamasta on kaksi eri tyyppid, loiva ja jyrkkd, joiden luettelohinnat
ovat 1 800 ja 180 euroa. Loivan lisdpainaman kaltevuuskulma on noin 48° vaakata-
sosta mitattuna ja jyrkén lisdpainaman 56°.

1. Arvioi kuvan 6.A postimerkin lisdpainaman kaltevuuskulmaa. Onko lisdpainama
loivaa vai jyrkkaa tyyppia? (6 p.)

2. Lisdpainamanymparille piirretdadn mahdollisimman pieni suorakulmio. Arvioi, kuin-
ka monta prosenttia suorakulmio peittaa postimerkin pinta-alasta. Valkoisia reu-
noja ei lasketa mukaan postimerkin pinta-alaan. (6 p.)

Tehtdvan voi ratkaista joko sopivalla ohjelmalla tai mittaamalla lukuarvoja naytolta.
Molemmissa vaihtoehdoissa taytyy kayda ilmi ratkaisutavan valivaiheet.

Ratkaisu.

6.1.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Ladataan aineiston kuva GeoGebra-ohjelmaan. Piirretdan postimerkin kuvan
paalle suora, joka on "Karolinen” -tekstin suuntainen ja vaakasuora apuviiva.

"Karolinen" -tekstin suuntainen suora on tehty piirtamalla tekstin ala-

reunaan pisteet A ja B ja yhdistamalla ne suoratyokalulla. Vaakasuora apuvii-
va on tehty piirtamalla ohjelman yhdensuuntaisuustyokalulla pisteen A kautta
suora, joka on yhdensuuntainen x-akselin kanssa.

Kulma-tyokalu ilmoittaa suorien valiseksi kulmaksi noin 56° , joten

aineiston kuvan postimerkki on jyrkkaa tyyppia.
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~ Algebra X |~ Piirtoalue
==l fav -
Kulma
~® a=56.16645°
Kuva
~® kuvai
Piste
~® A =(3.90737, 3.0019)
~® B =(9.18656, 10.87788)
Suora
- ® f: -7.87598x + 5.27919y + 14.92673: 4
~® g:y=3.0019

vAAv|“

| Ratkaisuvaihtoehto 2|

Ladataan aineiston kuva GeoGebra-ohjelmaan ja piirretdan postimerkin kuvan
paalle vaakasuora apuviiva seka viiva, joka on “Karolinen” -tekstin suuntainen.

GeoGebra antaa suoran yhtaloksi normaalimuodossa
—7,87598x + 5,27919y 4 14,92673 = 0.

Yhtaldn saa muutettua ratkaistuun muotoon napauttamalla suoraa Algebra-
ikkunassa hiiren oikealla nappaimella ja valitsemalla, etta yhtalo esitetdaan muo-
dossa y = ma + b. Suoran yhtalé on GeoGebran mukaan

y = 1,49189x — 2,82746,
joten suoran kulmakerroin on k£ = 1,49189.

Suoran yhtalén lukuarvot riippuvat mm. kaytetysta lahennyksesta ja siita, mi-
ten postimerkki on asemoitu koordinaatistoon. Lukuarvoilla sinansa ei ole mer-
kitysta, ainoastaan niista lasketulla kulmakertoimella.
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~ Algebra ~ Piirtoalue
=[=ix v m- > v
Kulma
-® o =56.16645° T
Kuva
- ® kuva1 T2
Piste e
~-® A =(3.90737, 3.0019)
~-® B =(9.18656, 10.87788) 2
Suora
of: y = 1.49189x - 2.82746 6
~® g:y=3.0019
4
g
2
0

Kun kuljetaan suoraa pitkin yksi yksikko oikealle, mennaan samalla kulmaker-

toimen verran yldspain.

y = 1,491807 — 2,82746

Ratkaistaan kulma a.

tan o

1,49189

_ 149189
1

tan o = 1,49189

o = 56,166 . .. ([R.0M5R))
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Suorien valinen kulma on noin 56°, joten aineiston kuvan postimerkki on jyrk-

(a3 tyyoria

| Ratkaisuvaihtoehto 3 |

Ladataan aineiston kuva LibreOffice Draw -ohjelmaan ja piirretdan postimerkin
kuvan paalle viiva, joka on "Karolinen” -tekstin suuntainen. Piirto-

ohjelman tydkalut kertovat viivan suuntakulmaksi 55°. Téama on 1a-
hella jyrkan tyypin lisdpainaman kulmaa, joten aineiston kuvan postimerkki on

jyrkkaa tyyppia.

& i ~
Kappale 7

£ Viva [F] <
Vi S
Leveys: —_— T
Vari I - @
Lapindkpvyys: 0% s
Kulmatyyli: Pysristetty -
Viivanpaan tyyli: Tasainen v

I Sijainti ja koko 7]
Sijainti X: 545cm

Sijainti ¥: 820cm

Leveys: 753cm

Korkeus: 11,16cm

Sailyta mittasuhteet

6.2.

| Ratkaisuvaihtoehto 1

Piirretaan Geogebra-ohjelmalla postimerkin varillisen osan ymparille monikul-
mio EFGH (kuvassa vihertava) seka suorakulmio STUV (kuvassa punertava) li-

sapainaman ymparille. GeoGebra kertoo suorakulmion ja monikul-

mion pinta-alat. Pinta-alojen suhde on noin 0,14761, joten lisapai-
naman ympari piirretty suorakulmio peittaa n. 15 % postimerkin pinta-alasta.

2p.(yht. 12 p.)
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kuval =N ﬁ co : @
A = (0, 2.75934) ;

B = (14.01868, 2.75034) ¢ W
fy = 2.75934

C = (4.00249, 2.75934)

D = (6.42806, 6.29783) H 14 E ‘F

g: -3.53848x | 2.42557y = -7 46¢
o = 55.56999°
E = (1.00619, 13.23212) H 1o

®© OO0 OO O 00 e

F = (11.21686, 13.28384) |
EHGF:n pinta-ala = 121.56033
17 ~N
STUV:n pinta-ala = 17.94362

1
t \

h =10.27318 i “

G = (11.36482, 1.41815) N i

H = (1.0918, 1.36107) ; ™
m1 = 12156033 ; 4
e = 11.87135

f, = 102108

g; = 11.86661

N = (1.74813, 0) ; a
0 = (12.62041, 15.91452) & 4 a

® C O © 0 0 0 0 0 0 0

i: -15.91452x + 10.87228y = -27.i. P

1
W

T &

__ PintaAla(S,T,U,V)
" PintaAla(E,F, G,H)

— ala:=0.14761
2|

1 ala

Vastaus: Lisdpainaman ympari piirretty suorakulmio peittaa 15 % postimerkin
pinta-alasta.

Pinta-alojen lukuarvot voivat vaihdella kaytetyn lahennyksen ja muiden asetus-
ten takia. Vain pinta-alojen suhteella on merkitysta, ei yksittaisilla lukuarvailla.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Piirretaan LibreOffice Draw -ohjelmalla postimerkin varillisen osan ymparille
suorakulmio (kuvassa vihrea) seka toinen suorakulmio (kuvassa punainen) li-

sapainaman ymparille. Piirto-ohjelman tydkalut kertovat suorakul-
mioiden mitat, joista voidaan laskea niiden pinta-alat. Lisdpainaman paalle piir-
retty suorakulmio pitaa kiertaa vaakatasoon (kiertokulmaan 0°) ennen sen mit-
tojen laskemista, muuten ohjelma antaa vaarat lukuarvot:
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] Teksti

2 Kappale

= Alue

mafy.fi

a @ a

=i

Lepingkyvyys:

[+ Tehoste

Siainti X:
Siainti Y:
Leveys:

Korkeus:
[ Sailyts mittasuhteet

Ei mikaan v
-
Ei mitsan -
0% =
5
N
=

142cm =
473cm El
14,68cm E
1699¢m E

Kot sl
ks A S

Jaresta: g0 s

Tasaus: F & 2 o a8 ol
Teksti E]
Kappale IFf
= Alue [Ff
Taytto: Ei mikaan
Lapinalyvyys: |Ei mitaan

Tehoste

Varjo =
E Viiva IFf
Viiva: .

Leveys: .
Vari: < -
Lepinakyvyys: 0% =
Kulmatyyli: Pyaristetty ~
Viivanpaan tyyli: |Tasainen v
= Sijainti ja koko =
Sijainti X 313em E
Siaini¥:  669cm

Leveys: 977 cm =1
Korkeus: 1262cm =
[ sailyts mittasuhteet

Geto il
e

Jajests: g s

Tasaus: F & = 00 ed ol

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

<&
&
=
®

@ e o

28


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

o ;
I Kappale [

) £ Alue 5 @
L Taytto: i milcian o A
‘ -] =

Lapinakyvyys: |Ei mitaan -
> - ®
/\ I 0% =

5 Tehoste
- Varjo =
" 1  Viva 5
b . =
- Viiva: =
Y
A Leveys: -

’ Vari: < — -
b Lapinaipyys: (0%
k =l Sijainti ja koko! [

& Sijainti X: 133cm
. SiaintiY: | 1161cm
r Leveys: 13.36cm
A

b Korkeus: 277cm
[ szilyta mittasuhteet
Kierto: S [
e
Jaresta: e e
Tasaus: E &3 el

Ameri = 14,68 cm - 16,99 cm
= 249.4132 cm?
Alisapainama = 13,36 cm - 2,77 cm
= 37,0072 cm?

Lisapainaman ympari piirretty suorakulmio peittaa siis noin

STO0T2enC _ 445577
249.4132cm?
~15%

postimerkin pinta-alasta.

Vastaus: Lisapainaman ympéri piirretty suorakulmio peittda 15 % postimerkin
pinta-alasta.

Pinta-alojen lukuarvot voivat vaihdella kaytetyn lahennyksen ja muiden asetus-
ten takia. Vain pinta-alojen suhteella on merkitysta, ei yksittdisilla lukuarvailla.
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Jos lisdpainaman ympari piirretyn suorakulmion sivut ovat kohdassa 6.2 yhden-
suuntaisia postimerkin sivujen kanssa (ks. alla oleva kuva), koko merkin pinta-
alan laskemisesta saa 2 pistettd. Taman lisaksi saa yhden pisteen vaarin piir-
retyn suorakulmion piirtdmisesta ja sen pinta-alan laskemisesta, jolloin saa yh-
teensa 3 pistetta.

I \ | I | I
—14{ . . A B

B &
"
12 [gﬁ- RS PN "E-"*

"

—101

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Urheilusukat (12 p.)

Kilpajuoksijalla on kuusi urheilusukkaa sekaisin pienessa korissa. Kolmessa sukassa
on merkki L ja kolmessa R. Juoksija ottaa korista umpimahkaan kaksi sukkaa perak-
kain. Maarita todennakdisyys sille, etta

1. ensimmaisessa sukassa on merkki L (2 p.)
2. molemmissa sukissa on merkki L (4 p.)

3. sukissa on eri merkit. (6 p.)

Ratkaisu.

7.1. Kolmessa sukassa on merkki L, ja kaikkien sukkien kokonaismaara on 3+3 = 6.

i . L-sukkien maara
P(ensimmaisessd on L) =

kaikkien sukkien maara

_ 3 (o)
6

_ ! (o)
2

= 0,5.

Vastaus: 0,5

Vastaus voidaan antaa myos muodossa 50 % tai muodossa

N

7.2. Molemmissa sukissa on merkki L tasmalleen silloin, kun ensimmaisessa sukassa
on merkki L ja toisessa sukassa on merkki L.

Jos ensimmaisessa sukassa on merkki L, niin ensimmadisen sukan ottamisen jal-
keen korissa on viisi sukkaa, joista kahdessa on merkki L. Siis

2
P(toisessa L, jos ensimmaisessé oli L) = 5
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Lasketaan kysytty todennakoisyys.
P(molemmissa L)

= P(ensimmaisessa L) - P(toisessa L, jos ensimmaisessa oli L)

5.2
!
=0,2

Vastaus: 0,2

Vastaus voidaan antaa myos muodossa 20 % tai muodossa l)

7.3.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Kaytetaan vastatapahtumaa "sukissa on sama merkki" ja edellisessa kohdassa
laskettua todennakoisyyttd P(molemmissa L) = 0,2.

Edellisessa kohdassa saatiin todennakaéisyys P(molemmissal) = 0,2. Kos-
ka vasemman jalan sukkia on yhta paljon kuin oikean jalan sukkia, niin myés

P(molemmissa R) = 0,2.
Lasketaan kysytty todennakdisyys vastatapahtuman avulla.

P(eri merkit) = 1 — P(sama merkki)
=1 — (P(molemmissa L) + P(molemmissa R))
=1-(0,2+0,2)
— 0,6
Vastaus: 0,6

Vastaus voidaan antaa myos muodossa 60 % tai muodossa %
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Sukissa on eri merkit tdsmalleen silloin, kun ensimmaisessa sukassa on L ja toi-
sessa R, tai kun ensimmaisessa sukassa on R ja toisessa L.

Jos ensimmaisessa sukassa on merkinta L, niin ensimmaisen sukan ottamisen
jalkeen jaljella on viisi sukkaa, joista kolmessa on merkinta R. Siis

, . . 3
P(toisessa R, jos ensimmaisessé oli L) = v

Nain ollen

P(ensimmaisessa L ja toisessa R)

= P(ensimmaisessa L) - P(toisessa R, jos ensimmaisessé oli L)

_ 3 3 (ponon)
6 5
S (XTI

10

Vastaavasti

3
P(ensimmaisessa R ja toisessa L) = 0

P(eri merkit)

= P(ensimmaisessa L ja toisessa R) + P(ensimmaisessé R ja toisessa L)

_ 3 3 (o)
10 10
)

Vastaus: 0,6

Vastaus voidaan antaa my6s muodossa 60 % tai muodossa %
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Ratkaisuvaihtoehto 3

Olipa ensimmaisessa sukassa kumpi tahansa merkinta, niin ensimmaisen sukan
ottamisen jalkeen jaljelld on viisi sukkaa, joista kolmessa on eri merkinta kuin

ensimmaisessa sukassa. (AP-YNt10P) ] gjiq

3
P(eri merkit) = s = 0,6.

Vastaus: 0,6

Vastaus voidaan antaa my6s muodossa 60 % tai muodossa %

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Polynomifunktio (12 p.)

Olkoon p(z) = z* — 423 — 822 + 48x.
1. Laske derivaatta p/(x) ja ratkaise derivaatan nollakohdat. (4 p.)
2. Milla valeilla funktio p on kasvava? (4 p.)

3. Maarita funktion p pienin arvo. Missa kohdassa se saavutetaan? (4 p.)

Ratkaisu.

8.1. Lasketaan funktion p(z) = z* — 423 — 8% + 48z derivaatta:

p(z) = 42° — 122% — 162 + 48
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
p(z) =0
4o —122° — 162 + 48 = 0
Ratkaistaan yhtalo laskinohjelmalla. Ratkaisuksi saadaan

r=-2, r=2 tai z=3 (2p0e)

Vastaus: Derivaatta on p/(x) = 42® — 122> — 162 +48. Derivaatan nollakohdat
ovatr = —2,x =2jax = 3.

8.2.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Tutkitaan derivaatan etumerkki derivaatan nollakohtien rajaamilla valeilla. Vali-

taan testipisteiksiz = =3,z =0, r =25jax = 4.
p'(—=3) = —120 < 0 kulkukaavioon merkki —

p'(0) =48 > 0 kulkukaavioon merkki +
p'(2,5) = —4,5 <0 kulkukaavioon merkki —

p'(4) =48 > 0 kulkukaavioon merkki +
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8.3.

Tehdaan kulkukaavio:

p'(x) — + — +
p(x) ~ |~

Kulkukaaviosta nahdaan, ettd p’(x) > 0 kun —2 < = < 2 jax > 3. Funktio p

on siis kasvava, kun —2 < xr < 2taix > 3.

Vastaus: Funktio p on kasvava, kun —2 < z < 2taiz > 3.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kohdassa 8.1 saatiin derivaatan nollakohdiksix = —2, x = 2jax = 3.

Epayhtalon p'(z) > 0 ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla —2 < x < 2 tai

v >3,
Siis funktio p on siis kasvava, kun —2 < x < 2taiz > 3.

Vastaus: Funktio p on kasvava, kun —2 < oz < 2taiz > 3.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Tata ratkaisuvaihtoehtoa voidaan kayttad, jos edellisessa kohdassa tehtiin kul-
kukaavio.

Kulkukaaviosta nahdaan, etta funktio p saa pienimman arvonsa joko kohdassa
xr = —2 tai kohdassa x = 3. Lasketaan laskinohjelmalla funktion p

arvot naissa kohdissa.
p(—2) = —80
p(3) — 15

Funktion p pienin arvo on siis —80, joka saavutetaan kohdassax = —2.

Vastaus: Pienin arvo on —8&0, ja funktio p saa kyseisen arvon kohdassa z = —2.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Funktio p on parillisen (neljannen) asteen polynomifunktio, jossa korkeimman
asteen termin kerroin on positiivinen. Siten kun z on riittdvan suuri, funktion
p arvot kasvavat muuttujan x arvon kasvaessa, ja kun z on riittavan pieni (riit-
tavasti miinuksella), funktion p arvot kasvavat muuttujan x arvon pienentyes-
sa. Siten funktiolla p on pienin arvo (mutta ei suurinta arvoa, silla funktion arvo
saadaan kuinka suureksi tahansa, kun otetaan riittavan suuri tai riittdvan pieni
muuttujan x arvo).

Funktio p saa kyseisen pienimman arvon derivaatan nollakohdassaan.

Kohdassa 8.1 todettiin, ettd funktion p derivaatan nollakohdat ovat x = —2,
x = 2jax = 3. Siis funktio p saa pienimman arvonsa jossain derivaatan nol-

lakohdistax = =2,z = 2jaxz = 3. Lasketaan laskinohjelmalla

funktion p arvot naissa kohdissa.

p(—2) = —so (TE0RR)

p(3) = 45
Funktion p pienin arvo on siis —80, joka saavutetaan kohdassax = —2.

Vastaus: Pienin arvo on —8&0, ja funktio p saa kyseisen arvon kohdassa z = —2.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Luottamusvali (12 p.)

Pakkauskone on saadetty tayttamaan puolen kilon muropaketteja. Laadunvalvon-
nassa punnitaan 100 pakettia, joiden painon keskiarvoksi saadaan 509 grammaa ja

keskihajonnaksi 6,0 grammaa. Oletetaan, etta paketin paino noudattaa normaalija-
kaumaa N (509; 6,0).

1. Milla todennakdisyydella paketin paino on korkeintaan 500 grammaa? (4 p.)

2. Maérita paketin painon keskiarvon keskivirhe ja 95 %:n luottamusvali, eli luotta-
musvali 95 %:n luottamustasolla. (8 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisu CAS-ohjelmalla

9.1. Lasketaan kysytty todennakdisyys laskinohjelmalla. Taman ratkaisun kuvat ovat
GeoGebran todennakoisyyslaskurista.

Jakauma Tilastot

480 490 500 510 520 530
M=509 0=6
/" Normaalijakauma v
M 509 o6
HIBHX E
P(X < ) = 0.0668072C

Todennakoisyydeksi saadaan 0,0668 . ..~ 0,067.

Vastaus: 0,067
Vastaus voidaan antaa myos muodossa 6,7 %.
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9.2. Lasketaan keskiarvon keskivirhe. Alla olevassa kaavassa s on keskihajonta ja n
on otoskoko.

s _ 00
v /100

~06g

Y
Otoskoko n = 100 on suurempi kuin 30, joten voidaan kadyttaa luottamusvalin
Z-estimaattia. Lasketaan 95 % luottamusvali laskinohjelmalla.

Jakauma Tilastot

Keskiarvon Z-estimaatti ~

Luottamustaso |0.95

Otos
Keskiarvo 509

g6

\/100)

Tulos

Keskiarvon Z-estimaatti

Keskiarvo 509
o 6
S5 0.6
N 100
Alaraja 507.824021609276
Yléaraja 510.175978390724
vali 509 + 1.175978390724032

Luottamusvaliksi saadaan grammoina

507,824 ...:510,175. . ] ~ [507,8;510,2].
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Olipa otoskoko mika tahansa, niin aina voidaan kayttaa myos T-estimaattia:
Jakauma Tilastot

Keskiarvon T-Estimaatti v

Luottamustaso 0.95

QOtos
Keskiarvo 509

s 6
N 100
Tulos

Keskiarvon T-Estimaatti

‘ Keskiarvo H 509 |
s | 6 |
s | 0.6 |
L~ 100 |
| df | 99 |
| Alaraja | 507.8004698291371 |
| Yldraja | 510.1905301708629 |
| wvali | 500 = 1.1905301?‘0862909|

yht 10 p.)

Talléin luottamusvaliksi saadaan grammoina

507,809....:510,190 . .| CRBAERTR ~ (507 8; 510,2).

Vastaus: Keskiarvon keskivirhe 0,6 g, 95 % luottamusvali grammoina [507,8; 510,2]
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Ratkaisu ilman CAS-ohjelmaa

Normittaminen tarkoittaa sen laskemista, kuinka monen keskihajonnan paassa
muuttujan arvo on keskiarvosta (odotusarvosta) ja kumpaan suuntaan. Normi-
tettu arvo lasketaan vahentamalla muuttujan arvosta keskiarvo (odotusarvo) ja

9.1.

jakamalla keskihajonnalla.

Arvoa x = 500 vastaava normitettu arvo on

_S0-509 _ . (wmin)
6

Lasketaan kysytty todennakgisyys.

P(Z < -15) = 1 - P(Z < 1,5 50

Normaalijakauman kertymafunktion arvojen taulukosta saadaan

P(Z < 1,5) = ®(1,5) = 09332,

joten
P(Z <-15)=1-0,9332
= 0,0668

~ 0067

Vastaus: 0,067

9.2. Lasketaan keskiarvon keskivirhe. Alla olevassa kaavassa s on keskihajonta ja n

on otoskoko.

s _ 608
Sj = — =

Vvno /100

06g

1p (yht 6p.)

Otoskoko n = 100 on suurempi kuin 30. 95 % luottamusvali on

N S
7 41,96 - —=] ZP-OntEe))
f Jn

[T — 1,96 -
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Sijoitetaan edella laskettu keskiarvon keskivirhe

sr=—==06g

NG

seka tehtavanannossa kerrotut keskiarvo (odotusarvo) ja keskihajonta. Luotta-
musvaliksi saadaan grammoina

[509 — 1,96 - 0,6; 509 + 1,96 - 0,6]
~ [507,8;510,2].

Vastaus: Keskiarvon keskivirhe 0,6 g, 95 % luottamusvali grammoina [507,8; 510,2]

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Matematiikan merkintéja (12 p.)

Kuinka seuraavat sanalliset kuvaukset voidaan ilmaista symbolein?

Valitse parhaiten soveltuva vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vas-
taus 1 p. tai 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa arvos-
teltavaksi, poista vastauksesi valitsemalla pudotusvalikosta tyhja rivi.

10.1. Luvun 6 kuutiojuuri. (1 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "63”, 463", 35" »/6" "+-/6", "/3".

10.2. Parilliset kokonaisluvut. (1 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "k € Z", "2k, k € Z","2k+ 1,k € Z","k+ 1,k €
70,2k € 7.

10.3. Luvun % kaanteisluvun ja vastaluvun summan itseisarvo. (2 p.)

()7 + (=)

Zu
5

Vastauslaatikon vaihtoehdot: ”
Tin b T w(7\ 1
=3+ 506

s}

"

3
7

10.4. Luvut A ja B ovat suoraan verrannolliset verrannollisuuskertoimella k. (1 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "A : B=k","A: B ' =k""A: B ' =1: k"
"A=l. Bl = k" "AB =1 : k"
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10.5. Kun kerrotaan kaksi samakantaista potenssia, niin eksponentit lasketaan yh-
teen. (1 p.)

n—+mamn

Vastauslaatlkon ValhtOEtht " n m o In+mu’ "Inl"m _— ,’I}'"'m", ",’177"+r'l _ .’If” +
’I/rllll’ ",I/”+m _ I”’”" ,:<Irz>rr1 — ,I/”m", n(',[/n>m =

10.6. Tuotteen lopullinen hinta, kun alkuperdista hintaa 129 € alennetaan ensin 10 %
ja alennettua hintaa mydhemmin vield 20 %. (1 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "0,7 - 129€”,"129€ — 10€ — 20€", "(100 % —
10% —20%) - 129€”,799€",70,8 - 0,9 - 129€".

10.7. Lukusuoran pisteen x etaisyys pisteesta —2 on 3. (1 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "|z — 2| = 3", "|: = 2", "x? + (—2)? = 3%,

r—(-2)=3""r—-3=2""v+5=0"

n

10.8. Tason pisteen (x,y) etaisyys pisteestd (1, —3) on 4. (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot:"|z—1|+|y+3| = 42","\/(y + 1)2 + (z — 3)2 =
i/ Ta 75 (597 = () (3 = 4 a1 =
420,73 — 3y| = 4,

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 44


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy

10.9. Suorien 2x — 3y = 1ja —x + 4y = —2 leikkauspiste. (1 p.)

_ , 20 — 3y =0 20 — 3y =1
Vastauslaatikon vaihtoehdot: ” " " "2x—
—r+4y =0 —r+4y = -2
Jy—1=—x+4y+2""(z,y) = (1,—2)","(2x —3y) - (—z+4y) = 1-(—2)",

"r+y=—1"

10.10. Funktion f arvo kohdassa 2 on suurempi kuin funktion g arvo kohdassa —3.
(1p)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: 2 > —3","f(z) = 2 > —3 = g(x)", "f(2) >
g(=3)""f(2) < g(=3)""(f(2))* > (g()) =" "f'(2) > ¢'(=3)".

Vastaukset:

101, v (o)
102, 2k k < 7 (508

103, ‘§+ (_Z>
7 5

104. A:B=k
10.5. "™ = g"tm
10.6. 0,8-0,9-129€

107. [z = (=2)| =3
108 /(e =17+ (y +3)? = 4

s, {7

—xr+4y = -2

1010, /(2) > 6(-3
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Nain vastauksiin paadyttiin:

10.1.

10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

Luvun 6 kuutiojuuri eli kolmas juuri on /6.

Merkinta k € Z tarkoittaa, ettd k£ kuuluu kokonaislukujen joukkoon, eli etta
k on kokonaisluku. Kun kokonaisluku £ kerrotaan kahdella, saadaan luku 2k,
joka on jaollinen kahdella eri parillinen. Siis parilliset luvut ovat muotoa

2%,k € Z.

Murtoluvun kaanteisluku saadaan vaihtamalla osoittajan ja nimittajan paikat
keskenaan. Luvun % kaanteisluku on siis %

Luvun vastaluku saadaan lisaamalla luvun eteen miinus. Luvun % vastaluku on
siis — <
-
5

Siis luvun g kaanteisluvun ja vastaluvun summa on = + (—%)

Luvun itseisarvo eli etaisyys nollasta merkitaan lisaamalla luvun ymparille it-
seisarvomerkit | |. Siis luvun % kaanteisluvun ja vastaluvun summan itseisarvo

°” s ()|

Luvut A ja B ovat suoraan verrannolliset, kun niiden suhde (eli osamaara el
jakolaskun tulos) on vakio. Kyseista vakiota sanotaan talléin verrannollisuus-
kertoimeksi. Kun luvut A ja B ovat suoraan verrannolliset verrannollisuusker-
toimella k, niin A : B = k.

Kun kerrotaan kaksi samakantaista potenssia (eli potenssia, joissa on sama
kantaluku) ™ ja 2™, niin sievennetaan lauseketta x"x™. Talldin tehtavanan-
non mukaisesti eksponentit n ja m lasketaan yhteen. Eksponentiksi tulee tal-
16in n + m. Kantaluku on edelleen sama kuin aluksi eli z. Siis 2" 2™ = 2"™™,

Kun tuotteen alkuperéista hintaa alennetaan 10 %, niin hinnasta j44 makset-
tavaksi 100 — 10 % = 90 %. Tallgin hinta tulee 0,9-kertaiseksi alkuperéiseen
hintaan eli 129 euroon nahden. Uusi hinta on siis 0,9 - 129 €.

Kun tuotteen alkuperaista hintaa alennetaan 20 %, niin hinnasta j4& maksetta-
vaksi 100 — 20 % = 80 %. Lopullinen hinta on siis 0,8-kertainen jo kertaalleen
alennettuun hintaan 0,9 - 129 € nahden. Lopullinen hinta on siis

0,8-0,9-129€.
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10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

Lukujen x ja y etdisyys saadaan vahentamalla luvusta  luku y ja ottamalla
erotuksesta itseisarvo. Itseisarvo varmistaa sen, ettei etaisyydeksi tule nega-
tiivista lukua, vaikka erotus laskettaisiin vahentamalla pienemmasta luvusta
suurempaa lukua. Esimerkiksi lukujen 5 ja 9 etaisyys ei ole

5—9=—4
vVaan
5—9|=|—4| =4.

Luvut voidaan asettaa lukusuoralle, joten ne ovat lukusuoran pisteita. Pisteen
x etdisyys pisteesta —2 tarkoittaa siis samaa kuin luvun x etaisyys luvusta —2.
Kyseinen etaisyys on

[z —(=2)].
Toisaalta tehtavanannon mukaan kyseinen etdisyys on 3, joten
[z —(=2)] = 3.
Tason pisteiden (x1,y1) ja (22, y2) etéisyys on
V(2 — 1) + (y2 — y1)%
Sijoitetaan (z1,y1) = (1, —3)ja (x2, y2) = (x,y), jolloin etaisyydeksi saadaan

V=075 (= (3P = Vo - 1P+ (y + 32

Toisaalta tehtdvanannon mukaan etadisyys on 4, joten
Vi =12+ (y+3)2 =4

Suorien leikkauspiste on suorien yhtaloista muodostetun yhtaloparin ratkaisu.
Suorien 2z — 3y = 1 ja —x + 4y = —2 leikkauspiste on siis yhtaldparin

20 =3y =1
—x+4y=-2

Funktion f arvo kohdassa 2 merkitaan f(2). Funktion g arvo kohdassa —3
merkitaan g(—3).

ratkaisu.

Tehtavanannon mukaan funktion f arvo kohdassa 2 on suurempi kuin funk-
tion g arvo kohdassa —3. "Suurempi kuin-merkki on >. Siis

f(2) > g(=3).

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Rokottamisen tehokkuus (12 p.)

Tutkijat ovat kehittaneet yksinkertaistetun mallin rokottamisesta viruspandemiassa.
1

Mallin mukaan viruspandemia saadaan maassa hallintaan, jos H > TO Tassa

« Ry > 0 onviruksen perusuusiutumisluku
« E > 0 on rokotteen tehokkuus

« H on rokotettujen osuus maan vaestosta.
Muuttujat F ja H ovat prosenttilukuja sadasosina, eli esimerkiksi 1 % on 0,01.

1. Oletetaan, etta Ry = 3. Maarita pienin mahdollinen H, jolla viruspandemia saa-
daan hallintaan rokotteella, jonka tehokkuus £ on 80 %. (4 p.)

2. Mutaation seurauksena perusuusiutumisluku kasvaa arvoon 4,5. Mika on rokot-
teen pienin mahdollinen tehokkuus E, jolla viruspandemia saadaan hallintaan,
jos H on 80 %? (4 p.)

3. Anna esimerkki naiden kolmen muuttujan arvoista, joilla viruspandemiaa ei voi
mallin mukaan saada hallintaan. (4 p.)

Ratkaisu.

11.1. Nyton Ry = 3ja F = 80% = 0,8. Ratkaistaan pienin H, jolla pandemia
saadaan hallintaan.

H: 11']
E
1
_1lg
0,8
=0,83333...

~ 0,83
,83.
Pienin mahdollinen H, jolla pandemia saadaan hallintaan, on 0,83.
Vastaus: H = 0,83
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YTL:n malliratkaisussa (Hyvan vastauksen piirteet 19.9.2023 klo 18.33) taysien
pisteiden saamiseen vaaditaan, etta vastaus annetaan prosentteina, ja luvusta
0,83 saa vain 2 pistetta. Vaatimus, etta vastaus on annettava prosentteina, ei
kuitenkaan kay ilmi tehtavanannosta. Todennakdisesti myos vastaus H = 0,83
hyvaksytaan.

Vastaus on pyoristetty kahden merkitsevan numeron tarkkuuteen, vaikka tehta-
vanannon luvuissa onkin vain yksi merkitseva numero, silla yhden merkitsevan
numeron tarkkuudella annettu vastaus olisi todella epatarkka.

Myds vastaus H = 0,84 hyvaksytaan, jos ratkaisussa on selitetty, ettda = 0,83
ei aivan riita pandemian saamiseen hallintaan.

| Ratkaisuvaihtoehto 1|

Nyt on Ry = 4,5 ja H = 80 % = 0,8. Ratkaistaan pienin mahdollinen E.

1-— L
H= ERO
o,s:? I-E(>0)
0,8E:1—4—T5 I:0,8
polois

0.3

E=097222...

Ylla oleva yhtald voidaan ratkaista myds laskinohjelmalla, kunhan tama ilmais-
taan selkeasti ratkaisussa.

Pienin mahdollinen rokotteen tehokkuus F, jolla pandemia saadaan hallintaan,

on 0.97 1p. (yht. 8 p.)
,Il.

Vastaus: £ = 0,97
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Ratkaistaan E tehtdvanannon epayhtaldsta.

H =z : _ERLO | - £ (> 0, suunta sailyy)
He=1- Rio | - H (> 0, suunta séilyy)

pxlm

B>

E> 0,9;222 .

Ylla olevasta epayhtaldsta voidaan ratkaista £/ myds laskinohjelmalla, kunhan
tama kay selkeasti ilmi ratkaisusta.

Pienin mahdollinen rokotteen tehokkuus F, jolla pandemia saadaan hallintaan,

on 0,97,

Vastaus: £ = 0,97

YTL:n malliratkaisussa (Hyvan vastauksen piirteet 19.9.2023 klo 18.33) taysien
pisteiden saamiseen nayttdisi vaadittavan, etta vastaus annetaan prosentteina,
jaluvusta 0,97 saa vain 2 tai 3 pistetta. Vaatimus, etta vastaus on annettava pro-
sentteina, ei kuitenkaan kay ilmi tehtdavanannosta. Todennakdisesti myds vas-
taus £/ = 0,97 hyvaksytaan.

Myds vastaus /' = 0,98 hyvaksytaan, jos ratkaisussa on selitetty, ettd = 0,97
ei aivan riita pandemian saamiseen hallintaan.
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11.3. Vastaus voidaan keksia monella eri tavalla. Ei tarvitse kirjoittaa, miten vastaus
on keksitty, kunhan ratkaisussa on perusteltu, etta vastaus on kelvollinen. Alla
on naytetty erds tapa keksia eras vastaus.

Pandemiaa eivoida saada hallintaan, jos vaadittava H olisi suurempi kuin 100 % =
1. Talléin on

V
—_

| - £ (> 0, suunta sailyy)

ol e fous
V
&)

&S|
A
SIS

Ylla oleva epayhtald voidaan ratkaista myos laskinohjelmalla, kunhan tama il-
maistaan selkeasti ratkaisussa.

Voidaan siis valita jokin arvoa % pienempi E. Valitaan E = g = 0,6.

Siis arvoilla £ = 0,6 ja Ry = 5 mikaan prosenttiosuus H < 1 ei riitd pande-
mian saamiseen hallintaan. Valitaan vaikkapa suurin mahdollinen prosenttio-
suus H = 100 % = 1.

Kun £ =06, Rp =5jaH =1 ,niin

_ 1 1
1 _ 1_5 1 p. (yht. 10 p.)

E 06
—1,333...,

ja H = 1 on tata pienempi, joten pandemiaa ei saada hallintaan.

Vastaus: Esimerkiksi &/ = 0,6, Ry = Hja H = 1.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 51


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

12. Maailman vaesté (12 p.)

Aineisto:

12. A Taulukko: Vaestomaara YK:n arvioiden mukaan

Taulukossa 12.A on esitetty maailman vaestomaara vuodesta 1950 vuoteen 2020.

1. Mallinna vaestdmaaraa sovittamalla aineistoon regressiosuora y = a + bx, kun
Z ON VUosi ja y vaestdbmaara. (4 p.)

2. Vaestonkasvua voi mallintaa myos lukujonolla 1, = ¢g™, missa n onvuosijay, on
vaestdmaara. Maarita parametrit ¢ ja q kayttamalla vuosien 2010 ja 2020 vaesto-
maaria. Vaihtoehtoisesti voit kayttad mallia i, = ce*™, joka on kaytossa tietyissa
ohjelmistoissa. (4 p.)

3. Maarita ennusteet vuoden 2040 vaestomaarasta osatehtavien 12.1 ja 12.2 mallien
perusteella. (2 p.)

4. Arvioi osatehtavien 12.1 ja 12.2 mallien hyvia tai huonoja puolia. Mainitse kum-
mastakin mallista yksi seikka. (2 p.)

Ratkaisu.
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12.1. Kopioidaan taulukon tiedot GeoGebraan ja sovitetaan annettuihin lukuihin line-
aarinen malli.

8000
7000
6000
5000
4000

3000
L

2000

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
X: A1:A9

Regressiomalli

Malliksi saadaan
y=76929... .0 —147711,702...
y ~ 76,9z — 148 000,
jossa x on vuosi ja y vaestdmaara miljoonina.
Vastaus: y = 76,92 — 148 000

Ylla oleva vastaus on pyoristetty kolmen merkitsevan numeron tarkkuuteen. Lu-
vut voidaan pydristaa myos esimerkiksi kahden merkitsevan numeron tarkkuu-
teen, yhden desimaalin tarkkuuteen tai Iahimpiin kokonaislukuihin.
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Sovitus voidaan tehda myds esimerkiksi siten, etta pystyakselilla on vaestdmaa-
ra miljardeina tai vaestdmaara ilman yksikkda (ei siis miljoonina eika miljardei-
na).

* Jos pystyakselilla on vaestdmaara miljardeina, niin suoran yhtalé on
y = 0,0769x — 148.

* Jos pystyakselilla on vaestdmaara ilman yksikkoa, suoran yhtalé on y =
76 900 000z — 148 000 000 000.

12.2.

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Sovitetaan GeoGebralla vuosien 2010 ja 2020 tietoihin malli nimeltaan "Kasvu".

78001

76001

74001

72001

70001

ﬂdos 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
X: A8:A9
Regressiomalli

‘ Kasvu v

y = 0.000000820738212 - 1.011438338746946"
-
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Malliksi saadaan

Y, = 0,0000008207...-1,0114...",

jossa n on vuosi ja y,, vaestomaara miljoonina, LP-ONt6P)

Ylla oleva malli on muotoa y,, = cq", joten kysytyt parametrit ovat

¢ = 0,000 0008207 . .. ~ 0,000 000 821
¢=10114... ~ 1,01

Vastaus: ¢ = 0,000000821 jag = 1,01

Sovitus voidaan tehda my®ds siten, etta pystyakselilla on vaestémaara miljardei-
na tai ilman yksikkda (ei miljoonina eika miljardeina). Talléin ¢ pysyy samana,
mutta ¢ muuttuu.

* Jos pystyakselilla on vaestomaara miljardeina, niin ¢ = 0,000 000 000 821.

* Jos pystyakselilla on vaestomaara ilman yksikkoa, niin ¢ = 0,821.

| Ratkaisuvaihtoehto 2|

Sovitetaan GeoGebralla vuosien 2010 ja 2020 tietoihin eksponentiaalinen malli.
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78001
76001
74001
7200+

70001

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021
X: A8:A9

Regressiomalli

Eksponentiaalinen -~  y = 0.000000820738212 ¢!!11373410556552

1p.(yht.5p.)

Malliksi saadaan

Y = 0,0000008207 . .. - OO137T-n

jossa n on vuosi ja y, vaestomaara miljoonina.

YIl4 oleva malli on muotoa y,, = ce*™, joten kysytyt parametrit ovat

¢ = 0,000 0008207 . . . ~ 0,000 000821
k=0,01137... ~ 0,0114.

Vastaus: ¢ = 0,000 000 821 ja k = 0,0114

Sovitus voidaan tehda my®ds siten, etta pystyakselilla on vaestémaara miljardei-
na tai ilman yksikkda (ei miljoonina eika miljardeina). Talléin k pysyy samana,
mutta ¢ muuttuu.
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* Jos pystyakselilla on vaestomaara miljardeina, niin ¢ = 0,000 000 000 821.

* Jos pystyakselilla on vaestomaara ilman yksikkoa, niin ¢ = 0,821.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Muodostetaan vuosien 2010 ja 2020 tiedoista yhtalopari:

6957 = g™
7795 = cg*

Ratkaistaan yhtaldpari laskinohjelmalla. Ratkaisuksi saadaan

c=0,0000008207... ja q=—1,0114...
tai

¢ =0,0000008207... ja q=1,0114...

Muutoskerroin g ei voi olla negatiivinen, joten ratkaisuksi saadaan

¢ =0,0000008207... ja g=1,0114...

Malli on siis muotoa

v, = 0,0000008207...-1,0114...",

jossa n on vuosi ja y, vaestomaara miljoonina.

Ylla oleva malli on muotoa y,, = cq", joten kysytyt parametrit ovat

¢ = 0,0000008207 . .. ~ 0,000 000 821
g=1,0114... ~ 1,01. ([p0r2e)

Vastaus: ¢ = 0,000000821 jag = 1,01

Yhtalépari voidaan muodostaa myds siten, etta vaestomaarat eivat ole miljoo-
nina, jolloin kerroin c on erilainen.
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12.3. Lasketaan ennuste vaestomaaralle lineaarisen mallin (kohdan 12.1 mallin) avul-

la:
80001
70007
60001
50001
(]
40001
]
30001
[
2000 ‘ : . : : : : : :
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
X A1:A9
Regressiomalli
Lineaarinen . y = 76.9297619047619 x — 147711.70238095237
Tarkka arvo: X = 2040 y = 9225.011904761923

Lineaarisen mallin mukaan ennuste vaestomaaralle vuonna 2040 on noin 9200

miljoonaa. Hyvaksytaan myos vastaus 9,2 miljardia.

Lasketaan ennuste vaestdmaaralle eksponentiaalisen mallin (kohdan 12.2 mal-
lin) avulla:
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7800
7600
7400
7200

7000

2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021

X: AB:A9
Regressiomalli
Kasvu . y = 0.000000820738212 - 1.011438338746946"
Tarkka arvo: x = 2040 y = 9785.980633007812

Eksponentiaalisen mallin mukaan ennuste vaestomaaralle vuonna 2040 on noin
9800 miljoonaa. Hyvaksytaan myos vastaus 9.8 miljardia.

Vastaus: Vaestomaara vuonna 2040 on kohdan 12.1 mallin mukaan noin 9200
miljoonaa ja kohdan 12.2 mallin mukaan noin 9800 miljoonaa.

Vastaukset voidaan antaa myds miljardeina, jolloin ne ovat 9,2 miljardia ja 9,8
miljardia, tai ilman yksikkda, jolloin ne ovat 9 200 000 000 ja 9 800 000 000.

12.4. Kohdan 12.1 mallin hyvana puolena on se, etta malli ottaa huomioon koko kay-
téssa olevan aineiston, mika parantaa mallin luotettavuutta. Mallin huonona
puolena on se, etta luonnolliset prosessit, kuten vaestdnkasvu, eivat yleensa

ole koskaan taysin lineaarisia.

Kohdan 12.2 mallin hyvana puolena on se, ettda malli huomioi kiihtyvan vaeston-
kasvun. Mallin huonona puolena on kuitenkin se, etta kiihtyva kasvu ei voi jat-
kua loputtomiin. Lisaksi malli ottaa huomioon ainoastaan kahden viimeisimman
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mittausvuoden vaestdmaarat, jolloin sovitettu malli kuvaa paremmin vaeston-
kasvua vuosien 2010 ja 2020 valilla kuin koko aineiston tarkasteluvalilla.

Pisteytyksesta:

+ Lineaarisesta mallista riittaa mainita yksi asia, esimerkiksi jokin seuraavis-
ta:
- Ottaa huomioon kaikki datapisteet.
- Vaestdnkasvu ei voi jatkua loputtomiin.
- Vaestonkasvu ei voi olla lineaarinen, jos mennaan ajassa taaksepain,
koska vaestomaara saisi negatiivisia arvoja.
+ Eksponentiaalisesta mallista riittda mainita yksi asia, esimerkiksi jokin seu-
raavista:
- Ei ota huomioon kaikkia datapisteita.
- Vaestonkasvu ei voi jatkua loputtomiin.
- Ottaa hyvin huomioon kiihtyvan vaesténkasvun tietylla aikavalilla.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Perakkaiset kruunat (12 p.)

Kolikkoa heitetaan useita kertoja perakkain. Talldin merkinta F}, ilmaisee kaikkien
sellaisten tapausten lukumaaran, joissa n:ssa heitossa esiintyy vahintaan kaksi pe-
rakkaista kruunaa. Tiedetaan, etta palautuskaava

Fn+3:2Fn+2_Fn+2n
patee, kunn > 1.

1. Maarita I, F5 ja F3 laskemalla eri tapausten lukumaarat. (4 p.)

2. Kolikkoa heitetaan kuusi kertaa. Milla todennakoisyydella saadaan vahintaan kak-
si perakkaista kruunaa? (4 p.)

3. Kolikkoa heitetaan kuusi kertaa. Milla todennakoisyydella saadaan vahintaan kak-
si kruunaa? (4 p.)

Ratkaisu.

13.1. Yhdelld heitolla ei voida saada kahta perakkaista kruunaa, joten 7 = 0.

Kahdella heitolla saa kaksi perakkaista kruunaa vain, jos kumpikin kolikonhei-
toista tuottaa kruunan. On siis vain yksi tapa saada kaksi perakkaista kruunaa

kahdella heitolla, eli Fy — 1.

Kun merkitaan R = kRuuna ja L = kLaava, niin kolmella heitolla voi tulla vahin-
taan kaksi kruunaa seuraavilla tavoilla:

RRR
RRL
LRR

1p. (yht. 3p.)

Siis kolmella heitolla voi saada vahintaan kaksi perakkaista kruunaa kolmella eri

tavalla, eli Fy = 3.

Vastaus: F} =0, F, =1ja F3 =3

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 61


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti

13.2. Kaytetaan tehtdavanannossa annettua rekursiokaavaa

Fn+3:2Fn+2_Fn+2n

ja lasketaan Fy, Fy seka kysytty Fg.

n=1
n=2
n=3

Fiy3=2F—F +2
Fy=2-F3—F; 42
F,=2-3—-0+2
- o )

Fop3 =2Fy 5 — Fy +2°
Fs=2-F,—F,+4
F5=2-8—1+4

Fy — 19 50

Fyp3=2F3— F3+2°
F6:2'F5—F3+8
Fe=2-19—-3+8

Fy — 13 08

mafy.fi

Kuudella heitolla voidaan siis saada vahintaan kaksi perakkaista kruunaa 43:lla
eri tavalla. Koska jokaisella heitolla on kaksi eri vaihtoehtoa (kruuna tai klaava),
niin kuudella kolikonheitolla voidaan saada yhteensa 26 = 64 erilaista tulosjo-
noa. Todennakoisyys, etta kuudella heitolla saadaan vahintaan kaksi perakkais-
ta kruunaa on suotuisten alkeistapausten lukumaaran ja kaikkien mahdollisten

alkeistapausten lukumaaran suhde:

43
P(vahintaan 2 perakkaista kruunaa) = 61 0,671875 ~ 67 %

Vastaus: Todennakoisyys saada vahintaan kaksi perakkaista kruunaa kuudella

kolikonheitolla on 67 %.
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13.3.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Todenn&koisyyden P(vahintaan 2 kruunaa) voi laskea vastatapahtuman avul-
la. Kolikonheitto on toistokoe, joten kdytetaan toistokokeen kaavaa (eli binomi-
jakaumaa) todennakadisyyksien laskemiseen. Siis

P(vahintadan 2 kruunaa)

= 1— P(0tai 1 kruunaa) 1p. (yht. 9.p.)

— 1 — (P(0 kruunaa) + P(1 kruunaa))
()00 ()
MO0}

(i)

= 0,890625

~ 0,30, (E05)
8.

Vastaus: Todenndakdisyys saada vahintaan kaksi kruunaa kuudella kolikonhei-
tolla on 89 %.
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| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Kyseessa on toistokoe, joten lasketaan kysytty todennakoisyys GeoGebran bi-
nomijakaumatoiminnolla:

Jakauma Tilastot

P(X =k)
0.09375
0.234375
0.3125
0.234375
0.09375
0.015625

0 1 2 3 4 5 6
M=3 0=1.224744871391589

O gl WN-~X

_f“ Binomijakauma

n 6 p 05 |
1HIE
P(2 '<X) = 0.890625 |

2p.(yht.10p.)

Vastaus: Todenndkdisyys saada vahintaan kaksi kruunaa kuudella kolikonhei-

tolla on 89 %.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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