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1. Monivalintatehtavia (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Mittayksikét (2 p.)

Kuinka monta millimetria on yksi kilometri?

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "10~%",710~3",710%" "102", 103", "10*","106" "10°",
102"

Lierio (2 p.)

Lierid, jonka pohja on monikulmio, on nimeltaan

o

tetraedri”, "pyramidi”.

"on AT

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "kartio”, "sarmio”,

Kosinilause (2 p.)

Suorakulmaisessa kolmiossa kosinilause on sama kuin

"o

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "Pythagoraan lause”, "sinilause”, "kehakulmalause”,
"Fermat’n suuri lause”.

Kulmakerroin (2 p.)

Tason suoran y = ax + b kulmakerroin on aina yhta suuri kuin suoran
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1.5.

1.6.

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "normaalin kulmakertoimen kaanteisluku”, "etai-

"oon

syys origon kautta kulkevasta samansuuntaisesta suorasta”, "yhtalésta muo-
dostetun funktion f(x) = ax + b derivaatan arvo”, "suuntakulma”.

Pistetulo (2 p.)

Kahden vektorin pistetulo on aina

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "kokonaisluku”, "reaaliluku”, "vektori”, "suora”.

Leikkauspisteet (2 p.)

Ympyralld ja paraabelilla on tasossa

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "tasan kaksi leikkauspistetta”, "korkeintaan kaksi
leikkauspistetta”, "tasan nelja leikkauspistetta”, "korkeintaan nelja leikkauspis-

tetta”.
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Ratkaisu.

Vastaukset:

1.1 10°
1.2. sarmio
1.3. Pythagoraan lause

1.4. yhtalésta muodostetun funktion f(z) = ax + b derivaatan arvo

1.5. reaaliluku
1.6. korkeintaan nelja leikkauspistetta

Pisteytyksesta: Kohdassa 1.5 vastauksesta "kokonaisluku” annetaan 1 piste.

Perustelut:

1.1. Muunnetaan 1 km millimetreiksi.

1km = 1000 m = 1000 000 mm = 10° mm

1.2. Lieriota, jonka pohja on monikulmio, kutsutaan sarmioksi.
1.3. Kosinilauseen mukaan
a? =b> 4 — 2abcosa,
jossa kolmion sivut ovat a, b ja ¢, ja « on sivujen b ja ¢ valinen kulma.

Huomaa, etta sivujen ja kulman nimet voivat olla mitka tahansa, kunhan nimetty
kulma on niiden sivujen valinen, jotka ovat kahdestaan yhtalon toisella puolella,
kolmannen sivun ollessa yksinaan yhtalon toisella puolella. Kosinilause voi olla
siis yhta hyvin esimerkiksi

& =a®>+b* — 2abcos,
jossa 7y on sivujen b ja c valinen kulma, tai
Y
b =a® + & — 2accos f,

jossa 3 on sivujen a ja c vélinen kulma.
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Tutkitaan suorakulmaista kolmiota, jonka sivujen pituudet ovat a, b ja c.
Valitaan ensin kulmaksi v suora kulma. Kosinilausessa sivujen b ja ¢ on oltava

kulman « viereiset sivut, joten niiden on oltava kateetteja. Talldin kolmio nayt-
taa talta:

0%

joka voidaan piirtad myos nain (molemmissa « on sivujen b ja ¢ valinen kulma
ja a hypotenuusa):

Talléin kosinilause sanoo seuraavaa:
a’> =b* +c* —2abcosa ||y =90°
a? = b* +c* — 2abcos90° || cos90° =0
a*>=b"+c*—2ab-0
a’ = b+ 2,
joka on sama kuin Pythagoraan lause.

Jos taas kulmaksi « valitaan terava kulma, kolmio nayttaa talta:
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joka voidaan piirtdd myos nain (molemmissa « on sivujen b ja ¢ valinen kulma
ja ¢ hypotenuusa):

tai talta:

(0%

joka voidaan piirtaa myés nain (molemmissa « on sivujen b ja ¢ valinen kulma
ja b hypotenuusa):
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Tutkitaan, mihin muotoon kosinilause saadaan ylemman kolmion tapauksessa.

a? =b* 4+ c* —2bccosa || cosa = -
c

b
a? =04+ —2c- -
c

a’> =b"+c —2b°
a2 = —p2 4+ 2

a’ + b =,
joka on sama kuin Pythagoraan lause.

Alemman kolmion tapauksessa kosinilause saadaan seuraavaan muotoon:

c
a® = b+ c* — 2bccosa || cosa =3

a2:b2+c2—2bc-g

a? = b+ — 2
a>=0b -
a’+c* =0
joka on sama kuin Pythagoraan lause.
Siis kosinilause on suorakulmaisessa kolmiossa sama kuin Pythagoraan lause.
1.4. Tason suoran y = ax + b kulmakerroin on a.

Suoran yhtaléstd muodostetun funktion f(z) = ax + b derivaattafunktio on
f'(x) = a. Derivaattafunktion arvo kohdassa z ilmoittaa funktion kuvaajalle
kohtaan x piirretyn tangentin kulmakertoimen. Koska funktion kuvaaja on suo-

ra, kuvaajalle piirretty tangentti on sama kuin funktion kuvaaja, ja tangentin kul-
makerroin f’(z) on sama kuin suoran kulmakerroin a.

1.5. Vektoriena ja b pistetulo on
@-b=al|b| cos(£(a@,b)).

Vektorien @ ja b pituudet ovat reaalilukuja. Vektorien valisen kulman kosini on
reaaliluku. Kun kerrotaan keskenaan kolme reaalilukua, saadaan aina reaalilu-
ku, mutta ei valttamatta kokonaislukua.
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1.6. Alla olevasta kuvasta nahdaan, etta leikkauspisteita ei valttamatta ole yhtaan.
Kuvassa on origokeskeinen ympyré, jonka side on 1, ja paraabeliy = 2% + 2.

Y

N

ak
N>

Vastausvaihtoehtot "tasan kaksi leikkauspistetta" ja "tasan nelja leikkauspistet-
ta" ovat siis vaaria.

Kun oletetaan, etta vastausvaihtoehtojen joukossa on oikea vastaus, niin leik-
kauspisteiden madran on oltava korkeintaan kaksi tai korkeintaan nelja.

Alla olevasta kuvasta nahdaan, etta paraabeli voi leikata ympyran neljassa pis-

teessd. Kuvassa on origokeskeinen ympyra, jonka sade on 2, ja paraabeli y =
2
rt — 3.
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Leikkauspisteita on siis korkeintaan nelja.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Yhdistely (12 p.)

Aineisto:

2. A Kuva: Funktioiden kuvaajat

mafy.fi

Alla on annettu 12 yhtélda. Yhdeksaa niista vastaa jokin kuvassa 2.A annetuista ku-
vaajista. Yhdista kukin yhtalo sita vastaavaan kuvaajaan tai merkitse, etta sellaista ei

ole.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 p., vaara

vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.y =27 | (1p)

2. y=a*| | (1p)

3.y =a% | (1p.)

4. y=a%+1] | (1p)

5.y = (z+1)7] | (1p)
6. y = 227 | | (1p)

7.y =cosx]| | (1p)

8. y =sinz| | (1p.)

9. y=—2cosx + 2| | (1p.)
10. y = — cos(2z)| | (1p)
1. y = 2sin(2z) | | (1p.)
12. y = 2sinz| | (1p)

Vastauslaatikoiden vaihtoehdot: "Kuvaaja 1", "Kuvaaja 2", "Kuvaaja 3", "Kuvaaja 4",
"Kuvaaja 5", "Kuvaaja 6", "Kuvaaja 7", "Kuvaaja 8", "Kuvaaja 9", "Kuvaaja 10", "Kuvaaja

117, "Kuvaaja 12", "Ei kuvaajaa”
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Ratkaisu.

Vastaukset:

1. Kuvaaja 9
2. Kuvaaja 2
3. Eikuvaajaa
4. Kuvaaja 12
5. Kuvaaja 4
6. Kuvaaja 5
7. Kuvaaja 7
8. Kuvaaja 1
9. Kuvaaja 10
10. Ei kuvaajaa
11. Kuvaaja 3
12. Eikuvaajaa

Perustelut:

1. Yhtalod y = x? vastaava kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli, joka kulkee pis-
teiden (0,0), (1, 1) ja (2, 4) kautta, silla

Aineiston kuvaajista tahan sopii kuvaaja 9.
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2. Yhtiloa y = x* vastaava kuvaaja ndyttda hieman samalta kuin kohdan 1 paraa-
beli, mutta y:n arvot ovat neljannen potenssin takia pienempia kuin paraabelissa
y = 22, kun —1 < x < 1, ja suurempia kuin paraabelissa y = 22, kun z > 1 tai
x < —1. Kuvaaja kulkee mm. pisteiden (0, 0) ja (1, 1) kautta, silla

y(0) = 0" =0
y(1) =1* = 1.

Aineiston kuvaajista tahan sopii kuvaaja 2.

3. Yhtéldéd y = 2 vastaavassa kuvaajassa y on parittoman potenssin takia negatiivi-
nen, kun x < 0 ja positiivinen, kun z > 0. Ainoa tallainen kuvaaja aineistossa on
kuvaaja 6. Toisaalta yhtélda y = 23 vastaava kuvaaja kulkee pisteen (1, 1) kautta,
silla y = 13 = 1. Aineiston kuvaaja 6 ei kulje pisteen (1, 1) kautta, joten sekdan
ei ole yhtdl6a y = a2 vastaava kuvaaja. Yhtélélle y = 2° ei siis 16ydy kuvaajaa
aineiston vaihtoehdoista.

4. Yhtalda y = 2% + 1 vastaava kuvaaja on muuten samanlainen kuin kohdan 1
yhtél6a y = 22 vastaava yl6spain aukeava paraabeli, mutta vakiotermin +1 ta-
kia se on kussakin kohdassa yhden korkeammalla koordinaatistossa. Aineiston
kuvaajista tahan sopii kuvaaja 12.

5. Yhtdléd y = (x + 1)? vastaava kuvaaja on muuten samanlainen kuin kohdan 1
yhtaléa y = 2% vastaava yléspain aukeava paraabeli, mutta paraabelin huippu on
kohdassa x = —1. Taman voi paatella siita, etta suluissa oleva lauseke x + 1 on
nolla, kun z = —1, ja muilla muuttujan z arvoilla nelié (z + 1)? on positiivinen.
Aineiston kuvaajista tahan sopii kuvaaja 4.

6. Yhtédldod y = 222 vastaava kuvaaja on muuten samanlainen kuin kohdan 1 yhté-
l6& y = 2 vastaava yldspain aukeava paraabeli, mutta kertoimen 2 takia kukin
muuttujan y-arvo on kohdan 1 kuvaajaan verrattuna kaksinkertainen. Aineiston
kuvaajista tahan sopii kuvaaja .

7. Tiedetaan, ettd cos(0) = 1. Liséksi kohdissaz = § ~ 157jaz = —§ ~

—1,57 kosinin arvo on nolla. Naiden arvojen lisaksi tiedetaan, etta kosinin kuvaaja
nayttaa aaltomaiselta. Aineiston kuvaajista tahan sopii kuvaaja 7.

8. Tiedetaan, ettd sin(0) = 0. Lisaksi kohdassa z = § ~ 1,57 sinin arvo on 1 ja
kohdassa x = —% & —1,57 sinin arvo on —1. Naiden arvojen liséksi tiedetaan,
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10.

11.

12.

etta sinin kuvaaja ndyttaa aaltomaiselta. Aineiston kuvaajista tahan sopii kuvaaja
1.

Kosinin arvot vaihtelevat valilla [—1, 1], joten lausekkeen —2 cos(x) + 2 pienin ar-
voon —2 -1+ 2 = 0jasuurinarvoon —2 - (—1) + 2 = 4. Arvot siis vaihtelevat
valilla [0, 4].

Kun x = —m, lausekkeen arvo on —2cos(—7) +2 = =2 (=1) + 2 = 4.
Kun z = 0, lausekkeen arvo on —2 - cos(0) = —2-1+2 = 0. Kun = = T, lausek-
keenarvoon —2cos(m) +2=—-2-(—-1)+2=4.

Nain ollen yhtaloa y = —2cos(x) + 2 vastaava kuvaaja kulkee aaltomaisesti si-
ten, ettéd y-koordinaatti on valilla [0, 4] ja kuvaaja kulkee pisteiden (—, 4), (0, 0)
ja (7, 4) kautta. Aineiston kuvaajista tahan sopii kuvaaja 10.

Kun z = 0, lausekkeen — cos(2x) arvo on — cos(2 - 0) = — cos(0) = —1. Yhta-
16&d y = — cos(2x) vastaava kuvaaja kulkee siis pisteen (0, —1) kautta. Yksikaan
aineiston kuvaajista ei kulje taméan pisteen kautta, joten yhtalélle y = — cos(2z)

ei siis 16ydy kuvaajaa aineiston vaihtoehdoista.

Yhtdlod y = 2sin(2x) vastaava kuvaaja ndyttaa samankaltaiselta kuin yhtal6a

y = sin(x) vastaava kuvaaja 1 kohdassa 8. Kertoimen 2 takia kuvaaja on kak-

si kertaa niin korkea kuin yhtal6a y = sin(z) vastaava kuvaaja, eli yhtalod y =

2 sin(2x) vastaavassa kuvaajassa y:n arvot vaihtelevat aaltomaisestivalilla [—2, 2].

Kun z = 0, lausekkeen arvo on 2sin(2 - 0) = 2sin(0) = 0. Kunz = 7 ~ 1,57,
s

lausekkeen arvo on 2sin(2 - §) = 2sin(m) = 0. Aineiston kuvaajista tahan sopii
kuvaaja 3.

Yhtaloa y = 2sin(x) vastaava kuvaaja on muuten identtinen yhtal6a y = sin(x)
vastaavan kuvaajan 1 (kohdassa 8) kanssa, mutta kertoimen 2 takia kukin y:n arvo
on kaksinkertainen. Aineiston kuvaajissa ei ole tahan sopivaa kuvaajaa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Ratakisko (12 p.)

Aineisto:
3. A Kuva: Ratakisko

Kymmenen metria pitkd museoratakisko on vaantynyt lampdlaajenemisen vuoksi
mutkalle, mutta sen paat ovat pysyneet paikoillaan (katso liioiteltu kuva 3.A tilan-
teesta). Kiskon poikkeama sen alkuperaisesta sijainnista kohtisuoraan mitattuna on
muotoa

2% — 1527 + 50z

kun z on etaisyys kiskon alkupaasta. Missa kohdissa kiskon poikkeama sen alkupe-
raisesta asemasta on suurin? Maarita myds suurin poikkeama. Muuttujan x ja poik-
keaman yksikkdna on metri.

Ratkaisu.

3 — 1522 4+ 50x
1000

Pisteytyksesta: YTL:n hyvan vastauksen piirteissa (luettu 23.3.2023) oli annettu kaksi
ensimmaista pistetta funktion f nollakohtien paattelemisesta ja funktion merkkien
padttelemisesta aineiston kuvan avulla. Tama ei kuitenkaan ollut ratkaisun kannal-
ta tarpeen, joten teimme pisteytysehdotuksen hieman hyvan vastauksen piirteista
poikkeavasti. Suosittelemme kuitenkin antamaan kaksi ensimmaista pistetta jo siita,
ettd opiskelija on tehnyt kuvan avulla nama havainnot, jos opiskelija on niin tehnyt.

fx) =

Derivoidaan f.

fa) = 2 0450

1000

Lisaselitys:
23 — 15z + 50z 1 . .,
— = D(z* — 152% + 50z
1000 Toog D1 — 1527+ 507)
Termit voidaan derivoida kukin erikseen derivointikaavan D 2 = na""! ja derivoin-
tikaavan D x = 1 avulla seuraavasti:

Dz? = 325! = 322

I
\
—_
ot
o
=
(Y]
I
\
—_
Ot
[\V)
)
N
L
I
\
w
-}
=

D(—152%)
D(50z) = 50 - D2 = 50.
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Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

f'(x) =0
322 — 30z + 50
1000

322 — 30z + 50 = 0 (12.0n3p)]

Tama on muotoa az? + bz + ¢ = 0 oleva toisen asteen yhtél®, jossa kertoimet ovat

=0 | -1000

a = 3,b = —30jac = 50. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan avulla saadaan
—b +b? — 4dac
-
2a
L —(=30) £ /(=30)° —4-3-50
2-3
30 £ /900 — 600
Tr =
6
. 30 £ /300
B 6

x="7.886... tai x:27113“.
m19 o G

Kuvaajan perusteella suurimmat poikkeamat ovat derivaatan nollakohdissa. Laske-
taan poikkeamat.

(7,886...)3 —15- (7,886...)2 + 50 - 7,886 . ..
1000

F(7.886...) =
— —0,04811....

~ 0,015 TR
3

(2,113...)3 —15-(2,113...)2+50- 2,113 ...

2,113...) =

= 0,04811. ..

~ 0,015 TR
)
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Vastaus: Kiskon poikkeama alkuperadisesta asemasta on suurin etdisyyksilla 2,1 ja
7,9 metria kiskon alkupdasta. Molemmissa kohdissa poikkeaman suuruus on 0,048
metria.

Huomaa! YTL:n hyvan vastauksen piirteiden (luettu 23.3.2023) ratkaisu vaikutti silta,
etta lausekkeeseen f(z) oli sijoitettu derivaatan nollakohtien tarkat arvot, ja lauseke
oli sievennetty. Tehtava ei kuitenkaan kasitellyt ideaalista matemaattista tilannetta,
vaan tosieldman tilannetta fysikaalisin yksikdin. Lisaksi lausekkeen f(x) arvon sie-
ventaminen tarkoin arvoin ilman CAS-ohjelmaa olisi tassa tehtavassa varsin tyolas-
ta. Mielestamme taman takia tehtavassa riittaa laskea poikkeamat riittavan tarkoin
likiarvoin.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Suoran etaisyys kahdesta pisteesta (12 p.)

Mé&arita kaikki suorat, joiden etdisyys pisteestd A = (—2,0) on 2 ja etéisyys pisteesta
B =(3,0)0n 3.

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Suorat, joiden etaisyys pisteesta A = (—2,0) on 2, sivuavat ympyrad, jonka keski-
piste on A ja sade on 2. Vastaavasti suorat, joiden etéisyys pisteestd B = (3,0) on
3, sivuavat ympyraa, jonka keskipiste on B ja sade on 3.

Kuvia ei vaadita ratkaisussa, mutta niiden piirtaminen itsea varten suttupaperille on
hyva ajatus.

Yksisuoristaonz = 0 . Taman lisaksi on kaksi muuta suoraa, jotka toteut-
tavat annetut ehdot. Toinen sivuaa ympyroita x-akselin ylapuolella ja toinen sivuaa
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ympyroita z-akselin alapuolella. Suorat ovat symmetriset z-akselin suhteen. Tarkas-

tellaan ylempaa suoraa. (2P-0Mt3p)

Merkitaan ylemman suoran ja B-keskisen ympyréan leikkauspistetta C'lla, ylemman
suoran ja A-keskisen ympyran leikkauspistetta D:lla ja ylemman suoran ja x-akselin
leikkauspistetta E:lla.

Y

C_—

D__ 171\ I\
AN

i T
E A B

AN /1N /

N e

Koska suora sivuaa ympyroita, suoran ja ympyroiden sateiden valinen kulma on suo-
rakulma. Nain ollen kolmiot ADFE ja BC'E ovat suorakulmaisia kolmioita, joilla on

yhteinen kulma E'. Kolmiot ovat siis yndenmuotoiset . Muodostetaan ver-
ranto:

AD EA
BC ~ EB
AD EA
BC EA+ AB
g— EA ||3
3 EA+5
EA
2=3- = |- (BA+5)

2EA+5) =3EA
2EA+10 = 3EA
10 = 3EA — 2EA
10 = FA
EA=10
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Pisteen E etadisyys origosta on siis 10 + 2 = 12, eli suora siis kulkee pisteen F/ =

(—12,0) kautta.

Merkitaan ylemman suoran kohdassa z = —2 olevaa pistetta F'lla.

Suoran kulmakerroin on

_AF
 EA

Kolmio AF' E on suorakulmainen ja silla on kolmion AD E kanssa yhteinen kulma E.
Kolmiot AF'E ja ADFE ovat siis yhdenmuotoiset. Saadaan siis verranto

AF AD
EA ED’

k

eli suoran kulmakerroin on

b= AL (o)
ED

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 19


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Ratkaistaan janan /D pituus Pythagoraan lauseen avulla.

AD? + ED* = EA?

2* + ED* = 10°
ED? =10* - 2°
ED? =96

ED = £ 9%

ED — 45 (5059

Suoran kulmakerroin on siis

poAD_ 2 1
ED 46 2V6

Ratkaistaan suoran yhtalo.

y—yozk(f—wo)

1
y—Ozm-(x—(—u))
1

12

1
Y 26 26

1 6
:—I‘_i__
TN RN

PSP/ XTI
26

Alempi suora on z-akselin suhteen symmetrinen ylemman suoran kanssa, joten sen
yhtaldé on

y = ———z — 6. (B
216

Vastaus: Kysytyt suorat ovatz = 0, y = ﬁgm‘ ++V6jay = —ﬁx — /6.

Oppimateriaalit - [aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 20


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Yksi suorista on x = 0. Taman lisaksi on kaksi muuta suoraa, jotka to-
teuttavat annetut ehdot.

Merkitaan
dy =2
de =3
Suoran yhtalé on muotoa
y=kx+b
kr —y+b=0

Kaytetdan kaavaa pisteen etdisyydelle suorasta.

. |A:U0+By0+C\
VAT B

missa A = k, B = —1ja C = b. Saadaan yhtalopari

d

|—2k + b
d = ————
VE2+(—1)2

3k+b
dh= @

/k2 + (_1)2

Ratkaistaan k ja b.
o 1226+
VE2+1
W +1=|-2k+b ||0> 2Vk2+1>0
4(k* +1) = (=2k +b)?
A7+ 4 = M7 — Abk + b
4 4 4kb = b* 3)

2 p. (yht.5p.)
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Yhtalosta (2) saadaan

Bk + 0|
k2 + (_1)2

3VE2+1=13k+0b] [0, 3VE2+1>0
9(k* +1) = (3k + b)?
9K 1+ 9 = 9k + 6kb + 02 ([R0R8R)) || i (3)

9 = 6kb+ 4 + 4kb

5= 10kb
bo L o D)
2b’

Ratkaistaan b yhtalosta (3).

4rd-Sp—p
+2ﬁlﬁb

b — 4G ETEE)
Ratkaisut ovat siis b = —v/6 ja k = 5/ i b=+V6jak = Lf

Suorien yhtal6t ovat siis

y:——x V6 [1p-one11p)]
2v/6

= e+ V6 (R
24/6

Vastaus: Kysytyt suorat ovatz = 0, y = ﬁéx ++V6jay = —i@x — /6.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Yksi suorista on y-akselin suuntainen suora z = 0. Selvitetaan, onko
muita suoria, jotka toteuttavat annetut ehdot.

Kun suoran etéisyys pisteesta (—2,0) on 2, niin suora sivuaa ympyraé, jonka keski-
piste on (—2,0) ja sade 2, eli suoralla ja ympyralla on tdsmalleen yksi yhteinen pis-
te. Vastaavasti kun suoran etaisyys pisteesta (3,0) on 3, niin suora sivuaa ympyraa,
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jonka keskipiste on (3, 0) ja sade 3. Naiden ympyréiden yhtalst ovat
(:c—|—2)2—|-y2:22
ja
(z — 3)2 + 12 = 32. (l20me3p))

Kun suora ei ole y-akselin suuntainen, sen yhtalé on y = kx + b. Suora sivuaa edella
mainittuja ympyroita, jos yhtalslla

(x+2)%+ (kx +b)* =4
on tasmalleen yksi ratkaisu ja yhtaldlla
(x—3)*+ (kx +0)* =9

on tasmalleen yksi ratkaisu. Kummankin yhtalén diskriminantin on siis
oltava nolla. Muokataan nama yhtalét toiseen muotoon.

(z +2)* + (kx + b)* = 22
2’ +4dx + 4+ kP2 + 20kx + b =4
22 4+ k22% + 4o + 2bkz + b2 = 0
(1+Kk*)2® + (4 +2bk)z +b* =0
ja
(x =32+ (kx +10)*=9
22 — 62+ 9+ k2a? + 2bkx + 0> =9
(1+ k*)2? + (=6 + 2bk)x + b* = 0.
Ylemman yhtalén diskriminantti on
Dy = (4 + 20k)? — 4(1 + k*)b*
ja alemman yhtalén diskriminantti

Dy = (—6 + 2bk)* — 4(1 + k*)b*.
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Koska ylemman yhtalén diskriminantti on nolla, saadaan
(4 +20k)2 — 4(1 + K2)b* = 0

16 + 160k + 4b°k* — 4b° — 4k*b* = 0

16 4+ 16bk — 46> = 0

mafy.fi

Jos b = 0, yhtal6 saa muodon 16 = 0, joka on epatosi riippumatta k:n arvosta. Jos

taas b # 0, niin yhtalosta voidaan ratkaista k& seuraavasti:

16 4 16bk — 4b* = 0
160k = 4b* — 16 || : 16b

4% — 16
16b

Ly (TYIRT)
4b

k=

Koska alemman yhtalén diskriminantti on nolla, saadaan

(=6 + 2bk)* — 4(1 + k*)b* = 0

36 — 24bk + 4b%k% — 4% — 4V%°k% =0

v —4
36 — 24bk — 40> =0 || k= m

36—24b-62_4—4b220
36 —6-(b* —4) —4b* =0
36 — 6b° +24 —4b*> =0
—10b° + 60 = 0

—106* = —60 | : (—10)
b’ =6

b — 4G ()
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Lasketaan vastaavat kulmakertoimen k arvot.

b — 4
4b
(if)

(if)
64
N

2
+4v6

_ 4 b (1eomop)
21/6

k:

Suoran yhtald on siis

y= 1 /6 o)
2v/6

tai

PR SN (T T)
2V/6

Vastaus: Kysytyt suorat ovatz = 0, y = ﬁéx ++vV6jay = —ﬁgw — 6.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Taikaneli6 (12 p.)

Aineisto:

5.A Kuva: Taikanelio

Kuparikaiverrus Melankolia | (katso kuva 5.A) on saksalaisen Albrecht Diurerin tunne-
tuimpia teoksia. Teos sisaltda 4 x 4 -taikanelion, jossa jokaisen vaaka- ja pystyrivin
lukujen summa on 34. Alla olevassa ruudukossa nelja taikanelion ruutua on esitetty
kahden tuntemattoman luvun z ja y avulla. Kun luvut  ja y asetetaan perakkain, saa-
daan tuloksena teoksen valmistumisvuosi. Ratkaise luvut x ja y ja kirjoita kyseessa
oleva vuosiluku.

10 | 1 8
—) T

o 5|12
T Y 1

—_

16| 3 2 |13
—1
2

| ©| Ot

Ratkaisu.

Tehtdvanannon mukaan kunkin vaakarivin lukujen summa on 34 ja kunkin pystyrivin
lukujen summa on 34. Muodostetaan yhtalot toisen ja kolmannen pystyrivin avulla.
Yhtalot voisi muodostaa myods kayttamalla yhta pystyrivia ja yhta vaakarivia. Huo-
maa kuitenkin, ettda molempia vaakariveja kayttamalla muodostuu kaksi yhtapitavaa
yhtal6a, eli niiden avulla ei 16ydy ratkaisua.

-2
3+10+yT+x:34

-1
2_|_11_|_$T_|_y:34 6 p. (yht. 6 p.)

Ratkaistaan yhtaldpari laskinohjelman avulla.
xr =15

y = 11, )
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Tarkistetaan, etta ratkaisut toteuttavat myos kolmannen ja neljdnnen vaakarivin yh-
talot.
y—2 x—1 14-2 15-1

942~ 12=9 12
ot 5t

A+ r+y+1=4+15+14+1

_ 34, )

Tehtavassa oli kerrottu, etta kyseessa on taikanelid, joten oli vaikea tietaa, etta jaljel-
le jadvien kahden yhtalon tarkistaminen vaaditiin. YTL:n hyvan vastauksen piirteissa
(luettu 23.3.2023) kuitenkin jaljelle jaavien yhtaldiden tarkistamisesta sai kaksi pis-
tetta.

Kysytty vuosiluku on siis 1514. Tehtdvassa sanottiin, ettd "luvut = ja y
asetetaan perakkain”. Tasta tuli paatelld, etta luku x tulee ensin, eli oikea vuosiluku
on 1514 eika 1415. Tama ei kuitenkaan ole sanamuodosta paatellen taysin ilmisel-
vaa. Tarkkasilmaiset saattoivat kuitenkin huomata, etta oikea vuosiluku 16ytyi myds
aineiston kuvasta.

Vastaus: Ratkaisu on x = 15 ja y = 14. Kysytty vuosiluku on 1514.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Raketin nokkakartio (12 p.)

Eraan raketin karki, eli niin sanottu nokkakartio, saadaan, kun alaspain aukeava pa-
raabeli pyorahtaa symmetria-akselinsa ympari. Karjen korkeus on 4,5 metria, ja sen
halkaisija pohjan tasolla on 3,3 metria. Maarita karjen tilavuus.

Ratkaisu.

] Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Taulukoista 18ytyvan kaavan mukaan pyérahdysparaboloidin tilavuus on

v L,

2

missa r on pohjan sade ja h on korkeus. Tehtdvan nokkakartio on pyo-
rahdysparaboloidi, jonka korkeus ja sade ovat metreina

b5
r=d 238 6
2 2 e
Lasketaan tilavuus kuutiometreina.
1
V=-r-165%-45
2
= 19,2442 . ..

~ 19

Vastaus: Karjen tilavuus on noin 19 kuutiometria.

] Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Maaritetaan ensin pyodrahdyskappaleen muodostavaa paraabelia kuvaava funktio.
Sijoitetaan paraabeli koordinaatistoon ja valitaan akseleiden yksikdiksi 1 m. Valitaan
paraabeliksi y-akselin suhteen symmetrinen alaspain aukeava paraabeli. Sijoitetaan
nokkakartion pohja x-akselille, jolloin kartiota kuvaavan paraabelin huippu asettuu
nokkakartion korkeuden perusteella pisteeseen (0;4,5). Lisaksi nokkakartion poh-
jan halkaisija on 3,3 metria, joten paraabelin nollakohdat ovat symmetrian perus-

teella z; = —1,65 ja z9 = 1,65. Piirretaan tilanteesta apukuva.
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(0, 4.5)

[-165.0) (1.65, 0)

Paraabelin yhtdlé on muotoa
y = ax® + bx + c.

Valitaan paraabelilta kolme pistetta ja muodostetaan yhtaldryhma, jonka avulla voi-
daan ratkaista parametrien a, b ja c arvot. Valitaan pisteiksi (0;4,5), (—1,65;0) ja
(1,65; 0). Pidetaan koordinaatiston yksikkéna 1 m, mutta ratkaistaan tehtava ilman
yksikoita.
45=a-0+b-0+4c
0=a-1,65"+b-1,65+c (1)

0=a-(~1,65)+b- (~1,65) + c(2p0m4p)

Ensimmaisen yhtalon perusteella c = 4,5. Lasketaan kaksi jalkimmaista yhtaléa puo-
littain yhteen, jolloin saadaan yhtald

0=a-1,65"+a-1,65°+9.

Parametriksi a saadaan
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Ratkaistaan lopuksi parametrin b arvo. Sijoitetaan parametrien a ja ¢ arvot yhtaléon

(1).

—45

0= -1,65°+b-1,65+4.,5
1,652 + *

0=5-1,65

b — o EEoen)

Paraabelin yhtald on siis

—4.5

4.5.
V= iem Ut
Ratkaistaan seuraavaksi paraabelin yhtalé muuttujan = suhteen.
—4.5
4= .22
R Wi
- \/<y—4v5>-1’652
(—) _475

Tilanteessa y kuuluu valille [0;4,5], joten juuren sisalla oleva lauseke on varmasti
ei-negatiivinen.

Tarkastellaan vain x-akselin oikealle puolelle ja y-akselin ylapuolelle jdavaa osaa,

. (y —4,5) - 1,652
N —45 '
Nokkakartio muodostuu, kun tdma kuvaaja pyorahtaa y-akselin ympari. Pyorahdys-
kappaleen tilavuudeksi saadaan

4,5 ( ) ; 2
y—4,5)-1,65
= d
Vv 7T/<\/ 15 ) Y

0

[ =45 165
y—45)-1,65
= d
/ —45 Y
0
45

2,
w/ 165 =2 Y 652 dy. (GRomeion)]
0
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Ratkaistaan integraalin arvo laskimella. Tilavuudeksi saadaan
V =19,244218 . ..
~ 19

Vastaus: Karjen tilavuus on noin 19 kuutiometria. (2P0t 12p)

Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Maaritetaan ensin pyodrahdyskappaleen muodostavaa paraabelia kuvaava funktio.
Sijoitetaan paraabeli koordinaatistoon ja valitaan akseleiden yksikoiksi 1 m. Valitaan
paraabeliksi y-akselin suhteen symmetrinen alaspain aukeava paraabeli. Sijoitetaan
nokkakartion pohja x-akselille, jolloin nokkakartiota kuvaavan paraabelin huippu aset-
tuu karjen korkeuden perusteella pisteeseen (0;4,5). Lisaksi nokkakartion pohjan
halkaisija on 3,3 metrid, joten paraabelin nollakohdat ovat symmetrian perusteella

r1 = —1,65 ja xo = 1,65. Piirretaan tilanteesta apukuva.

»

J(-1.65,0) \(1.65.0)
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Paraabelilla on kaksi nollakohtaa. Tall6in paraabelin yhtal6 voidaan esittdd muodos-
sa

y = a(z —x1)(x — 12),
jossa xy ja x4 ovat paraabelin nollakohdat.

Sijoitetaan yhtaloon nollakohdat 1 = —1,65ja xo = 1,65. Pidetaan koordinaatiston
yksikkona 1 m, mutta ratkaistaan tehtava ilman yksikoita.

y = a(z +1,65)(z — 1,65)

Toisaalta paraabelin yhtdlon tulee toteutua kaikilla paraabelin pisteiden koordinaa-
teilla. Sijoitetaan yhtaloon paraabelin huipun koordinaatit, (0; 4,5).

15=a- (0 +1,65) - (0 — 1,65)

2p. (yht 6p.)

T 652
Paraabelin yhtald on siis
4.5
= —— -1 -1
y 1652 (x — 1,65)(x — 1,65)
475 2 2
= — — 1,65
y 1’652 (:C ? )
4.5
T 162" 45
Ratkaistaan seuraavaksi paraabelin yhtald muuttujan z suhteen.
—4.5
—45=—2 .2
Yoo T 152 "
4,5) - 1,652
- \/ ly=45) 165 G

Tilanteessa y kuuluu valille [0;4,5], joten juuren sisalla oleva lauseke on varmasti
ei-negatiivinen.

Tarkastellaan vain x-akselin oikealle puolelle ja y-akselin ylapuolelle jadvaa osaa,

(y —4,5) - 1,652
€r = .
—4.5
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Nokkakartio muodostuu, kun tdma kuvaaja pyorahtaa y-akselin ympari. Pyorahdys-
kappaleen tilavuudeksi saadaan

4,5 > 2
y—4,5)-1,65
V= d
7T/(\/ —45 Y
0
4,5
/y 15)- 165
=T
45 4
0
4.5

)

2,
7?/ 165 —20 Y 1,652 dy. (2eoeion)
0

Ratkaistaan integraalin arvo laskimella. Tilavuudeksi saadaan
V =19,244218 ...

~ 19

Vastaus: Karjen tilavuus on noin 19 kuutiometria.

Pisteytyksesta: Tehtdvan ensimmaiset kaksi pistetta saa tilanteen mallintamisesta
paraabelin avulla ja paraabelin jarkevasta sijoittamisesta koordinaatistoon tehtavas-
sa annettujen mittojen avulla.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 33


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

7. Vektoreiden summa (12 p.)

Tarkastellaan vektoreita @ = i + 2 j ja ¥ = sin(2t)i + cos(4t)j, missa t > 0.

1. Madrita vektoriw + 7, kunt = 0,t = Tjat = 32X, (4 p.)

2. Mika tasokuvio muodostuu vektorin w + v karkipisteestd, kun ¢ saa arvot valilla

[0, 7]? Anna vastaus yhtalond muodossa y = f(x). Ratkaisussa voi kayttaa esi-
merkiksi kaavaa cos(2z) = 1 — 2sin® z. (8 p.)

Ratkaisu.

U=1+2j
¥ = sin(2t)i + cos(4t)j

Lasketaan vektorisumma eri tilanteissa.

t=0, u+v=(1+sin(2-0))i+ (2+cos(4-0))j

7+ 3y
m

4
— 27 + j Cromt3e))

31 3
t="" T+T= (1+Sin(2-Iﬂ))i—l—(2+cos(4-£))j

_ ;o)

T+v=(1+sin(2-—))i+ (2+cos(4- %))5

2. Vektorin karkipiste riippuu paitsi vektorista itsestaan, myaos siita, mika piste vali-
taan vektorin alkupisteeksi. Tehtdvanannossa ei ole valittu mitaan tiettya alkupis-
tettd. Se, minka tasokuvion vektorin kérkipiste piirtaa, kun ¢ saa arvot vélilla [0, 7],
ei riipu vektorin alkupisteen valinnasta - tasokuvio vain siirtyy eri paikkaan, jos al-
kupiste vaihdetaan. Tasokuvion yhtal6 kuitenkin riippuu alkupisteen valinnasta.
Alkupisteesta ei puhuttu YTL:n malliratkaisussa, ja YTL:n malliratkaisu on oikein,
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jos ja vain jos oletetaan alkupisteen olevan origo. Oikeassa ratkaisussa pitaisi ot-
taa huomioon kayran riippuvuus alkupisteen valinnasta, mutta emme usko, etta
sita vaaditaan taysien pisteiden saamiseksi.

Summavektori yleisessa muodossa on
U+ = (1+sin(2t))i + (2 + cos(4t))j

Kantavektoriesityksessa i vastaa vaaka-akselia ja j pystyakselia. Valitaan vektorin
u -+ alkupisteeksi origo. Vektorin &+ karkipisteen koordinaatit ovat seuraavat:

y = 2+ cos(4t)
r=1+sin(2t) = sin(2t) =z — 1
Nyt ¢:n lausekkeesta saadaan

y =2+ cosdt =24 cos(2-2t) | cos(2x) =1 — 2sin’(z)
=3 —2sin%(2t) ||sij. sin(2f) =2 — 1

y =3 —2(c — 1)* 20mEp)

Lauseke on toisen asteen yhtalo eli kuvaaja esittaa paraabelia. ([ P-9"t2P)

Kun tarkastellaan valia ¢ € [0, 7], sinin sisalla 2¢ saa kaikki arvot valilta [0, 27] ja
sinivalilta [—1, 1],  saa kaikki arvot valilta

3 3T

= 1+sin(2- =0, kun t=—

x + sin( h ) . ku 0
=1+ Sin(2 . %) — 2’ kun t = % 2 p. (yht. 11 p.)

Vastaus: Paraabelion y = —22% + 4x + 1 valilla [0, 2] (1e-ome 120)

Kun alkupiste otetaan huomioon, paraabeli on

y=—2(x— .:'1;0)2 + 4(x — zo) + 1 + yo,
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jossa (g, yo) on vektorille @ + v valittu alkupiste. Esimerkiksi jos alkupiste on (3, 5),
niin paraabeli on

—2(x—3)2+4(x—3)+1+5

—2(x —3)> +4(x —3)+6
y=-22"-2-2-3+3%)+42—12+6
y=—2(x*—6x+9)+4r —6

y=—22%+ 122 — 18 + 4z — 6
y = —22% + 162 — 24.

Uskomme, ettei alkupisteen huomiointia vaadita ratkaisussa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Polynomien vertailu (12 p.)

1. Osoita induktiolla, ettd k* > k% + 4 kaikilla kokonaisluvuilla & > 2. (6 p.)

2. Osoita, ettd osatehtavan 8.1 epayhtald ei pade millaan kokonaisluvulla &£ < 0.
2p)

3. Osoita, ettd epayhtald 23 > 22 + 4 patee kaikilla reaaliluvuilla x > 2. (4 p.)
Ratkaisu.

1. Osoitetaan induktion avulla, ettd epayhtéld k2 > k? + 4 patee kaikilla kokonais-
luvuilla k > 2.

Alkuaskel. Osoitetaan ensin, etta vaite patee k:n arvolla k = 2:
k> =2%=38
+4=2"+4=38
8§>8
Epayhtalo siis patee, kun k = 2.

Induktio-oletus. Oletetaan, ettd vaite k% > k2 + 4 patee kaikilla arvoilla k =

23,....,n, (20

Induktiovaite. Tutkitaan, pateeké k3 > k? + 4, kun k = n + 1.

E4d=m+1) +4=n>4+2n+1+4
(n+1°+4=n"+2n+5 1)
Toisaalta:
k= (n+1)° =n®+3n"+3n+1 Induktio-oletus: n* > n? + 4
>n?+4+3n2+3n+1
=n’+2n+5+3n* +n 3n +n > 0koskan > 2.

>n24+2n+5 Yhtalé (1)

 (n+ 12 4 4 (SR
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Saatiin siis tulos
(n+1P2>m+1)2+4

Induktiovaite on siis tosi, ja tehtdvanannon epayhtald induktioperiaatteen nojalla

myos tosi. O

2. Kun k < 0, pariton potenssi k* < 0 kaikilla k:n arvoilla. Toisaalta vaikka k < 0,
patee parillisen potenssin takia k2 > 0 ja myés k? + 4 > 0 kaikilla k:n arvoilla.

Taten epayhtald
k3> k244

ei pade milldaan k:n arvolla, kun k < 0. O

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Tutkitaan funktiota f(z) = 2® — 2% — 4. Jaetaan funktion f lauseke tekijéihin
laskinohjelmalla. Saadaan

f(@) = (@ — 2)(a® + z + 2) (R0RR)

Koska kyseessa on todistustehtava, laskinohjelman antama tulos kannattaa var-
mistaa kasin laskemalla, jotta varmasti tulee taydet pisteet, varsinkin kun tarkis-
taminen kasin on helppoa.

Tarkistetaan kayttamatta laskinohjelmaa, etta laskinohjelma jakoi tekijoihin oi-
kein:

(z—-2) (2 +2+2) =2 +2°+ 20— 22" — 22 — 4
=23+ 2t —20% + 22 — 20 — 4
=3 — 2?4
= f(x),
joten laskinohjelma jakoi tekijoihin oikein.

Kun z > 2, niin
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cx—22>0
« 22 >0jax >0,jotenz? + 2 +2 > 0.
Siis kun z > 2, niin

(z —2)(2® + x +2) > o UrUheTTe)

T S i)

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Tutkitaan funktiota f(z) = 2% — 22 — 4 reaaliluvuilla z > 2.

Funktion f derivaattafunktio on
Fla) = 322 — 20,

Derivaattafunktion nollakohdat ovat
322 =22 =0
z(3x —2)=0 (tulon nollasdanto)

r=0 tai 3z—-2=0

1p.(yht. 10p.)

r=0 tai x=

Wl N

Selvitetaan derivaatan merkki, kun x > 2.
fl(2)=3-22-2.2=8>0.

Derivaattafunktio on jatkuva funktio, eika silla ole nollakohtia, kun = > 2. Deri-
vaatan merkki on siis positiivinen kaikilla reaaliluvuilla x > 2 ja funktio f vas-

taavasti aidosti kasvava, kun x > 2. Vastaavan paattelyn voisi tehda
esimerkiksi kulkukaavion avulla.
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Lasketaan funktion f arvo kohdassa z = 2:
f2)=2"-22-4=0.
Kun x > 2 funktio f on aidosti kasvava ja epanegatiivinen. Sille siis patee:

f(z) >0

22— —4>0

B3t sd o)

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

4
Kunz > 2, patee 1 > —- Na&in ollen:
x

4
r>2>14+12>14—
T
I (T
> 1+

Koska 22 > 0, epayhtalon merkki ei kddnny, kun epayhtilén molemmat puolet
kerrotaan termilla 2.

4
pz 14 |2
Xz

>t 4 - Ervs)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Integraalialgoritmi (12 p.)

Aineisto:

9. A Teksti: Integraali-pseudokoodi

Tekstissa 9.A on esitetty pseudokoodilla kirjoitettu algoritmi.

1. Minka tuloksen algoritmi antaa, kuna =0,b = 1jan = 5? (2 p.)

2. Tee taulukkolaskenta- tai ohjelmointitoteutus algoritmille, kuna = —1,b = 2 ja
n = 1000. Minka tuloksen se tassa tapauksessa antaa? (4 p.)

3. Mitd integraalia algoritmi approksimoi? Selitd muuttujien a, b, n, h, r, k ja f roolit
algoritmissa. (6 p.)

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

A \ B \ C

1a 0

2 b 1

3N 5

4 |h 0.2

5

6 k f(k) r

7 1 1.04 0.208
8 2 1.16 0.44
9 3 1.36 0.712
10 4 1.64 1.04
L] 5 2 1.44

Solun B4 arvo on laskettu kaavalla
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=(B2-B1) /B3

Solun B7 arvo on laskettu kaavalla

=($B$1+A7*$B$4) ~2+1

ja siitd alaspain B-sarakkeen solujen arvot on laskettu vastaavasti.

Solun C7 arvo on laskettu kaavalla

=B7*$B$4

Solun C8 arvo on laskettu kaavalla

=C7+B8*$B$4

ja siita alaspain C-sarakkeen solujen arvot on laskettu vastaavasti.

Vastaus: Algoritmi antaa tuloksen 1,44.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kirjoitetaan Python-ohjelma tuloksen laskemiseksi.

&3 integraali.py
from math import *

def integraali(a,b,n):
h=(b-a)/n
r=0
for k in range(1,n+1):
f = pow((a+k*h),2)+1
r=r+f*h
return r
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>>>#Running integraali.py
>>>rom integraali import *
>>>integraali(0,1,5)

1.44

Vastaus: Algoritmi antaa tuloksen 1,44.

| Ratkaisuvaihtoehto 3 |

Parametrien arvot ovat

a=20
b=1
n=>5

Algoritmin ensimmaisessa osassa lasketaan h:n arvo:

(b—a) 1-0 1
h: p— :—.
n 5 5

mafy.fi

Sitten lasketaan arvoilla k = 1,2, 3,4 ja 5 arvo funktiolle f(k) = (a + kh)? + 1.

1\?2 26
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Lopuksi summataan f(k) - h:n arvot, jonka tuloksena on lopullinen muuttujan r
arvo.

r=f(Dh+ f)h+ fB)h+ f(4)h+ f(5)h
= () + @)+ fB)+f(4) + f(5)h

B 20+29+34+41+9 1
\25 25 25 25 ) 5

Vastaus: Algoritmi antaa tuloksen 1,44.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Kaytetaan samaa taulukkolaskentaa kuin kohdassa 1 (ratkaisuvaihtoehdossa 1).

A \ B | C

ro
> 35S T o
N

s K (k) r
1.994009 0.005982027
1.988036 0.011946135
1.982081 0.017892378
1.976144 0.02382081
1.970225 0.029731485
1.964324 0.035624457
1.958441 0.04149978
1.952576 0.047357508

1 aAa7927°0 N NE2107acakl

10

11

12

13

14

D00 NO Ok WP
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1000 994 4.928324 5.915043015
1001 995 4.940225 5.92986369
1002 996 4.952144 5.944720122
1003 997 4.964081 5.959612365
1004 998 4.976036 5.974540473
1005 999 4988009 5.9895045
m 1000 5 6.0045045
1007

1008

Algoritmin tulos on

6,004504 . .. = 6,005.

Vastaus: Algoritmi antaa tuloksen 6,005.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

mafy.fi

Kaytetaan samaa Python-ohjelmaa kuin kohdassa 1 (ratkaisuvaihtoehdossa 2).

&3 integraali.py
from math import *

def integraali(a,b,n):
h=(b—a)/n
r=0
for k in range(1,n+1):
f = pow((a+k*h),2)+1
r=r+f*h
returnr
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>>>#Running integraali.py
>>>rom integraali import *
>>>integraali(0,1,5)

1.44
>>>integraali(=1,2,1000)

Algoritmin tulos on

6,004504 . .. = 6,005.

Vastaus: Algoritmi antaa tuloksen 6,005.

3. Algoritmi approksimoi integraalia

b
et

a

Osatehtavassa 1 algoritmi siis approksimoi integraalia

1
/ 22+ 1dz
0

ja osatehtavassa 2 integraalia

2

/ 22+ 1dzx.

-1

YTL:n hyvan vastauksen piirteissa (luettu 23.3.2023) integraali oli annettu osateh-
tavan 2 perusteella, mutta tehtavanannosta ei kaynyt ilmi, viitattiinko osatehta-
vassa 3 nimenomaan osatehtavaan 2 vai koko tehtavaan yleisesti.

Muuttuja a on integrointivalin alkupiste ja muuttuja b on integrointivalin paatepis-
te. Muuttuja n kertoo, kuinka moneen osavaliin véli [a, b] jaetaan ja muuttuja h
on yhden osavalin pituus. Muuttuja k kuvaa sitd, kuinka monetta osavalia ollaan
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laskemassa. Muuttuja f on funktion f arvo k:nnen osavalin kohdalla. Muuttu-
ja r kuvaa integraalin arvoa integrointivalin alkupisteesta tarkasteltavan osavalin

kohdalle.

Ihmettelitkod, miksi funktio on 2:2+1? Tarkastellaan lauseketta a+ kh. Lausekkees-
sa a on integrointivalin alkupiste ja kh on etaisyys alkupisteen ja k:nnen osavalin
valilla. Nain ollen a + kh on siis x:n arvo k:nnen osavalin kohdalla.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Positroniemissiotomografia (12 p.)

Aineisto:

10. A Taulukko: PET-kuvantamisen tulos

Positroniemissiotomografia (PET) on laaketieteellinen kuvantamismenetelma, jonka
avulla voidaan mallintaa sisdelinten toimintaa. PET-kuvan avulla on mahdollista muo-
dostaa aika-aktiivisuuskayrd, joka on muotoa f(t) = g(t) + ue’~ =), missa u, v,
w > 0ja
0, kunt < 0,
gt) =< art+b;, kun0 <t <w,
ast + by, kunt > w.

1. Taulukko 10.A sisaltaa eraan PET-kuvan mittausarvot ajan funktiona. Mittaus voi-
daan mallintaa funktion f avulla, kun u = % v=3w =2 a4 = g, by = 0,
as = —i ja by = 3. Piirra funktion f kuvaaja ja mittausarvot koordinaatistoon.

(4p.)

2. Miten parametrit u, v ja w vaikuttavat funktion kuvaajaan? (4 p.)

3. Mitka ehdot parametrien w, ay, by, as ja b, tulee toteuttaa, jotta funktio f on jat-
kuva? (4 p.)

Ratkaisu.

1. Madritetaan kuvaajanpiirto-ohjelmaan liukusaatimien avulla parametrien arvot ja
piirretaan mittauspisteet seka funktion kuvaaja samaan koordinaatistoon. Huo-
maal! Ei ole valttamatonta kayttaa liukusaatimia, mutta niiden kayttd voi olla hyo-
dyllistd hahmottamisen apuna.
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ERIVE - I =N
u=02 3
©) ‘ i
0 50
=3 H
o H
5 50
w=2 H
o H
5 50
2, =125 H
©)
0 2 ®
2,=-025 H
@)
2 2 ®
by=0 H
o
5 50
by=3 H
(©]
5 ° 5 0
g(x) = Jos(x < 0,0, Jos(0 < x < w,a x+ by, a2 x+ b))
0 1x<0
© = { 125x 0<x<2
~025x+3 : muutoin
() = g(x) +u e
= Jos(x < 0,0,Jos(0 < x < 2,1.25x,~0.25 x + 3)) + 0.2 &2’ L 5 ] ] 3 7 5 s 7 5 ] 0

2. Tutkittava funktio on
ft)=g(t) + e =07
jossa

0, kunt < 0,
g(t) =< ait +by, kun0 <t < w,
ast + by, kunt > w.

Parametri u on eksponenttifunktion kerroin. Kertoimen kasvattaminen kasvattaa
funktion arvoja, joten kuvaaja ikaan kuin venyy sita korkeammaksi, mita suurempi

w:n arvo on. | P-Oht5P)

Funktion eksponentissa oleva osa on v — (t —w)?. Eksponenttifunktion arvot kas-
vavat, kun eksponentin arvot kasvavat. Koska v:n kasvattaminen kasvattaa ekspo-
nentin arvoa, v:n arvon kasvattaminen kasvattaa myds funktion arvoa. Kuvaaja
siis ikdan kuin venyy sita korkeammaksi, mita suurempi v:n arvo on.
Vaihtoehtoisesti paatelmat v:n vaikutuksesta voi tehda myos seuraavasti. Potens-
sin laskusaantdjen perusteella

(;,'1‘7(t711r)2 o v —(t—w)?

u - u-e -¢
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Koska v esiintyy luvun e eksponenttina ja eksponenttifunktio on aidosti kasvava
funktio, funktio saa sita suurempia arvoja, mita suurempi v:n arvo on.

Parametri w vaikuttaa funktion huipun sijaintiin. Eksponenttifunktion arvo riip-
puu eksponentin arvosta: Mita suurempi eksponentin arvo on, sitd suurempi on
eksponenttifunktion arvo. Eksponentissa oleva lauseke v — (£ —w)? riippuu muut-
tujan t seka parametrien v ja w arvoista. Eksponentissa olevan lausekkeen kuvaa-
ja on alaspain aukeava paraabeli, joten voidaan paatella, etta se saavuttaa mak-
simiarvonsa, kun ¢ = w. Nain ollen w:n arvon kasvattaminen siirtdad huippua t-

akselin suhteen oikealle ja pienentaminen vasemmalle.

Toisaalta w vaikuttaa myds paloittain maariteltyyn funktioon. Mita suurempi w:n
arvo on, sitd suuremmalla ¢:n arvolla siirrytaan kayttamaan funktiota g(t) = ast+

bo, silld rajana on t = w.

Parametrien arvojen vaikutusta kuvaajan muotoon voi testata hyddyntamalla liu-
kusaatimia.

3. Funktio f(t) on kahden funktion summa. Se on jatkuva, jos termeina esiintyvat
funktiot ovat jatkuvia. Funktio ue?~(=*)* on eksponenttifunktiona jatkuva.

Tarkastellaan funktion g¢(t) jatkuvuutta. Tarkastellaan erityisesti pisteitd, joissa
funktion madaritteleva lauseke vaihtuu, silla lausekkeet itsessaan ovat vakio- tai
polynomifunktioina jatkuvia.

Funktio on jatkuva jos ja vain jos toispuoliset raja-arvot ovat yhta suuret kuin funk-
tion arvo tassa pisteessa.

Tarkastellaan kohtaa t = 0. Funktion g(¢) vasemmanpuoleinen raja-arvo kohdas-
sat=0on

lim 0 = 0.

t—0—

Funktion ¢(t) oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa ¢ = 0 on

lim alt—l—bl:al-()—i—bl:bl.

t—0t

Funktion arvo on

g(O):al-O—l—blzbl
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On oltava voimassa

b — 0. [E0 )

Tarkastellaan kohtaa ¢ = w. Funktion ¢(t) vasemmanpuoleinen raja-arvo koh-
dassat = won

lim a;t+b; =a;-w+0.

Mol
Funktion ¢(t) oikeanpuoleinen raja-arvo kohdassa t = w on
tl—i>I£+ ast + by = as - w + by.
Funktion arvo on
g(w) = ag - w + by
On oltava voimassa
Ay w+by=a;-w

b2 = (a1 — aQ)w.

Taman ehdon voi esittda myds ratkaistuna jonkin muun parametrin (ay, as tai w)
suhteen.

Parametreille on siis oltava voimassa

bl =0 ja bg = (al — (ZQ)’LU,

jotta funktio on jatkuva.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Nopanheiton opetus (12 p.)

1. Eeri haluaa valita kahdesta nopasta paremman. Han heittda niitd kerran ja va-
litsee nopan, joka antaa suuremman tuloksen. Jos kumpikin noppa antaa saman
tuloksen, han valitsee toisen nopista. Kummassakin tapauksessa Eeri heittaa valit-
semaansa noppaa uudestaan. Milld todennakdisyydelld nopan tulos toisella hei-
tolla on pienempi kuin ensimmaisella heitolla? (9 p.)

2. Laajasti levinneen uutisen mukaan maailman kymmenen rikkaimman ihmisen
omaisuus kaksinkertaistui koronapandemian kahden ensimmaisen vuoden aika-
na. Vaite perustui ilmeisesti siihen, etta ajanjakson lopulla oli laskettu kymmenen
rikkaimman ihmisen omaisuuden arvo ja verrattu sitd heidan omaisuuteensa kak-
si vuotta aikaisemmin. Tahan sisaltyy ajatusvirhe, joka tulee esiin myo6s Eerin no-
panheitossa. Mika se on? (3 p.)

Ratkaisu.

1. Olkoon tapahtuma A, ettd saadaan jokin silmaluku ja tapahtuma B, etta toisel-
la heitolla saatu silmaluku on enimmaista pienempi. Listataan kaikki vaihtoehdot
ensimmaisessa nopanheitossa. Ruudukosta kay ilmi kussakin heitossa tullut suu-
rempi luku.

Kuvaa ei vaadita ratkaisussa.

Tarkastellaan eri tilanteita. Lasketaan, milld todennakdisyydella tulos on tietty sil-
maluku:
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A|P(1) | P2)|PB)|PH4|PO5)| PO |

s lalasls sl
6 6 6 6 6 | 36

3p.(yht.3p.)

Ratkaisuvaihtoehto 1:

Paatellaan, milld todennakdisyydella toisella heitolla tulos on pienempi kuin en-
simmaisella heitolla.

Silmaluku A | 1 |
PB) o]

D

D= | DN
o | W
[oN [SU AN
ok | OT
ol

2p.(yht.5p)

Kertolaskusaannolla saadaan yhteen heittopariin liittyva todennakdisyys. Tarkas-

tellaan yhteenlaskusaannolla kaikkia tapahtumia, kun heitot ovat erillisia. Kysytty
todennakdisyys on siis

n 3 1 n )

36 36 6 36

_ 125 (e
216

~ 57,9%

2,7 3,09 4 1S Ghme)
6 6 6

36 36 36 6

Ratkaisuvaihtoehto 2: \

Merkitaan toista heittoa kirjaimella B. Ratkaistaan kysytty todenakdisyys siten,
ettd tarkastellaan uudet heitot tulosvaihtoehto kerrallaan ja lasketaan, montako
vaihtoehtoa ensimmaiselld heitolla on toteuttaa ehto B <A.

Eli jos toisen heiton tulos B = 6, mikaan vaihtoehto ensimmaisella heitolla ei ole
pienempi. Jos B = 5, vaihtoehdot, joissa A = 6 kayvat ja niita on 11. Jos B = 4,
A voiolla 5 tai 6, joten vaihtoehtoja on 20 jne.
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Saadaan
P(B<A) =PB=6<A)+PB=5<A)+...+P(B=1< A)2pohtse)

o LW 120 127 182 155 Gy

6 36 6 36 6 36 6 36 6 36

_ 125 ()
216

~ 57,9%

2. Nopanheitossa Eeri valitsi ensimmaisen heiton jalkeen suuremman tai yhta suu-
ren tuloksen antaneen nopan ja heittaa sita uudestaan. Koska ensimmainen tu-
los oli valittu siten, etta siihen valikoidaan keskimaaraista suurempia tuloksia, on
seuraavan nopanheiton tuloksella enemman mahdollisuuksia olla pienempi kuin
suurempi verrattuna ensimmaiseen tulokseen. Taman takia todennakaisyys sille,
ettd nopanheiton tulos pienenee on yli puolet.

Rikkaiden ihmisten valinta vastaisi tilannetta, jossa useita noppia heitettaisiin kak-
si kertaa ja valittaisiin tarkasteluun ne nopat, jotka jalkimmaisella heitolla tuottivat
suuren silmaluvun. Koska naiden noppien ensimmaiset silmaluvut olivat tasaja-
kautuneita ja jalkimmaiset nyt valinnan perusteella suuria, ovat naiden noppien
silmaluvut todennakdisesti kasvaneet ensimmaisesta heitosta toiseen.

Varakkaiden ihmisten tapauksessa valitsemalla pandemian jalkeen kymmenen
rikkainta ollaan talla valinnalla mahdollisesti rajattu pois sellaisia henkilgita, joi-
den varallisuus ennen pandemiaa olisi nostanut heidat kymmenen rikkaimman
ihmisen joukkoon mutta heidan omaisuutensa arvo pieneni eivatka he sen takia
tule valituksi tarkasteluun. Tallainen valinta siis preferoi ihmisig, joiden varallisuus
kasvoi pandemian aikana, minka takia heidan varallisuutensa muutos valttamatta
kuvaa kaikkien varakkaiden ihmisten varallisuuden muutosta.

Tutkimus olisi ollut relevantti, jos oltaisiin valittu 10 rikkainta henkil6a ennen pan-
demian alkua ja tarkasteltu, mita heidan varallisuudelleen tapahtui.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Polynomikonstruktio (12 p.)

Anna esimerkki polynomista P(x), joka toteuttaa seuraavat ehdot:

Yhtalolla P(z) = 1 on tdsmalleen kaksi erisuurta ratkaisua, ja yhtalolla P(z) = —1
on ainakin nelja erisuurta ratkaisua.

Taysien pisteiden arvoinen ratkaisu sisaltda laskut, joista voidaan nahda, ettd esi-
merkki toteuttaa vaaditut ehdot. Graafinen perustelu tai yhtalon ratkaisukaskyn kayt-
td eivat yksinaan riita taysiin pisteisiin.

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Etsitdan GeoGebralla kokeilemalla neljannen asteen polynomi ,joka tayt-
taa annetut ehdot. Loydettiin polynomi P(z) muotoa:

P(z) = o + 2® — 522 (2R0M3R))

Naytetaan nyt, ettd vaaditut ehdot kayvat toteen:
Plz)=1< P(x) -1
P(r)=-14 P(z)+1

0
0

Muodostetaan ensiksi funktio g(z) = P(x) + 1. Halutaan nayttaa, etta g(z):1la on
ainakin nelj erisuurta nollakohtaa. Derivoidaan g(z).

g(x) =2 +2° —52* + 1
J(z) = 42 + 32* — 10z 1)
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

4953—1—3.752—1095:()

Laskimella saadaan ratkaisut
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Lasketaan nyt derivaattafunktion arvoja nollakohtien molemmilla puolilla
g(=3)=4-(-3)>+3-(=3)>—10-(-3) = —51 <0
Jd(=1)=4-(-1*+3-(-1)*~10-(-1)=9>0
Jg(1)=4-1"+3-1*-10-1=-3<0
Jd(2)=4-2°4+3-22-10-2=24>0

ja muodostetaan funktion g(x) kulkukaavio.

-2 0 5/4

g — |+ | — | +
00 T~ T~ —

g(x) on jatkuva koko reaalilukujen joukossa, koska se on polynomifunktio. Kulkukaa-

5
viosta nahdaan, etta g(z) on aidosti monotoninen valeilla | —oo; —2], [—2; 0], [0; Z_J

ja E, 00 [ . Bolzanon lauseen nojalla kullakin valilld voi olla korkeintaan yksi nolla-
kohta. Lasketaan g(x):n arvoja:
g(—=3) = (=3)*+(-3)*-5-(=3)*+1=10>0
g(=2) = (=2 + (-2)* =5 (-2)*+1=-11<0
g0)=0*+0*-5-0°4+1=1>0

5 5\*  /5\° 5\ 2 —619
=2 °) —5.(2 1=—2<0
o(1)=(3) < (G) = () =20 -
g(2)=2"+2-5.2241=5>0

Koska g(—3) > 0, g(—2) < 0ja g(x) on monotoninen ja jatkuva talla valilla, silla
on tasan yksi nollakohta talla valilla. Vastaavasti funktiolla g on tasan yksi nollakoh-

D )
ta valeilla [—2; 0], {O; ZJ ja {Z’ 2} - yhteensa siis tasan nelja erisuurta nollakohtaa

2p. (yht. 8 p.)
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Na&in ollen yhtalolla P(x) = —1 on tasan nelja erisuurta ratkaisua, eli ainakin nelja
erisuurta ratkaisua.

Muodostetaan nyt funktio f(z) = P(z) — 1 ja derivoidaan sen lauseke (1p-oheop)),

Halutaan nayttaa, etta f(x):lla on tasan kaksi erisuurta nollakohtaa.

flz)=a*+ 2% - 5%~ 1
f'(z) = 42° + 32* — 10z

Koska funktion f derivaattafunktio on identtinen funktion g derivaattafunktion kans-
sa (yhtalo (1)), funktion f kulkukaaviokin on identtinen:

-2 0 5/4

w [ — [+ —|F
£(x) \ /\ /

Lasketaan vastaavasti funktion f arvoja.

f(=3)=(=3)"+(=3)" =5 (-3)" - 1=8>0
f(=2) = (=2)* + (=2 -5 (-2 - 1=-13<0
fO)=0"4+0"-5-02~1=-1<0

- () -

f(2)=2"+23-5.22-1=3>0

Funktion f arvo on siis negatiivinen derivaatan nollakohdissa x = —2,x = 0 ja
T = g,joten kuvaaja ei ylita vaaka-akselia derivaatan nollakohtien valilla.

Tuloksista ndhdaan, etta funktiolla f on tasan yksi nollakohta valilla [—3; —2] ja tasan

5
yksi nollakohta valilla L? 21. Muita nollakohtia ei ole. Yhtalélla P(z) = 1 on siis

tasan kaksi erisuurta juurta.
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Vastaus: Esimerkki ehdot tayttavastd polynomista on P(z) = z* + 2* — 5z2.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Polynomifunktioista tiedetaan, etta niilla on nollakohtia korkeintaan niiden astelu-

vun verran. Kysytyn polynomin on siis oltava vahintaan 4. astetta . Etsi-
taan yksinkertaisuuden vuoksi neljannen asteen polynomi.

Polynomin pitaa saada arvo 1 tasan kahdessa kohdassa, jotta yhtalolla P(z) = 1
olisi tasan kaksi erisuurta ratkaisua. Tama tarkoittaa, etta yhtalolla P(x) — 1 = 0

pitaa olla tdsmalleen kaksi ratkaisua . On siis oltava
2 2
Pz)—1=a-(x—r)* (x —ry)”,

missa a on nollasta poikkeava vakio, ja 71 ja 19 erisuuret nollakohdat. Valitaan help-

pouden vuoksir; = —1jary, = 1.
Asetetaannyt P(z) = a- (z+1)*- (x — 1) +1 ja yritetdan 6ytaa sopiva

kertoimen a arvo. Polynomifunktion derivaattafunktioksi saadaan laskimella
P'(z) = 4az® — 4ax.
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
P'(z)=0
daz® — dax =0

Laskimella saadaan ratkaisuiksi

r=—1
x=0
r=1

Polynomifunktion aariarvo kohdassa z = 0 on P(0) = a + 1. Jos tamé &ariarvo olisi

alle —1, polynomifunktio saisi arvon —1 nelja kertaa. Taman keksimiseksi
voi hakea inspiraatiota esim. GeoGebrasta. Valitaan a = —4. Nain saatu polynomi

olisi P(z) = —4 - (x + 1)? - (x — 1)® + 1 ja sen &driarvot olisivat
P(—1) =1
P(0) = -3

P(1) — 1. G
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Kulkukaavio:

o |+ — |+ | —
P(x) /\/\

Koska polynomifuntkio on jatkuva ja valeillda monotoninen, se saa arvon —1 kerran
valilla [—1; 0] ja [0; 1]. My6s koska P(2) = P(—2) = —35, polynomifunktio P(z)
saa arvon —1 myos valeilld [—2; —1] ja [1; 2] (2p-6m.120)) vhteenss siis nelja kertaa.

Vastaus: Esimerkki ehdot tayttavasta polynomista on P(x) = —4 - (x + 1)? - (z —
1)? + 1.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Integraalin ja raja-arvon jarjestyksen vaihto (12 p.)

1—s

(14 22 — 2sx)?

vasemmanpuoleista raja-arvoa lini,jotajoskus merkitdan lim .
s— s—1—

Olkoon f(x,s) =

,kun0 < s < 1ja0 < x < 1. Tarkastellaan

—_

1
. Maarita g(x) = lirr% f(z,s) kaikilla0 < z < 1, ja Iaske/ g(x)dz. (3 p.)
S—r 0

1
2. Maarita sellainen zg < 1, etta f(zo,s) = f(1,s), ja Iaske/ f(zo,s)dz. (3p.)
zo

3. Osoita, etta f(z,s) > f(wo, s), kunx € [x¢, 1] ja zop on madritetty osatehtavassa
13.2.(3p.)

1 1
4. Osoita, ettd / lim f(z,s)dz # lim [ f(x,s)dz. (3p.)
0 1 s—=1 J,

S—

Ratkaisu.

1-—s
(14 2% —2sx)?

flz,s) =

Tarkastellaan osoittajaa 1 — s, kun s — 1.

lml—-—s=1—-1=0.

s—1

Tarkastellaan nimittdjaa (1 + 22 — 2sx)? kun s — 1.

lim(1 + 2% — 2s2)* = (1 + 2% —2-1-2)?

s—1
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Nimittajan raja-arvo on siis positiivinen, kun 0 < x < 1. Nain ollen
0
g(x) =lim f(z,s) = ——— = 0.
s—1 (x —1)4
kun 0 < z < 1. Kysytty integraali on siis
1 1

[z = [oar - o EEHD

0 0

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Sievennetaan f(1, s).
1—s
(1+12—25-1)
1-—s

T (2—-2s)2 )

f(l,S) =

Etsitdan ehdon mukainen x.

f(.To,S) :f<1’8)
1—s B 1

(1422 —2s10)2  4(1 — s)

Laskinohjelmalla ratkaisuiksi saadaan

To=2s—1 tai
To=Vs2+2s—3+s tai
To=—Vs2+2s—3+s tai

ZEozl
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Koska 0 < s < 1,
S +25s—3<1°+2-1-3=0,
joten ratkaisut
xoz\/qus
xoz—m+s

eivat ole reaalilukuja. Tehtavassa etsittiin arvoa, joka toteuttaa ehdon o < 1,
joten mydskaan ratkaisu xyp = 1 ei kelpaa. Ainoa ratkaisu on siis xg = 2s — 1.

Huomaa! Tehtavanannon oletusten perusteella taytyyolla0 < g < 1,
eli

0<2s—-1<1

1<2s<?2

IA

s < 1.

DN | —

Ehtojen mukaista arvoa x ei siis 16ydy kaikille s:n arvoille, vaan ainoastaan, jos s
on vahintaan é

Tarkistetaan, etta o = 2s — 1 on todella yhtaldn ratkaisu.
1+ (2s—1)*—25- (25— 1) =2 — 2s.

Nyt lausekkeeseen (1) vertaamalla nahdaan, ettd o = 2s — 1 on todella yhtalén

ratkaisu

Lasketaan kysytty integraali, kun tiedetaan, etta f(zo, s) = f(1,s). Huomaa, etta
integraalin sisalla oleva lauseke f(1, s) ei riipu muuttujasta z, eli se on integroin-
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nin kannalta vakio.

/lf(xo,S)dxz /f(l,s)dx

= [ (/(1,9) )

=f(,s)-1=[f(1,5) (25 —1)
= f(1,5) —2sf(1,s) + f(1,5)
=2f(1,5) = 2sf(1, )
=2(1-s)f(L,s)

-2

1p.(yht.6 p.)

N — =D

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Etsitdan ehdon mukainen x.

f(an S) = f(la S)

1—s B 1—s
(1422 —2sm9)2  (14+12—25-1)2
1—s 1—s

(1+ 23 —2sm9)? (2 —25)?
(14 23 — 2510)* = (2 — 25)?

mafy.fi

(2)

Yhtalén oikealla puolella sulkujen sisalla oleva lauseke on positiivinen, silla 0 <
s < 1.Vastaavasti yhtalon vasemmalla puolella 2sxy < 2, joten sulkujen sisalla

oleva lauseke on
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Yhtalon (2) kaikki ratkaisut saadaan siis yhtalosta
1+ a2 — 2519 = 2 — 25 (1RUE4R))

Tama on helpointa ratkaista suoraan CAS-ohjelman solve-toiminnolla, mutta yh-
talon voisi ratkaista my6s kasin esimerkiksi toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan
avulla. Alla on naytetty esimerkin vuoksi, miten yhtalén voi ratkaista kasin.

T2 — 2810+ 25+1—-2=0
zh— 2819 +25 —1=0

Yhtalé on muotoa ax? + bz + ¢ = 0 oleva toisen asteen yhtal®, missd z = x ja
kertoimetovata = 1,b = —2sja c = 2s — 1. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaa-
valla saadaan

—b+Vb? — 4dac

2a
C—(—28) £ /(252 —4-1- (25— 1)
e 2.1
2s £ 45> —8s+4
o =
2
25+ 1/4(s? — 25+ 1)
o =
2
25+ 4/22(s —1)2
Ty —
2
2s £2(s—1)
rTo———_ "
2
2s+2(s—1 25 —s(s—1
To=2s5—1 tai Ty =1

Laskinohjelmalla ratkaisuiksi saadaan
To=2s—1 tai

1'0:1
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Tehtavassa etsittiin arvoa, joka toteuttaa ehdon o < 1, joten ratkaisu xy = 1 ei

kelpaa. Ainoa ratkaisu on siis rop = 2s — 1. Huomaa! Tehtdvanannon
oletusten perusteella taytyy olla 0 < zy < 1, eli

0<2s—-1<1

1<2s <2

VAN

s < 1.

DO | —

Ehtojen mukaista arvoa x ei siis 16ydy kaikille s:n arvoille, vaan ainoastaan, jos s
on vahintaan %

Lasketaan kysytty integraali, kun tiedetaan, etta

f(.%‘(), S) = f(17 S)

4(1—s)

Huomaa, etté integraalin sisélla oleva lauseke f(1, s) ei riipu muuttujasta z, eli se
on integroinnin kannalta vakio.
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Zo

/lf(xo,S)dx: /lf(l,s)dx

1

= [(f(15) )

=f(1,s)-1—f(1,s)-(2s—1)
= f(lvs) _2Sf(178) +f(1’3)
=2f(1,s) —2sf(1,s)

=2(1—1s)f(1,s)
1
40—y

1p.(yht.6p.)

mafy.fi

3. Olkoon zy = 25 — 1 kohdassa 2 maaritetty arvo. Kohdan 2 perusteella siis

Tarkasteltavan valin [z, 1] paatepisteissa siis f(z, s) = f(xo, $).

f(:Eg,S) = f(l,S).

Osoitetaan seuraavaksi, etta paatepisteiden vélissa f(x, s) on suurempi kuin p&a-
tepisteissa. Merkitaan

Toisin sanoen

1—s 1—s

Sz, s) = (1422 —2s2)2  (h(x))?

h(z) =1+ 2® — 2sz = 2> — 257 + 1.

Funktion h derivaatta on
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Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

h'(z) =
20 —2s =10
T = s.

Tiedetaan, ettd s < 1, elis — 1 <0, joten
rg=25—1=s+(s—1)<s+0=s.

Nain ollen derivaatan nollakohta x = s kuuluu tarkasteltavalle valille 25 — 1 <
x < 1. Derivaatta h'(x) = 2z — 2s on positiivinen, kun x > s ja negatiivinen,
kun x < s. Funktio h on siis aidosti kasvava, kun x > s ja aidosti vaheneva, kun

T < s. Funktion A kulun voisi perustella tdssa myos vedoten siihen,
ettd h:n kuvaaja on yléspdin aukeava paraabeli.

Toisaalta koska 0 < s < 1,
h(z)=2"-2sz+1>2°—2r+1=(x—1)>>0.
N&in ollen myés (h(z))? on aidosti kasvava, kun x > s ja aidosti vdheneva, kun

1 p. (yht. 8 p.
T < s. p. (yht. 8 p.)

Funktion f lauseke on
1-s
(h())?
joten f on aidosti kasvava, kun (h(x))? on aidosti vahenevé, ja vastaavasti f on ai-

dosti vahenevé, kun (h(z))? on aidosti kasvava. Funktio f on siis aidosti kasvava,
kunxp < x < s, ja aidosti vaheneva, kun s < z < 1.

fx,s) =

Tasta seuraa, etta valillda ¢ < x < s patee

f(:L‘, S) > f(an S)

javalilla s < x < 1 patee

f(z,s) > f(1,s).

Toisaalta f(xg, s) = f(1,s), joten koko valilla [z, 1] patee

f(z,8) > f(xo,s). [PUNL2P)
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4. Kohdan 1 nojalla

1
/hqu(m,b‘)dx — 0. (1p-uhe10p)
s—

0

mafy.fi

Lausekkeen f(x, s) osoittaja 1 — s on positiivinen kaikilla 0 < s < 1 ja sen
nimittaja on neliona epanegatiivinen. Néin ollen f (s, z) ja sen integraali milla vain
valin 0 < o < 1 osavalilla on epanegatiivinen. Olkoon zy kohdassa 2 maaritetty

|luku. Taten siis

1 1

/f:csdx—/fxsdx—i-/f( s)dx

0 o

Kohdan 3 nojalla vélilld o < z < 1 patee f(z,s) > f(xo, s), joten

1 1
/f(x,s) da > /f(aco,s) dz

Kohdan 2 perusteella

1

/f(xo,s) do = %

o

Nain ollen siis

N | —

O/f(scs dz >
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Jos funktion arvo on vahintaan 1/2 kaikilla s, myds sen raja-arvo on véahintaan
1/2,kuns — 1.

1
lim [ f(z,s)dz >

s—1

1p.(yht. 11 p.)

l\DI»—t

Nain ollen

1

/hmfxsdx%/fxs (1p.ont12p))

0

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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