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Mafynetti

1. Perusyhtaléita (12 p.)

Alla on kuusi osatehtavaa 1.1-1.6. Kirjoita kunkin osatehtavan vastauskenttaan pelk-
ka laskun lopputulos ilman vélivaiheita ja perusteluja. Jokaisen osatehtavan vastaus

on kokonaisluku.

Tehtdvassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eikd kaavaeditoria. Kunkin vastauksen
maksimipituus on 5 merkkia. Vastaukset arvostellaan tietokoneavusteisesti, ja ohjei-
den noudattamatta jattaminen voi johtaa pistevahennyksiin. Jokaisesta osatehtavas-

ta voi saada 2 pistetta.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

Laske (2 p.)
7-25—1=| |

Yhtalon bx — 2 = 13 ratkaisu on (2 p.)
= |

Suoray = —2x + 14 leikkaa z-akselin, kun (2 p.)

v |

Yhtalén 22 = S8 suurempi ratkaisu on (2 p.)

7= |

Potenssiyhtalon x3 = 64 ratkaisu on (2 p.)

z=| |

Eksponenttiyhtalon 2¢ — 128 = 0 ratkaisu on (2 p.)

v |
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Ratkaisu.

Vastaukset:

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

25
3
7
8
4

7

Pisteytyksesta: Jokaisesta oikeasta vastauksesta annetaan 2 pistetta.

Perustelut:

1.1.

1.2.

1.3.

Lasketaan vaihe kerrallaan.

7-22-1=7-8—1

I
Ot
(@)

) — 1

Ratkaistaan yhtalo.

b =13+ 2
Sbr =15 | :5
r =3

Suora leikkaa z-akselin kohdassa, jossa y = 0. Muodostetaan yhtalo ja ratkais-
taan leikkauskohta .

y=-2c+14 |y=0

0=—-2x+14 | +2x
2e0 =14 ||:2

r=17
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1.4. Ratkaistaan yhtalé.
=8 | -8z
7? — 8z =0

Yht&l6 voidaan kirjoittaa muotoon 122 — 8z + 0 = 0. Kiytetaan toisen asteen
yhtalén ratkaisukaavaa.

—bE Vb2 -4
xr = e |la=1,b=-8,¢=0
2a
—(—8)£/(-8)2—4-1-0
r =
2-1
$_8i\/64—0
B 2
8 + /64
T = ——
2
8£8
rT=—
2
8+8 8—28
T = talr = ——
2
r=—taix = -
2 2

r=8taix =0
Suurempi ratkaisuista on x = 8.

Yhtal6é voidaan ratkaista myo6s tulon nollasaannoélla: Tulo on nolla tdsmalleen
silloin kun jokin tekijoista on nolla.

22 —8xr =0
z(r—8)=0
r=0taizc—8=0

r=0taiz =28
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1.5. Ratkaistaan yhtalé.

2 =64
x = V64
r=4

1.6. Ratkaistaan yhtalo.
2" —128 =0 || + 128
2" =128  ||128 =27
T — 27

Yhtalén molemmilla puolilla on potenssi, jonka kantaluku on 2. Koska potenssit
ovat yhta suuria, niin eksponentit ovat yhta suuria. Siis z = 7.

Yhtald voidaan ratkaista myos logaritmin avulla:

2" —128 =0 | 4128

2" =128
xr = log, 128
x =17

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Yhtaléiden ratkaisut (12 p.)

1. Ratkaise yhtalopari
r+y=38
20 —y = 1.

2. Ratkaise yhtalo 222 — gx + % = 0. Anna suurempi juuri tarkkana arvona sieven-
netyssa muodossa ja pienempi juuri likiarvona kahden desimaalin tarkkuudella.
8p)

(4p.)

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Ratkaistaan yhtalopari yhteenlaskumenetelmalla.
r+y=38
20 —y=1

r+2r+y—y=8+1

- I:3
=3
Sijoitetaan z = 3 yhtaloparin ylempaan yhtaléon ja ratkaistaan siita y:

34y — s I |

y=8—3

y — 5 [0

Lasketaan yhtalot yhteen.

Vastaus: r = 3jay =5

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 6


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

T+y=238
20 —y =1

r+y=8 |~y

o= s -y )

Ratkaistaan yhtaléparin

ylemmasta yhtaldsta ensin x:

Sijoitetaan z = 8 — y yhtaléparin alempaan yhtaloon ja ratkaistaan y:

2 —y=1 |z =8—y

2(8 — y) — y = 1 ([R0RE2R)]

16 -2y —y=1
16—-3y=1 || 16
—3Jy=1-16

—3y=-15 ||:(-3)

y — 5 ()

Lasketaan viela z:

» — 5 o)

Vastaus: z = 3jay =5

Yhtalopari voidaan ratkaista muillakin tavoilla. Esimerkkeja:

« Kerrotaan ylempi yhtalo luvulla —2 ja lasketaan yhtalot yhteen. Muuttuja «
kumoutuu ja saadaan yhtald, josta ratkaistaan y. Sijoitetaan saatu muuttu-
jan y arvo jompaankumpaan alkuperaisista yhtaldista ja ratkaistaan x.
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+ Ratkaistaan yhtaloparin ylemmasta yhtaldsta muuttuja y ja sijoitetaan tulos
alempaan yhtaldon, jolloin saadaan yhtald, josta ratkaistaan z. Sijoitetaan
saatu tulos yhtaléon, jossa y on ratkaistuna, ja lasketaan y.

+ Ratkaistaan yhtaldparin alemmasta yhtalésta muuttuja v ja sijoitetaan tulos
ylempaan yhtaloon, jolloin saadaan yhtald, josta ratkaistaan x. Sijoitetaan
saatu tulos yhtaléon, jossa y on ratkaistuna, ja lasketaan y.

2. Kerrotaan yhtald ensin luvulla 4:

5} 1

822 — 10z + 1 = 0 Zr0mEp)

Ratkaistaan yhtald toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla:

o —(—10)1\/(—10)2—4-8-1
2-8

10 £ /100 — 32
16

_ 10 VB8 rgan)
16

Suurempi juuri on

= 10V gy

Pienempi juuri on

v =20 V0 1006, ~ 0,11 CooRTZR)

16

10++68

Vastaus: Suurempi juurion r = =¥

ja pienempi juuriz ~ 0,11.

Nelidjuurten laskusaannot eivat kuulu lyhyen matematiikan opetussuunnitelmaan.
Laskusaannén vab = \/6@ avulla ratkaisu voidaan sieventad, mutta tata ei rat-
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kaisussa vaadita.

10 + /68
16

10+ +v4 - 17
16

10+ /4 -/17
16

10+2-17
16
5+417
8

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Prosentteja (12 p.)

1. Vuonna 2019 sairaanhoitajan keskimaarainen kuukausipalkka oli 2 535 euroa. Eras
sairaanhoitaja sai 6 prosenttia keskimaaraista parempaa palkkaa. Hanen netto-
palkkansa, eli tilille kuukausittain maksettava summa, oli 1 777,25 euroa. Kuinka
monta prosenttia palkasta meniveroihin ja muihin pidatettaviin maksuihin? (6 p.)

2. Vuonna 2021 koronaviruskotitestin arvonlisavero oli 24 % ja myyntihinta 5,60 eu-
roa. Tutkijaryhma ehdotti testien arvonlisdveron alentamista 10 %:iin. Kuinka pal-
jon tuote maksaa, jos tallainen veron muutos siirtyy taysimaaraisesti hintaan?
6p.)

Ratkaisu.

1. Sairaanhoitajan kuukausipalkka oli 6 % parempi kuin keskimaarainen kuukausi-
palkka. Sairaanhoitajan palkka oli siis 100 % + 6 % = 106 % keskimaaraisesta
kuukausipalkasta eli 1,06-kertainen keskimaaraiseen kuukausipalkkaan verrattu-
na. Sairaanhoitajan kuukausipalkka oli siis

1,06 - 2535 € — 2687,10€.

Sairaanhoitajan nettopalkka oli 1777,25 euroa, joten sairaanhoitaja maksoi kuu-
kausipalkastaan veroja ja muita pidatettavia kuluja

2687,10€ — 1777,25€ — 909,85 €.

Verojen ja muiden pidatettavien kulujen osuus sairaanhoitajan kuukausipalkasta
oli siis

085 ~ 03850

2687,10€
=33,859... %

~ 33,9 % (R0t ce)
Y

Vastaus: Palkasta meni 33,9 % veroihin ja muihin pidatettaviin kuluihin.
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2. Merkitaan koronaviruskotitestin verotonta hintaa kirjaimella x.

Aronlisévero lisataan tuotteen verottomaan hintaan. Kun arvonlisavero oli 24 %,
niin arvonlisaveron suuruus oli 0,24z euroa, jolloin tuotteen verollinen hinta oli
x + 0,242 euroa. Toisaalta, kun arvonlisavero oli 24 %, oli tuotteen myyntihinta
100 % + 24 % = 124 % verottomasta hinnasta.

Verollinen hinta oli 1,24-kertainen verottomaan hintaan nahden eli verollinen hin-
ta oli 1,24x. Toisaalta verollinen hinta oli 5,6 euroa. Muodostetaan yhtalo ja rat-
kaistaan siita veroton hinta x.

xr+0,24xr = 5,6
1,242 = 5,6 21,24
z—45161. ..

Koronaviruskotitestin veroton hinta oli siis 4,516 . . . euroa. P-0"2P)

Jos arvonlisdvero olisi 10 %, olisi tuotteen myyntihinta 100 % + 10 % = 110 %
tuotteen verottomasta hinnasta. Kun arvonlisavero olisi 10 %, olisi tuotteen myyn-

tihinta siis 1,10-kertainen verottomaan hintaan verrattuna. Talldin tuotteen myyn-
tihinta olisi siis

1,10-4,516... € @romiie) _ 4967 € ~ 4,97€. (1P0nc120))

Vastaus: Tuote maksaisi 4,97 €.

Hyvaksytaan myds, jos veroton hinta on pyoristetty sentin tarkkuuteen 4,52 eu-
roon, mutta laskettu muuten kuten tassa. Tama ei vaikuta lopulliseen pyoristyk-
seen.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Tasakylkinen kolmio (12 p.)

Kolmion ABC sivut AB ja AC ovat 6 senttimetria pitkia, ja niiden valinen kulma on
«. Piste D sijaitsee sivulla A B niin, ettd jana C'D on kohtisuorassa sivua A B vastaan.

1. Maarita janan C'D pituus, kun a = 30°. (4 p.)

2. Maarita sellainen «, ettd kolmion BC'D pinta-ala on puolet kolmion ABC' pinta-
alasta. (4 p.)

3. Maarita janan C'D pituus, jos kolmion BC'D pinta-ala on kolmasosa kolmion
ABC pinta-alasta. (4 p.)

Ratkaisu.

Mallikuvaa ei vaadita tehtavan ratkaisussa, mutta se helpottaa ratkaisun ymmarta-
mista. Mallikuvan voi piirtaa esim. LibreOffice Draw tai Pinta-ohjelmalla.

C

[ |
A 6 D B

1. Koska ja C'D on kohtisuorassa sivua AB vastaan, kolmio ADC' on suorakulmai-
nen. Suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on alkuperaisen kolmion
sivu AC), jonka pituus on 6 cm. Janan C'D pituus voidaan ratkaista sinin avulla:

sina = i—g |- AC

CD = ACsina ||sij. « =30°, AC' =6
=6 - sin(30°)

_ (o)

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 12


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

Vastaus: Janan C'D pituus on 3 cm.

6

0}

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Kolmioilla ABC'ja BC'D on sama korkeus C'D. Kun kolmion BC'D pinta-ala on
puolet kolmion ABC' pinta-alasta, on sen kannan D B silloin oltava puolet kol-

mion ABC kannasta AB. Tallin myos AD on puolet sivusta AB eli
AD =5 =3,
2

Kulma « saadaan nyt kolmiosta ADC' kosinin avulla:

AD
cosar=—7 Isii AD = 3. AC = 6
cosa = %
= —1
=5 | cos
o e (0]

Vastaus: Kolmion BC'D pinta-ala on puolet kolmion ABC' pinta-alasta, kun kul-
man « suuruus on 60°.
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C

6

o
m
A 3 D

Sy

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kolmioilla ABC'ja BC'D on sama korkeus C'D. Kun kolmion BC'D pinta-ala on
puolet kolmion ABC' pinta-alasta, on sen kannan D B silloin oltava puolet kol-

mion ABC kannasta AB. Talloin myos AD on puolet sivusta AB el
piste D on janan AB keskipiste.

Koska pisteesta C' piirretty kolmion ABC'korkeusjana jakaajanan AB tasan puo-
liksi, on kolmio ABC' tasakylkinen siten, etta sivut AC' ja C'B ovat yhta pitkat.

Toisaalta tehtdvanannon perusteella tiedetaan, etta sivut AB ja AC'
ovat yhta pitkat. Kolmio ABC on siis tasasivuinen, jolloin sen kaikkien kulmien,

myds kulman a, suuruus on 60°.

Vastaus: Kolmion BC'D pinta-ala on puolet kolmion ABC' pinta-alasta, kun kul-
man « suuruus on 60°.

3. Kolmioilla ABC' ja BC'D on sama korkeus C'D. Kun kolmion BC'D pinta-ala on
kolmasosa kolmion ABC pinta-alasta, on sen kannan D B silloin oltava kolmas-

osa kolmion ABC kannasta AB, eli DB = g — 9 Téll(’)in sivun AD
pituus on AD =6 — 2 = 4.
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Nyt janan C'D pituus voidaan ratkaista Pythagoraan lauseella kolmiosta AC'D:

(AC)? = (AD)* + (CD)? | — (AD)?
(CD)* = (AC)” - (AD)’

CD = +/(AC) - (AD)?
Koska sivun pituus ei voi olla negatiivinen, hyldtdan negatiivinen ratkaisu.

e
SNE T
=20
~ 45

Vastaus: Janan C'D pituus on 4,5 cm.

Pisteytyksesta: Myds pyoristys 4 cm hyvaksytaan, silla tehtdvanannon ainoa lu-
kuarvo oli ilmoitettu yhden merkitsevan numeron tarkkuudella.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Erikoiset mittayksikot (12 p.)

Tama tasta -ajankohtaishuumoriohjelman jaksossa 119 kerrottiin, etta Helsingin alle
mahtuu huoltotunneleihin ja muihin tiloihin 500 eduskuntataloa. Eduskuntatalon ti-
lavuus puolestaan kuvailtiin seuraavasti: "Tavallinen kylpyamme, jollainen voi olla ko-
tona tai hotellihuoneessa, on tilavuudeltaan noin 300 litraa - - Jos sinulla on 120 000
tallaista kylpyammetta, niin ne tayttavat neljdsosan eduskuntatalosta.”

1. Mika on eduskuntatalon tilavuus kuutiometreina? (6 p.)

2. Usein kuulee verrattavan pinta-aloja jalkapallokenttien kokoon. Jalkapallokentta
on suorakulmio, jonka sivujen pituudet ovat 105 metria ja 68 metria. Oletetaan,
etta huoltotunnelit ja muut tilat ovat suorakulmaisia sarmioita. Jos huoltotunne-
lien ja muiden Helsingin alla olevien tilojen korkeus on keskimaarin 4,0 metrig,
niin mika on niiden pohjien yhteenlaskettu pinta-ala jalkapallokenttind mitattu-
na? (6 p.)

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Tehtdvanannosta tiedetaan, etta 120 000 kylpyammetta, joiden tilavuus on 300
litraa, tayttavat neljdsosan eduskuntatalosta, joten

1
120 000 . kalpyamme - Z%duskuntatalo || : 4

‘/eduskuntatalo =4-120000 - kalpyamme
— 4.120000 - 300 ¢ (1P-0ht2p))
— 144000 000 /.

Vastaus haluttiin kuutiometring, joten muunnetaan litrat viela kuutiometreiksi.

144000 000 ¢ = 144 000 000 dm*

— 144000 m?
~ 140 000 m?
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Vastaus: Eduskuntatalon tilavuus on 140 000 m?.

Hyvéksytdan myos vastaus 100 000 m?, koska tehtdvanannon epatarkimmassa
lahtdarvossa on vain yksi merkitseva numero.

| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Yhden kylpyammeen tilavuus on 300 litraa. Lasketaan 120 000 kylpyammeen ti-
lavuus:

120 000 - 300 ¢ — 36000000 ¢

= 36 000 000 dm?

— 36000 m®

Eduskuntatalon tilavuus on nelinkertainen tilavuuteen 36 000 m® nihden, joten
eduskuntatalon tilavuus on

436000 m? — 144000 m® (BO5PY ~ 140000 m?.

Vastaus: Eduskuntatalon tilavuus on 140 000 m?.

Hyvaksytaan myés vastaus 100 000 m?, koska tehtdvdnannon epéatarkimmassa
lahtéarvossa on vain yksi merkitseva numero.

2. Huoltotunneleihin ja muihin tiloihin mahtuu 500 eduskuntataloa. Yhden edus-
kuntatalon tilavuus on 144 000 m?, joten huoltotunnelien ja muiden tilojen tila-
vuus on

_ 1p.(yht. 7 p.)
V;wuoltotunnelit - 50O‘/eduskuntatalo

= 500 - 144 000 m?

— 72000000 m®, (1P:-0180)]
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Huoltotunnelien korkeus on A = 4 metria. Huoltotunnelit ovat suorakulmaisia
sarmiobita, joten lasketaan huoltotunnelien pohjien yhteenlaskettu pinta-ala:

V = Ah
Ahuoltotunnelit = M
4m

— 18000 000 m’

Jalkapallokentta on suorakulmio, jonka sivujen pituudet ovat 105 metria ja 68 met-
rid. Lasketaan jalkapallokentan pinta-ala:

AJaIkapaIIokentté =68m-105m

_ritow?

Lasketaan, kuinka monta jalkapallokenttda mahtuu huoltotunnelien pohjien yh-
teenlaskettuun pinta-alaan:

huoltotunnelit

jalkapallokenttien maaréa = ——
Ajalkapallokentté

18000000 m?
7140 m?

= 2521,008...
~ 2500

Vastaus: Huoltotunnelien ja muiden tilojen pohjien yhteenlaskettu pinta-ala on
2500 jalkapallokentta, [P-Ot12p)
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6. Lahjavero (12 p.)

Aineisto:

6. A Taulukko: Lahjaveron maara

Lahjaveroa on maksettava, kun omaisuus siirtyy toiselle henkildlle lahjana ja lahjan
arvo on 5000 euroa tai enemman. Lahjavero maaraytyy taulukossa 6.A esitetyn mu-
kaisesti. Tarkastellaan tilanteita, joissa annetaan vain yksi lahja.

1. Mika on 80000 euron lahjan veron maara? Kuinka monta prosenttia tasta lahjasta
maksetaan veroa? (6 p.)

2. Kuinka suuresta lahjasta maksetaan 4 000 euroa lahjaveroa? (6 p.)

Ratkaisu.

1. Lahjan arvo on 80 000 euroa, joten tarkastellaan taulukon rivia, jossa lahjan arvo

on 55000 — 200000 euroa. Vero alarajan kohdalla on 4700 euroa ja
veroprosentti ylimenevasta osasta 12 %.

Lahjan ensimmaisesta 55 000 eurosta maksetaan veroa siis 4700 euroa. Alarajan
ylittava osuus on (80 000 — 55 000) euroa. Tasta ylimenevasta osasta maksetaan
veroa 12 %.

Lasketaan maksettavan lahjaveron maara:

4700€ + 0,12 - (80000€ — 55000€) = 7700 €

Lasketaan, kuinka monta prosenttia lahjaveron maara on lahjan arvosta:

TT0€ _ 009625 0625 % ~ 9,6

80000 €

Vastaus: Lahjaveron maara on 7700 euroa ja lahjasta maksetaan veroa 9,6 %.
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Merkitaan lahjan arvoa euroina kirjaimella x.

Koska lahjasta maksettavan veron suuruus on 4000 euroa, on lahjan arvo valilla

25000 —55 000 euroa. Jos lahjan arvo olisi esimerkiksi valilla 55 000 —
200 000, maksettaisiin veroa jo yli 4000 euroa.

Vero alarajan kohdalla on 1700 euroa.

Alarajan ylittdvan osan suuruus on (x — 25000) euroa. Tasta osasta maksetaan
veroa 10 %.

Lahjasta maksetaan veroa siis yhteensa
1700 + 0,10 - (2 — 25 000)

euroa. Toisaalta veroa maksetaan 4000 euroa. Muodostetaan yhtald ja ratkais-
taan siita lahjan arvo z.

1700 + 0,10 - ( — 25000) = 4000

1700 + 0,102 — 2500 = 4000
0,10z — 800 = 4000 || + 800
0,10z = 4000 + 800
0,10z = 4800 | : 0,10

© = 48000 (1200110

Yhtalo voidaan ratkaista myos laskinohjelmalla.

Lahjan arvo on siis 48 000 euroa.

Vastaus: Lahjan arvo on 48 000 euroa.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Koska lahjasta maksettavan veron suuruus on 4000 euroa, on lahjan arvo valilla

25000—55 000 euroa. Jos lahjan arvo olisi esimerkiksi valilla 55 000 —
200 000, maksettaisiin veroa jo yli 4000 euroa.

Vero alarajan kohdalla on 1700 euroa.

Merkitaan 25 000 euron ylittavaa osaa kirjaimella x. Tasta osasta maksetaan ve-
roa 10 %.

Veroa maksetaan yhteenséd (1700 + 0,10z) euroa. Toisaalta veroa
maksetaan 4000 euroa. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siita x.

1700 + 0,10z = 4000 | — 1700

0,10z = 4000 — 1700
0,10z = 2300 || : 0,10

v = 23000 (p.0n10p)]

Yhtal® voidaan ratkaista myos laskinohjelmalla.

Lahjan arvo siis ylittaa 25 000 euron alarajan 23 000 eurolla. Lahjan arvo on tall6in

25000€ + 23000€ (20112 — 45000 €, (1r-6t120)]

Vastaus: Lahjan arvo on 48 000 euroa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Kolikko ja noppa (12 p.)

Pelissa heitetaan kolikkoa ja tavallista noppaa.

1. Mika on todennakaisyys sille, etta pelaaja A saa yhdella kolikonheitolla klaavan ja
pelaaja B yhdelld nopanheitolla silmaluvun 5? (4 p.)

2. Pelaaja C vaittaa pelaajalle D: "On todennakdisempaa, ettd mina saan kahdella
kolikonheitolla kaksi klaavaa kuin etta sina saat kahdella nopanheitolla summaksi
vahintaan yhdeksan.” Onko pelaaja C oikeassa? (8 p.)

Ratkaisu.

1. Yhdelld kolikonheitolla voi tulla joko klaava tai kruuna. Todennakadisyys, etta pe-
laaja A saa siis yhdella heitolla klaavan, on

1
P(A saa klaavan) = 3

Tavallisessa nopassa on kuusi silmalukua (silmaluvut 1-6). Todennakadisyys, etta
pelaaja B saa yhdella nopanheitolla silmaluvun 5, on

1
P(B saa silmaluvun 5) = 6

Todenndkdisyys, etta pelaaja A saa klaavan ja pelaaja B silmaluvun 5, voidaan las-
kea kertolaskusaannolla:

P(A saa klaavan ja B saa silmaluvun 5) = P(A saa klaavan) - P(B saa silméluvun 5)

1p.(yht.3p.)

Vastaus: Todennakdisyys on 5.

Hyvaksytaan myos vastaukset 0,83 ja 8,3 %.
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2. Lasketaan ensin todennakdisyys, etta pelaaja C saa kahdella kolikonheitolla kaksi
klaavaa. Todennakdisyys, etta pelaaja saa yhdella heitolla klaavan, on % Tallgin
todennakdisyys, etta pelaaja C saa kaksi klaavaa, on

P(C saa kaksi klaavaa) = P(saa 1. heitolla klaavan ja saa 2. heitolla klaavan)

= P(saa 1. heitolla klaavan) - P(saa 2. heitolla klaavan)

S (XTI
2 2

_ L (ipomen)
4

= 0,25.

Lasketaan sitten todennakoisyys, etta pelaaja D saa kahdella nopanheitolla sil-
malukujen summaksi vahintaan luvun 9. Vahintaan 9 tarkoittaa, etta silmaluku-

jen summa voiolla 9, 10, 11 tai 12.

Lasketaan ensin, kuinka monta erilaista silmalukuparia kahdella nopalla voidaan
saada. Ensimmaisessa nopanheitossa silmaluvulle on 6 vaihtoehtoa. Vastaavas-
ti toisessa nopanheitossa vaihtoehtoja silmaluvulle on 6 kappaletta. Tuloperiaat-
teella saadaan kaikkien mahdollisten silmalukuparien lukumaara:

kaikkien silmalukuparien lukumaara = 6 - 6 = 36.

Luetellaan suotuisat silmalukuparit eli parit, joiden summa on 9 tai enemman.
Suotuisia pareja ovat seuraavat:

(3,6),(4,6),(5,6),(6,6)
(4,5), (5,4)(5,5)

(6.3),(6,4), (6,5)
Suotuisia silmalukupareja on siis 10.

Lasketaan todennakdisyys, etta kahdella heitolla silmalukujen summa on vahin-
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taan 9:

suotuisten silmalukuparien lukumaara

P(silmalukujen summa vahintaan 9) =
( ) ) kaikkien silmalukuparien lukumaara

10
36
= 0,2777...

Todenndakdisyys, etta pelaaja D saa kahdella heitolla silmalukujen summaksi vahin-
taan 9, on suurempi kuin todennakdisyys, etta pelaaja C saa kahdella heitolla kaksi

klaavaa. P-Y"TTP)J N3in ollen pelaaja C on vaarassa. (P-Ot12p)

Vastaus: Pelaaja C ei ole oikeassa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Paraabelin tangentti (12 p.)

Paraabeliy = 2 + bx + c kulkee pisteen (9, 5) kautta, ja siina sen tangentin kulma-
kerroin on 2. Maarita kertoimet b ja ¢ derivaatan avulla.

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Paraabeliy = 22 + bx + c on funktion f(x) = 2 + bz + c kuvaaja.

Funktion f derivaattafunktio on f'(z) = 2x + b.

Funktion f kuvaajalle kohtaan (9, 5) piirretyn tangentin kulmakerroin on f’(9). Toi-
saalta tangentin kulmakerroin on 2. Tasta saadaan seuraava yhtalo:

F9) =2
Koska paraabeli kulkee pisteen (9, 5) kautta, niin f(9) = 5.

Tallennetaan funktio f(z) = 2% 4+ bz + ¢ laskinohjelman muistiin. On ratkaistava

seuraava yhtalopari:
{f’(9) =2
f(9)=5

Yhtaloparin ratkaisuksi saadaan b = —16, ¢ = 68.

Vastaus: b = —16, c = 68

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Paraabeli y = 22 + bz + c on funktion f(z) = 2% + bx + ¢ kuvaaja.

Funktion f derivaattafunktio on f’(z) = 2x + b.
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Funktion f kuvaajalle kohtaan (9, 5) piirretyn tangentin kulmakerroin on f’(9). Toi-
saalta tangentin kulmakerroin on 2. Tasta saadaan seuraava yhtalo:

£/(9) = 2 (p6he3p))
2.9+ b= 2(pohsp)

184+b=2 | — 18
b=2—18

b — 16 EE0ER)

Koska paraabeli kulkee pisteen (9, 5) kautta, niin f(9) = 5. Tasta saa-
daan seuraava yhtalo:

f(9)=5
P 4b.9+c— 5 (E0EER

81+9%+c=5 |b=-16

8149 (—16) + ¢ = 5 (2p0ht100))

—63+c=5 || +63
c=95+063

o — o8 [0

Vastaus: b = —16, c = 68
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9. Alypuhelinten kayttéika (12 p.)

Aineisto:

9.A Taulukko: Alypuhelinten kayttoika

Alypuhelinten keskiméaaraiset kayttoiat erdissa maissa on esitetty taulukossa 9.A.

1. Laske taulukossa esitettyjen keskimaaraisten kayttdikien keskiarvo  ja keskiha-
jonta s. (4 p.)

2. Miksi osatehtavassa 9.1 laskettu keskiarvo T ei tuota kyseisten maiden alypuhe-
linten kayttoikien keskiarvoa? (4 p.)

3. Oletetaan, etta alypuhelinten kayttéika koko maailmassa noudattaa normaalija-
kaumaa, jonka odotusarvo on 23 kuukautta ja keskihajonta 2,55 kuukautta. Mil-
|8 todennakoisyydelld satunnaisesti valitun dlypuhelimen kayttéika on vahintaan
kolme vuotta? (4 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Kopioidaan aineisto LibreOffice Calc-taulukkolaskentaohjelmaan ja lasketaan ai-
neiston keskiarvo ja keskihajonta.
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A | B | c D |
1 Keskimadrdinen
~ |Maa kayttoika (kk)
2 |Meksiko 18
3 |Thaimaa 19
4 |Saudi-Arabia 19
5 |Intia 20
6 |Eteld-Afrikka 21
7 |Saksa 21
8 |Malesia 22
9 |Australia 22
10 |Kiina 22
1 |Japani 26
12|
13|
lkeskiarvo 21 KESKIARVO(B2:B11)
15 |keskihajonta 2,144761059 KESKIHAJONTA.P(B2:B11)
16 jotoskeskihajonta  2,260776661 KESKIHAJONTA.S(B2:B11)

Taulukossa esitettyjen keskimaaraisten kayttoikien keskiarvo on 21 kuukautta
ja keskihajonta 2,144... ~ 2,1 kuukautta.

Hyvaksytaan myos otoskeskihajonta 2,3 kuukautta.

Vastaus: Keskiarvo on 21 kuukautta ja keskihajonta 2,1 kuukautta.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Lasketaan aineiston keskiarvo:
1I8+194+19+20+21 421 +22+ 22422+ 26 B
10 N

21

Lasketaan aineiston keskihajonta:

\/(18 —21)24+2(19 — 21)2+ -+ - + 3(22 — 21)2 + (26 — 21)2
S =
10

= 21447 . ..
~ 21

Vastaus: Keskiarvo on 21 kuukautta ja keskihajonta 2,1 kuukautta.
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2. Kohdassa 9.1 laskettu keskiarvo on laskettu kunkin maan alypuhelinten kayttoi-
kien keskiarvoa kayttaen. Alypuhelinten lukumaaré vaihtelee kussakin maassa, jo-
ten osa-aineistojen avulla laskettu keskiarvo ei vastaa kaikkien kyseisten maiden

alypuhelinten kayttdikien keskiarvoa.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Kaytetaan GeoGebran todennakdisyyslaskuria.

Jakauma Tilastot

12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

H=23 o0=255

./ Normaalijakauma v

M 23 0 2.55
1Hx[H
P( 36 < X) = 0.00000017

Todenndakdisyys, ettd satunnaisesti valitun alypuhelimen kayttéika on vahintaan
kolme vuotta (36 kuukautta), on 1,71589... - 1077 ~ 1,7 - 1077,

Vastaus: Todennakéisyys on 1,7 - 1077,

aYaYaYo 't Bvd

Vastaus voidaan antaa my6s muodossa 0,000 000 17.

Ratkaisuvaihtoehto 2
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Ratkaistaan tehtava TI-Nspirella.

Alypuhelinten kayttéika koko maailmassa noudattaa tehtavdnannon mukaan nor-
maalijakaumaa, jonka odotusarvo on p = 23 kuukautta ja keskihajonta o = 2,55
kuukautta. Lasketaan todennakdisyys, etta satunnaisesti valitun puhelimen kayt-
toika on vahintaan 3 vuotta eli 36 kuukautta:

P(kayttoika vahintaan 36 kuukautta) = normCdf(36, infinity, 23, 2.55)
=1,71589... - 1077

~ 17 10°7 R

Vastaus: Todennakdisyys on 1,7 - 1077,

~
(.

Vastaus voidaan antaa myds muodossa 0,000 000 1
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10. Hirsitalo painuu kokoon (12 p.)

Hirsitalon rakentamisessa pitaa huomioida, ettd rakennus painuu kokoon muuta-
man vuoden ajan. Tama tehdaan jattamalla rako eli niin sanottu painumavara esi-
merkiksi ovien ja ikkunoiden paalle. Eras uuden hirsitalon omistaja arvioi, etta hir-
sien painumista tapahtuu kahdeksan vuoden ajan ja vuotuiset painumat muodosta-
vat geometrisen lukujonon. Hanen talonsa painumavara on 6,0 cm.

1. Auta talon omistajaa esittamalla geometrinen lukujono, joka kuvaa talon vuosit-
taista painumista. Lukujono tayttaa seuraavat ehdot:

« Ensimmainen jasen kuuluu valille [2,0 cm; 3,0 cm].

+ Kahdeksan ensimmaisen jasenen summa S kuuluu valille [5,0 cm; 6,0 cm].

lImoita vastauksessa lukujonon suhdeluku ¢ ja osoita laskulla, ettd summa S kuu-
luu vaaditulle valille. (8 p.)

2. Piirrd pylvasdiagrammi kahdeksan ensimmaisen vuoden vuosittaisista painumis-
ta. (4 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1: Taulukkolaskentaohjelmalla

Muodostetaan taulukkolaskentaohjelmaan taulukko, johon voidaan sydttaa mah-
dollisia lukujonon ensimmaisen jasenen a; arvoja seka erilaisia lukujonon suhde-
lukuja g. Alla olevassa kuvassa on ensin esitetty kaytetyt laskukaavat ja sen jalkeen
eras mahdollinen ratkaisu.
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A B c D | E |
a1 2,5
2 a2 =B1*$E$2 = | 0,55
2 |a3 =B2*$E$2
+|ad =B3*$E$2
s |ab =B4*$E$2 Summa: =SUMMA(B1:B8)
< |a6 =B5*$ES$2
7 |a7 =B6*$E$2
¢ |a8 =B7*$E$2

A B C D | E |
o lal 25
2|a2 1,375 o= | 0,55
2 a3 0,75625
4 a4 0,4159375
5 |ad 0,228765625 Summa: 5,509036701172
¢ |ab 0,125821094
7 ar 0,069201602
¢ a8 0,038060881

Vastaus: Ehdot toteutuvat, jos lukujonon ensimmainen jasen on a; = 2,5 ja suh-
deluku on ¢ = 0,55.

Pisteytyksesta:
+ Valittu ensimmainen jasen ja suhdeluku niin, etta ehdot tayttyvat.
+ Laskettu lukujonon jasenetjarjestysluvuillan = 2,3,4,5,6, 7, 8.

+ Laskettu kahdeksan ensimmaisen jasenen summa. Jasenten ei tarvitse olla
samatkuinylla olevassa laskussa, kunhan vaaditut endot tayttyvat.

Ratkaisuvaihtoehto 2: Kokeilemalla kayttaen geometrisen summan kaavaa ‘

Geometrisen lukujonon kahdeksan ensimmaisen jasenen summa voidaan laskea

kaavalla N
1—
5y = ML= 0) @GR jos g £ 1.

1—gq
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Kokeillaan erilaisia ensimmaisen jasenen ja suhdeluvun lukuarvoja, kunnes 16y-
detaan sellaiset, joilla tehtavan vaatimukset toteutuvat. Valitaan ensimmaisek-
si jaseneksi a; = 3. (Tama kuuluu tehtavanannossa annetulle sallitulle valille.)

VaIitaan suhdeluvuksi g = % Summa on talléin

ngal(l_qs)
l—gq
1\8
_3-0-(3))
=
31— 4
%
ik)) <172¥{)())
a L

— 59765625
Painuma on siis 5,976 . .. cm, joka kuuluu vélille [5,0 cm; 6,0 cm].

Vastaus: Ehdot toteutuvat, jos lukujonon ensimmainen jasen on a; = 3 ja suh-
_ 1

delukuong = 3.

Pisteytyksesta: Myds muut lukuarvot hyvaksytaan, kunhan tehtdvanannon ehdot

toteutuvat niilla.

Ratkaisuvaihtoehto 3: liIman taulukkolaskentaa ja geometrisen summan kaavaa

Kokeillaan erilaisia ensimmaisen jasenen ja suhdeluvun lukuarvoja, kunnes 16y-
detdan sellaiset, joilla tehtavan vaatimukset toteutuvat. Valitaan ensimmaisek-
si jaseneksi a; = 3. (Tama kuuluu tehtdvanannossa annetulle sallitulle valille.)

VaIitaan suhdeluvuksi g = %

Madritetaan lisaa lukujonon jasenia. Jasenesta saadaan seuraava jasen kertomal-
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la suhdeluvulla g =

N[

1 3
a2:(11'q23'§:§
31 3
agz(lg'([:§'§:Z
3 1 3
a4:“3'q:4]'§:§
3 1 3
a5:a4-q:§-§:1—6
3 1 3
GGZ(JJ'([:E'Ezg—z
3 1 3
ar = ag (1:3—2'526—4
ag — ay q:ilzi
64 2 128

Summa on talléin

Sg=aj; + ay +as + as + as + ag + a7 + ag
3 3 3 3 3 3 3

R IR TR TR DX

= 5,976 5625

Painuma on siis 5,976 . . . cm, joka kuuluu valille [5,0 cm; 6,0 cm].

Vastaus: Ehdot toteutuvat, jos lukujonon ensimmainen jasen on a; = 3 ja suh-
deluku on g = 1.

Ratkaisuvaihtoehto 4: Geometrisen summan kaavalla toisella tavalla

Geometrisen lukujonon kahdeksan ensimmaisen jdsenen summa voidaan laskea

kaavalla X
5 = 0= 1) @E) jos g £ 1.

I—gq
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Valitaan ensimmaiseksi jaseneksi a; = 2,5. (Tama kuuluu tehtdvanannossa an-
netulle sallitulle valille.) Kahdeksan ensimmaisen jasenen summa on
talldin
_ 2a5(1 B q8)
= Tq
Ratkaistaan, mika suhdeluvun g tulee olla, jotta summa olisi 5,5 (joka on vaadit-
tavan valin [5,0 cm; 6,0 cm| keskipisteessa). Yhtalon

275(1 B q8)

l—gq

ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla ¢ = 0,549217 .. .. Valitaan ta-

ta ratkaisua lahella oleva arvo ¢ = 0,55. Todetaan laskemalla, etta
summa on tallgin valilla [5,0 cm; 6,0 cm].

Ss

= 95,9

Lasketaan summa, kun a; = 2,5 ja g = 0,55.

5y = 28055 g

1-055
Painuma on siis 5,509 . . . cm, joka kuuluu vélille [5,0 cm; 6,0 cm].

Vastaus: Ehdot toteutuvat, jos lukujonon ensimmainen jasen on a; = 2,5 ja suh-
deluku on g = 0,55.

2. Piirretaan pyydetty pylvasdiagrammi. Pylvasdiagrammissa on kaytetty kohdan 1
ratkaisuvaihtoehtojen 1-3 lukuarvoja.

Vuosittainen painuma

35
3
25
5 2
(0]
E 15
£
[}
o 1
O’S l
, o .
1 2 3 4 5 6 7 8

Vuosi
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4p.(yht. 12 p.)

Pylvaskaavion akselien nimeamista ei vaadita. Pylvaskaavioon hyvaksytaan muut-
kin lukuarvot, kunhan tehtdavanannon ehdot toteutuvat niilla.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Reunapalat (12 p.)

Tuhannen palan palapelin koko on 70 cm X 50 cm. Arvioi, kuinka suuri osuus paloista
on reunapaloja. Kirjoita nakyviin, mita oletuksia arvioinnissasi teet.

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Palapelin koko on 70 cm x 50 cm. Lasketaan palapelin pinta-ala:

Apaiapei = 70 cm - 50 cm
_ 3500 cm?
Palapelissa on 1000 palaa, joten yhden palan keskimaaradinen pinta-ala on

A alapeli
Apala: palapel
1000

~35en
, :
Oletetaan, etta palat ovat nelidn muotoisia.

Lasketaan yhden nelién muotoisen palan keskimaarainen sivun pituus a:

i — 3.5 (50
a==++/3,5

a=+1,_87082...

Sivun pituus ei voi olla negatiivinen, joten hylataan ratkaisu a = —1,87082 ... cm.
Palan keskimaarainen sivun pituus on siis a = 1,87082... cm.

Lasketaan, kuinka monta palaa palapelin 70 cm pitkalle sivulle keskimaarin mahtuu:

em g 416, (E00)

1,87082 ... cm

Lasketaan vastaavasti, kuinka monta palaa palapelin 50 cm pitkalle sivulle keskimaa-
rin mahtuu:

0em g6 796,

1,87082. .. cm
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Lasketaan, kuinka monta palaa on arviolta palapelin reunailla:

2.26,726... +2-37416... — 4= 124,285 . ..

Jotta nurkkapaloja ei lasketa kahteen kertaan, vahennetaan 70 cm pitkalla sivulla ja
50 cm pitkalla sivulla olevien palojen summasta luku 4.

Palapelin reunoilla olevia paloja on siis arviolta 124,285 . . ..

Paloja oli yhteensa 1000 kappaletta, joten reunalla olevien palojen osuus on

reunapalojen maara

reunapalojen osuus = , —— -
palojen maara yhteensa

1000
= 0,12428.. ..

=12,428... %

~ 12, (55

Vastaus: Reunapalojen osuus on arviolta 12 %.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Oletetaan, etta palapelin palat ovat nelién muotoisia.

Lasketaan palapelin sivujen pituuksien suhde:

em | (o)
)

50 cm

Palapelissa on tuhat palaa. Etsitaan kaksi lukua, joiden tulo on 1000 ja joiden suhde
on lahells lukua 1,4. Tallaiset luvut ovat esimerkiksi luvut 25 ja 40, koska

25 . 40 = 1000 (1P-0m50)]
T (XTET)
25 ’
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Palapelin 70 cm pitkalla sivulla on paloja siis 40 ja 50 cm pitkalla sivulla 25.
Lasketaan reunapalojen lukumaara:

40 -2+ 25 -2 — 4 = 126 2r0At10p))

Jotta nurkkapaloja ei lasketa kahteen kertaan, vahennetaan 70 cm pitkalla sivulla ja
50 cm pitkalla sivulla olevien palojen summasta luku 4.

Palapelin reunoilla olevia paloja on siis arviolta 126.

Paloja oli yhteensa 1000 kappaletta, joten reunalla olevien palojen osuus on

, reunapalojen maara
reunapalojen osuus =

palojen maara yhteensa

_ 1%

1000
— 0,126

=126%

1p.(yht. 12 p.
~ 13 %. (1p0h12p))

Vastaus: Reunapalojen osuus on arviolta 13 %.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Peruskoulujen lukumaara Suomessa (12 p.)

Aineisto:

12. A Taulukko: Peruskoulujen lukumaara

Peruskoulujen lukumaara Suomessa vuosina 2005-2020 on esitetty taulukossa 12.A.

1.

Piirra diagrammi, joka esittaa peruskoulujen lukumaarat vuosina 2005-2020.
2p)

Sovita aineistoon regressiosuora y = a + bx, kun vuosi on x-akselilla ja perus-
koulujen maara y-akselilla. Selita sanallisesti kertoimien a ja b merkitys. (4 p.)

Sovita aineistoon regressiosuora kdyttaen vain vuosien 2005-2008 peruskoulujen
lukumaaria. (2 p.)

Arvioi kummankin mallin perusteella vuosi, jolloin peruskoulut havidvat Suomes-
ta. (4 p.)

Ratkaisu.

1.

Kopioidaan aineisto taulukkolaskentaohjelmaan ja piirretdan pylvaskaavio. Myos
viivakaavio hyvaksytaan. Alla olevassa kuvassa on kaytetty LibreOffice Calc-ohjelmaa.
Kaavio voidaan tehda milla tahansa Abitin ohjelmalla, joka osaa piirtaa kaavion.
Alla olevassa kaaviossa on otsikko ja akselien nimet nakyvissa, mutta niita ei vaa-
dita vastauksessa.

Vastaus:
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Peruskoulujen maara
4000
3500
3000

2500
2000
1500
1000

50
0

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020

Peruskoulujen méara

o

Vuosi

2p.(yht.2p)

2. Sovitetaan aineistoon suora. Alla olevassa kuvassa on kaytetty GeoGebran toi-
mintoa Kahden muuttujan regressioanalyysi. Suoran sovitus voidaan tehda milla
tahansa Abitin ohjelmalla, joka osaa sovittaa suoran.

Y: B2:B17
5001
L]
3000
L]
2500
: : : : : : : —2 o :
2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 15028\ﬁhgg?2
X A2:A17
Regressiomalli
Lineaarinen . y=-—7382794 r 4 160178.4412
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Suoran yhtald on
y = —78,2794z + 160 178,4412

eli kysytyssa muodossa
y = 160178,4412 — 78,2794x.
Kysyttiin muotoa y = a + bz olevan yhtalon kertoimia a ja b. Vakiotermi on siis a
ja kulmakerroin b. Siis
a = 160178,4412 ~ 160 000
ja
b= —78,2794 ~ —78,3.

Parametri a ilmaisee peruskoulujen maaran ajanlaskun alussa. Koska
vuotta O ei ole, niin ajanlaskun alku tarkoittaa tassa tapauksessa vuotta 1 eaa. Pa-
rametri b ilmaisee, kuinka monella peruskoululla peruskoulujen maara muuttuu

vuosittain,

Vastaus: Regressiosuoran yhtald on
y = —178,3x + 160 000.

Parametri a ilmaisee peruskoulujen maaran ajanlaskun alussa. Parametri b ilmai-
see, kuinka monella peruskoululla peruskoulujen maara muuttuu vuosittain.

3. Sovitetaan suora vain vuosien 2005-2008 tietoihin.

Y: B2:B5
\
[ ]
3300
32001 °
31001
@
3000/ . . . . . . ° .
2005 20055 2006 20065 2007 20075 Ems\zooa.

X: A2:A5
Regressiomalli

Lineaarinen v y = —119 x 4+ 241919
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Suoran yhtald on

y = —119z + 241919

eli kysytyssa muodossa
y = 241919 — 119z.

Kysyttiin muotoa y = a + bx olevan yhtalén kertoimia a ja b. Vakiotermi on siis a
ja kulmakerroin b. Siis
a = 241919 ~ 242000
ja
b= —119.

Vastaus: Regressiosuoran yhtalé on y = —119x + 242 000.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Arvioidaan kohdan 2 mallin mukaan vuosi, jona peruskoulut havidvat Suomesta.

Yhtalon
—78,2794x + 160178,4412 =0

ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla 2046,240 . .. , joten peruskoulut

haviavat kohdan 2 mallin mukaan vuonna 2046 tai 2047. Taulukos-
sa ei ole kerrottu, mihin aikaan vuodesta koulujen maarat on laskettu, joten ei
tiedetd, kumpi ndista vuosista on mallin antama tulos.

Arvioidaan kohdan 3 mallin mukaan vuosi, jona peruskoulut havidvat Suomesta.

Yhtélén
—1192 + 241919 =0

ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla 2032,932.. .. ,joten peruskoulut

haviavat kohdan 3 mallin mukaan vuonna 2032 tai 2033. Taulukos-
sa ei ole kerrottu, mihin aikaan vuodesta koulujen maarat on laskettu, joten ei
tiedetd, kumpi ndista vuosista on mallin antama tulos.

Vastaus: Kohdan 2 mallin mukaan peruskoulut haviavat Suomesta vuonna 2046
tai 2047, kohdan 3 mallin mukaan vuonna 2032 tai 2033.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \
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Arvioidaan kohdan 2 mallin mukaan vuosi, jona peruskoulut havidvat Suomesta.

—78,2794x + 160 178,4412 = 0 | — 160 178,4412
—78,2794x = —160178 4412 || : (—78,2794)

r = 2046,240 ...

Peruskoulut havidavat kohdan 2 mallin mukaan vuonna 2046 tai 2047.
Taulukossa ei ole kerrottu, mihin aikaan vuodesta koulujen maarat on laskettu,
joten ei tiedetd, kumpi naista vuosista on mallin antama tulos.

Arvioidaan kohdan 3 mallin mukaan vuosi, jona peruskoulut havidvat Suomesta.
—1192 + 241919 =0 | — 241919
—1192 = —241919 | - (—=119)

v = 2032052, .

Peruskoulut haviavat kohdan 3 mallin mukaan vuonna 2032 tai 2033.
Taulukossa ei ole kerrottu, mihin aikaan vuodesta koulujen maarat on laskettu,
joten ei tiedetd, kumpi naista vuosista on mallin antama tulos.

Vastaus: Kohdan 2 mallin mukaan peruskoulut haviavat Suomesta vuonna 2046
tai 2047, kohdan 3 mallin mukaan vuonna 2032 tai 2033.
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13. Kuvaajat ja derivaatta (12 p.)

Funktioista f ja g tiedetaan, etta f(0) = 0ja g(0) = 5 seka
2<f(z)<3 ja 1<g'(x)<2

kaikilla x.

1. Oletetaan, etta funktioiden f ja g kuvaajat ovat suoria. Perustele graafisesti tai
laskemalla, ettd 4 < f(2) < 6ja7 < g(2) <9.(6p.)

2. Oletetaan, etta funktioiden f ja g kuvaajat eivat valttamatta ole suoria. Mitka seu-
raavista tilanteista ovat mahdollisia:

- f(2) =9(2)
* f(2) <9(2)
* f(2) > 9(2)

Voit hyddyntad perustelussasi seuraavaa tietoa:
Jos kahdella funktiolla on sama arvo kohdassa 0 ja toisen funktion derivaatta on
suurempi valilla [0, 2], niin taman funktion arvo on suurempi kohdassa 2. (6 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1: laskemalla

Funktioiden kuvaajat ovat tehtavanannon oletuksen mukaan suoria, joten niiden
arvot voidaan laskea lausekkeilla

f(z) = kix + by (1)
g(x) = ko + by, (2)

joissa esiintyvat vakiot k; ja ko ovat suorien kulmakertoimet ja vakiot b, seka b
ovat suorien vakiotermit.
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Funktion derivaatan arvo on yhta suuri kuin funktion kuvaajalle piirretyn tangent-
tisuoran kulmakerroin. Koska funktioiden f ja g kuvaajat ovat suoria, funktioi-
den derivaattojen arvot ovat yhta suuret kuin niiden kuvaajien kulmakertoimet.

1p.(yht. 1p.)

Funktioiden alkuehdoista f(0) = 0ja g(0) = 5 voidaan ratkaista niiden vakioter-
mit by seka by:

f(x) =kiz+b
f(0) =k - 04D
f(0) = b

Joten by = 0.
9(z) = ko + by
g(0) = ko - 0+ by
9(0) = by

Joten by =5 .

Suurin mahdollinen arvo, jonka funktio f voi saada kohdassa x = 2, saadaan ti-
lanteessa, jossa funktion f derivaatta on mahdollisimman suuri. Derivaatan suu-
rin arvo on tehtdvanannon mukaan 3. Lasketaan funktion f suurin arvo kohdassa
T = 2.

f(.CE) = k’liU + b1
f(@)max =32 +0
f(2)max =32

£ — 6 EETEAD

Pienin mahdollinen arvo, jonka funktio f voi saada kohdassa © = 2, saadaan
tilanteessa, jossa funktion f derivaatta on mahdollisimman pieni. Derivaatan pie-
nin arvo on tehtdvanannon mukaan 2. Lasketaan funktion f pienin mahdollinen
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arvo kohdassa x = 2.
f(l') = klx + bl
f(@)min =22 4+0
f(2)min =2-2

f @ = 1 CEEERD
Funktion f arvot kohdassa x = 2 ovat siis vélilla 4 < f(2) < 6.

Funktion ¢ tarkastelu etenee samoin kuin edella esitetty funktion f tarkastelu.
Suurin mahdollinen arvo, jonka funktio g voi saada kohdassa x = 2, saadaan ti-
lanteessa, jossa funktion g derivaatta on mahdollisimman suuri. Derivaatan suu-
rin arvo on tehtdvanannon mukaan 2. Lasketaan funktion g suurin arvo kohdassa

r = 2.

g(SC) = kgx + bg

9(T)max = 22+ 5
g(2)max =2-2+5
9(2)max = 9

Pienin mahdollinen arvo, jonka funktio g voi saada kohdassa x = 2, saadaan ti-
lanteessa, jossa funktion g derivaatta on mahdollisimman pieni. Derivaatan pie-
nin arvo on tehtavanannon mukaan 1. Lasketaan funktion g pienin mahdollinen
arvo kohdassa x = 2.

g(l’) = kzm + b2

9(T)min =1z +5
g(Q)mm =1-2+5
9(2)min =T

Funktion g arvot kohdassa = = 2 ovat siis vélilla 7 < ¢(2) < 9.

Ratkaisuvaihtoehto 2: graafisesti ‘
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Tehtavanannon mukaan f(0) = 0, eli funktion f kuvaaja kulkee pisteen (0, 0)

kautta. Piirretaan kuva, jossa nakyy funktion f kuvaajat, kun funktion
f derivaatta on suurin mahdollinen ja pienin mahdollinen:

A = Leikkauspiste(xAkseli, yAkseli) Y i &
@
= (0,0)
7
Q fx) =3x+0
Q  flx) =2x+0 : 5 2
f : Normaali((2, 0), xAkseli)
@ :
=x=2
B = Leikkauspiste(fy, f) : C
4
= (2.6)
® C = Leikkauspiste(fa, f) : L
= (2,4)
+ 2
4
L
A
5 T 1 3 4 5 3 &
Q
-1
[f2 111

Kuvan perusteella funktion f arvot kohdassa x = 2 ovatvalilla 4 < f(2) < 6.

1p.(yht.4p.)

Tehtadvanannon mukaan ¢(0) = 5 eli funktion g kuvaaja kulkee pisteen (0, 5)

kautta. Piirretaan kuva, jossa nakyy funktion g kuvaajat, kun funktion
g derivaatta on suurin mahdollinen ja pienin mahdollinen:

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 48


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

0]

gi(x) = 2x+5 N f @
@  mx =1x+5

f: Normaali((2, 0), xAkseli)
=x=2

B = Leikkauspiste(g, f)
= (2,9

C = Leikkauspiste(g, f)

=(27)

@ ~=05

FoJNy o U 3

Kuvan perusteella funktion g arvot kohdassa x = 2 ovatvalilla 7 < ¢(2) < 9.

1p.(yht.6p.)

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Nyt funktioiden f ja g eivat valttamatta ole suoria, mutta muut tehtavanannon
tiedot ovat edelleen voimassa. Koska f(0) = 0, funktion f kuvaaja kulkee edel-
leen pisteen (0, 0) kautta. Funktion f derivaatan arvo on edelleen valilla 2 <

f'(x) < 3.

Derivaatta f’(x) ilmaisee, kuinka paljon funktion f arvo muuttuu kohdassa x yh-

den yksikdn suuruista muuttujan arvon muutosta kohti. Koska funk-
tion f derivaatan arvo on korkeintaan 3, niin funktion f suurin mahdollinen arvo
kohdassa x = 2 saadaan tilanteessa, jossa f’(x) = 3 koko valilla 0 < x < 2. Tal-
16in tilanne on sama kuin ratkaistaessa arvoa f(2)max kohdassa 13.1. Suurin arvo,

jonka f voi saavuttaa kohdassa x = 2 on siis edelleen f(2)nax = 6.
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Vastaavasti funktion g kuvaaja kulkee edelleen pisteen (0, 5) kautta ja funktion g
derivaatan arvo on edelleen vélilla 1 < ¢'(z) < 2. Koska funktion g derivaatan
arvo onvahintaan 1, niin funktion g pienin mahdollinen arvo kohdassa x = 2 saa-
daan tilanteessa, jossa ¢'(z) = 1 koko valilla 0 < z < 2. Tallgin tilanne on sama
kuin ratkaistaessa arvoa g(2)mi» kohdassa 13.1, joten funktion g pienin mahdolli-

nen arvo kohdassa x = 2 on edelleen g(2)mnin = 7.

Vastaus: Tilanne f(2) < ¢g(2) on mahdollinen. (1p-%.192)) Myt tehtavanannon

tilanteista eivat ole mahdollisia. (2P-Yt12p)

] Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Verrataan kahta funktiota, tehtdvanannon funktiota f seka funktiota fi(x) = 3.
Molempien funktioiden arvo kohdassa = = 0 on nolla ja funktion f; derivaatta

on suurempi tai yhtd suuri kuin funktion f derivaatta valilla [0, 2].

« Tilanne 1: Funktion f; derivaatta on suurempi kuin funktion f derivaatta va-
lilla [0, 2]. Tallsin voidaan tehtavanannon lisatiedon perusteella todeta, ettd
funktion f; arvo kohdassa 2 on suurempi kuin funktion f. Tassa tilanteessa
funktion f arvo kohdassa 2 on siis pienempi kuin f1(2) = 3 -2 = 6.

« Tilanne 2: Funktion f; derivaatta on yhta suuri kuin funktion f derivaatta
valilla [0, 2]. Koska funktioiden derivaatat ovat yhta suuret ja niilld on sama
arvo kohdassa 0, niiden arvot kohdassa 2 ovat myds samat. Tassa tilantees-
sa funktion f arvo kohdassa 2 on siis f1(2) =3 -2 = 6.

Funktion f suurin mahdollinen arvo kohdassa x = 2 on siis sama kuin kohdassa

13.1 eli f(2)max = 6.

Verrataan samoin kahta funktiota, tehtavanannon funktiota g seka funktiota g; ()
x + 5. Molempien funktioiden arvo kohdassa x = 0 on 5 ja funktion g derivaatta
on suurempi tai yhtd suuri kuin funktion g; derivaatta valilla [0, 2].

+ Tilanne 1: Funktion g derivaatta on suurempi kuin funktion g; derivaatta va-
lilla [0, 2]. Tall6in voidaan tehtavanannon lisatiedon perusteella todeta, etta
funktion g arvo kohdassa 2 on suurempi kuin funktion g;. Tassa tilanteessa
funktion g arvo kohdassa 2 on siis suurempi kuin g1(2) = 1-2+5=T.
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+ Tilanne 2: Funktion g derivaatta on yhta suuri kuin funktion g; derivaatta va-
lilla [0, 2]. Koska funktioiden derivaatat ovat yhta suuret ja niilla on sama ar-
vo kohdassa 0, niiden arvot kohdassa 2 ovat myds samat. Tassa tilanteessa
funktion g arvo kohdassa 2 onsiis g1(2) =1-24+5=1T1.

Nain ollen funktion g arvo kohdassa x = 2 on suurempi tai yhta suuri kuin funk-
tion g; arvo samassa kohdassa. Funktion g pienin mahdollinen arvo kohdassa

x = 2 on siis sama kuin kohdassa 13.1 eli g(2)min = 7.

Vastaus: Tilanne f(2) < g(2) on mahdollinen. (1p-6m%.192)) Myt tehtavanannon
tilanteista eivat ole mahdollisia.
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