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1. Monivalintatehtavia (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

Sievennys (2 p.)

Sievenna (z + 6)? — (=22% + . — 5) =

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "322 — x4+ 41", "32%2 + 132+ 31", "32%2 + 11z + 41",
"3x2 + x + 31",

Tulomuoto (2 p.)

Yhtalo —4z2 + 822 + 122 = 0 on tulomuodossa

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "z (4x +4)(x +3) = 0", "—z(4x —4)(x —3) = 0",
"dr(—x+1)(x —3)=0","—dz(z+ 1)(x — 3) =0".

Tarkka arvo (2 p.)

Lausekkeen v/12 - \/5 — \/g + 4\/§ — \/gtarkka arvo on

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "10”, "24 — % 125 "6 + 73 S w13
"10,0414518843".

3 !
Yhtaldonratkaisu (2 p.)

Yhtalon % = % ratkaisu on

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 2
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1.5.

1.6.

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "x = 7", "x = 7 ja taman luvun kaanteisluku”,

non

"r = 7 ja tdman luvun vastaluku”, "ei mikaan naista”.

Funktion arvo (2 p.)

Funktion f(z) = 22 4+ 3z arvo kohdassa z = —2 on

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "—10", "—9", "—8", "—7", "—6", "—5", "—4", "—3",
11_211’ "_1", n()u’ ”1", 11211, 11311, 11411, 11511’ 11611’ 11711, 11811, 11911, 111()11'

Funktion arvo (2 p.)

Funktio f(z) = x? 4+ 3z derivoidaan. Silloin f'(10) on

Vastauslaatikon vaihtoehdot: 10", "11","12", "13","14", "15","16", "17","18","19",
"207, 21", 22", 23", 24", "25", "26", "27", "28", "29", "30".
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Ratkaisu.

1. Oikea vastaus: 322 + 11z + 41.

YTL:n hyvan vastauksen piirteiden (luettu 20.9.2022) mukaan myds osasta vaaria
vaihtoehtoja sai osapisteita seuraavasti:

3z2 4+ 13z + 31 (1p)

322 —x +41 (1p)

Perustelut:
(x+6) — (222 +2—5)=a* + 120+ 36+ 22> —2+5
=327 + 11o + 41

2. Oikea vastaus: —4z(x + 1)(x — 3).

YTL:n hyvan vastauksen piirteiden (luettu 20.9.2022) mukaan myo6s yhdesta vaa-
rasta vaihtoehtosta sai osapisteita seuraavasti:
dr(—z+1)(z—3)=0  (1p)

Perustelut:
4z + 822 +12x =0
(—42® + 8 + 12)x = 0 (1)

Ratkaistaan sulkulausekkeen nollakohdat:

4?4+ 8r+12=0

8t /8—4-(—4)-12

xr = 5. (_4)
—8 + /64 + 192
h ~3
~8+16
T8
= i tai r = _—24
-8 -8
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Sulkulauseke rivilla (1) voidaan nyt kirjoitaa muodossa
—42® +8x + 12 = —4(z + 1)(x — 3).

Koko yhtal6 on siis

—dx(z+1)(x—3)=0

3. Oikea vastaus: 6 + %3

Perustelut:

NIV SO SN RSNV 33f—§

_\/ﬁ\/§\/§+3\@\/§_£
VB V3 V3
_V12:3+3.3-2

- V3
V43347

V3

_V4A-V3-347

N V3

_6-v347

RYE

4. Oikea vastaus: z = 7 ja taman luvun vastaluku, (2PONt8P)

YTL:n hyvan vastauksen piirteiden (luettu 20.9.2022) mukaan myds osasta vadria
vaihtoehtoja sai osapisteita seuraavasti:
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r=7 (1p)
x = T jataman luvun kaanteisluku. (1 p)
Perustelut:
i_; |z #0
22— 72
r==x7
T = tai taman luvun vastaluku — 7

5. Oikea vastaus: —2

mafy.fi

YTL:n hyvan vastauksen piirteiden (luettu 20.9.2022) mukaan myds osasta vaaria

vaihtoehtoja sai osapisteita seuraavasti:

—-10  (1p)
Perustelut:
f(z) =2%+ 32
f(=2) = (<2 +3-(-2)
=4-6
= -2

6. Oikea vastaus: 23

Perustelut:
flx) = a* + 32
f'(x) =22 +3
f(10)=2-10+3
=23

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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N

. Analyyttistd geometria (12 p.)

Maarita janan AB keskipiste, kun A = (5,5) ja B = (=2, 2). (4 p.)

—_

2. Ratkaise yhtalo |3z + 4| = 5. (4 p.)
3. Maarita ympyran x? + 3% + 22 — 8 = 0 keskipiste ja sade. (4 p.)
Ratkaisu.

1. Pisteet ovat

A=(5,5)

(23

Janan A B keskipisteen koordinaatit ovat janan paatepisteiden A ja B koordinaat-
tien keskiarvot.

23D 522 G

(
2 2

Vastaus: Janan AB keskipiste on (3, 13).
2. Itseisarvoyhtalo
3z +4] =5

on tosi, kun

3¢ +4 = tai 3¢ + 4 = —5 (20he)

3r=1 |:3 tai 3r=-9 |:3
T = % tai T = —3.

Vastaus: 7 = . taiz = —3.

3
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3. Muokataan ympyran yhtald keskipistemuotoon.

2?4+ + 20 —-8=0
22+ 2z +9y* =8

2%+ 20 + 1+ y? = 9 (oo
(z +1)? + y* = 3° 2200110

(@ = (1) +(y—0)* = 3

Vastaus: Ympyran keskipiste on (—1, 0) ja séde on 3.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 8
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3. Integraalilaskuja (12 p.)

1. Maarita /(—2952 + 62 — 4) dx. (4 p.)

2. Méaritd kdyrieny = (x—1)(3—x) jay = (x — 1) valiin jaavan rajoitetun alueen
pinta-ala. (8 p.)

Ratkaisu.

2
/(—2x2+6x—4)dx——§x3+gx2—4x+0

2
= —gxg +32% —4da + C,
missa C' on vakio. (4PUNt4P)

2. Selvitetdan kdyrieny = (z — 1)(3 — x) jay = (x — 1)? leikkauskohdat.

(x—1)(3—x)
(x—1)B—z)—(r—1)*>=0
(x—1)(B—z)—(xr—1))=0

|
—~
8
|
—_
~—
no

(r—1)4 —2x) =
Tulon nollasaannon nojalla
r—1=0 tai 4—-2x=0
r=1 tai 4=2z |:2

r = 2.

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 9
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(x—1)(3—x)=(z—1)>
3-x—a?—34zx=2>—-20+1
—r? 4 dr -3 =222 +1
20° — 6 +4 =0 | -2
2 =3 +2=0

Toisen asteen yhtaldn ratkaisukaavalla:

L (=3) (=32 —4-12

3449 -8

a 2
3+1

2

:é tai x:g
2 2

=2 tai r=1

Pisteytyksesta: Leikkauskohtien ratkaisun yksittaisilla valivaiheilla ei ole merkitys-
ta pisteytyksen kannalta kunhan leikkauskohdat on ratkaistu oikein.

Leikkauskohdat ovat siisz = 1jax = 2. Selvitetaan kumpi kuvaaja on

- . . 3
ylempana laskemalla y-koordinaatit kohdassa = = 3.

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 10
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Kayray = (z — 1)(3 — z) onsiisvalilla 1 < x < 2 ylempéna kuin kdyra y =

(x —1)2 Kayrien rajoittama pinta-ala on siis

A:/((x—l)(3—:c)—(a:—1)2)dx

2
— /(3.1,' —2* =34z — (2" —22+1))ds
1
2

Z/(—2x2—|—6x—4)dx

1

Kohdan 1 nojalla:

|
/T\ 7\
—
)
| -~
oo
~__ 5
I N
/T\ .
Wl DN
+
|
W
~__
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4. Vahan ykkésta pienemmat luvut (12 p.)

1. Kumpi murtoluvuista

- 333333331 B 222222221

T 333333334 10 7T 222922923
on suurempi? (3 p.)
2. Kumpi murtoluvuista
2022 kpl 2022 kpl
— —
333---31 . 222.-.21
C=——— ja D=———
333---34 222---23
S —
2022 kpl 2022 kpl

on suurempi? Tassa aaltosulkumerkinta tarkoittaa sita, etta esimerkiksi luvun C'
nimittajassa on 2022 kappaletta numeroa 3 ja sen jalkeen yksi numero 4. (9 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Lasketaan lukujen erotus laskimella. Huomaa! Voit myos laskea erotuksen A — 13,
jolloin tulokseksi tulee negatiivinen luku, ja johtopaatds on sama.

poa- 22222222l 833333331 g 00 g g
222222223 333333334

Nain ollen

B> A [55)

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 12
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Merkitdan x = 222222223 ja y = 333 333 334. Tall6in siis

-3 -2
A=4""° ja B="12 )
Y x

mafy.fi

Tarkastellaan lukujen erotusta. Huomaa! Voit myos tarkastella erotusta A — B,

jolloin tulokseksi tulee negatiivinen luku, ja johtopaatés on sama.

-2 -3
B-A=2"2_9"°
z Yy
_ (—2y  =z(y—3)
Yy Yy
_:By—2y_:1cy—333
@y Y

xy — 2y —xy+ 3T
Yy
C3x—2y
ry
3222222223 —2- 333333334
Y
~ 666666 669 — 666 666 668
Yy

_ L mwm

Yy

Nain ollen

B> A [

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Lasketaan lukujen suhde laskimella. Huomaa! Voit myos laskea suhteen %,jolloin
tulokseksi tulee ykkosta suurempi luku, ja johtopaatés on sama.

333333 331

333333334
222222221

22292229223
333333331 - 222222 223
333333334 - 222222221
74074073814 814813
T 74074073814 814814

= 0,999999 999999 999 9865 < 1.

A
B

Nain ollen

B > 4, ()

| Ratkaisuvaihtoehto 4 |

Tama ratkaisuvaihtoehto on kohdan 1 kannalta tydlas, mutta etuna on, etta kohta
2 ratkeaa varsin katevasti samalla kertaa. Kiitokset ratkaisun lahettéaneelle Lahden
lukio Gaudian lehtori Jukka Kalliolehdolle.

Tarkastellaan rationaalifunktiota

f<x)_3x—2 2¢—1

T3z +1 2w +1

Funktion f lausekkeessa molemmat nimittajat ovat positiivisia ainakin kun z > 0,
joten funktio f on maaritelty ainakin kun x > 0.

Huomataan, etta
3-111111111 = 333 333 333
ja

2-111 111 111 = 222 222 222,

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 14
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Siiskunx = 111 111 111, niin
3r—2=2333333333 — 2 = 333333 331,
3r+1=333333333+ 1 = 333333 334,
20 — 2 = 222222222 — 1 = 222222221,
20 + 1 =222222222 4+ 1 = 222222 223.

Kunz = 111111111, niin

3z—2 2z-—1
111111 111) = —
i ) 3r+1 2x+1

333333331 222222221
FOILHLTLH) = 333333334 222222223

FA11111111) = A — B (puhtin)

mafy.fi

(1

Sievennetaan funktion lauseke. Lavennetaan ensimmainen osamaara lausekkeel-

la 2z + 1 ja toinen osamaara lausekkeella 3x + 1.

C3x—2 2z-—1

S 3z+1 241

2x+1)Bz—-2) (2z-1)3x+1)

r+1)Bz+1) (2z+1)3Bx+1)
62 —dr+3r -2 62304211
2+ 1Bz +1) (22 +1)(3z + 1)
622 — 1 — 2 62—z —1
2xr+1)B3x+1) (2x+1)(3x+1)
6 —x—2— (62" —x—1)
B (2x 4+ 1)(3x + 1)
_6r*—x—2—-62"+ax+1
B (2x 4+ 1)(3x + 1)

N S

(2x 4+ 1)(3x + 1)

/()

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Kun z > 0, niin funktion f sievennetyssa lausekkeessa osoittaja on negatiivinen
ja nimittja positiivinen, joten f(x) < 0, kun z > 0. Taméan vuoksi

f(111111111) < 0. (2)

Yhtaloista (1) ja (2) seuraa, ettd
A—-—B<0
A < B (ohezp)

Ratkaisuvaihtoehto 1

Huomaa! Tama ratkaisuvaihtoehto kay ainoastaan siina tapauksessa, ettd kohdan
1 ratkaisu on ratkaisuvaihtoehton 2 mukainen, silla tassa ratkaisussa hyédynne-
taan kohdan 1 ratkaisuvaihtoehto 2:ssa johdettua tulosta.

Merkitdan z = 222...23 jay = 333... 34 siten, ettd luvussa x on 2022 kappa-
letta numeroita 2 ja ykkdsten kohdalla numero 3, ja luvussa y on 2022 kappaletta

numeroita 3 ja ykkdsten kohdalla numero 4. Nyt vastaavasti kuin koh-
dassa 1, luvut ovat

c=t=2 i D=2 (woe)

Y T

Kohdan 1 laskelman nojalla

D - ¢ = 3= )

ry
_3~222...23—2~333...34
— o
:666...69—666...68
Ty

_ L (o)
Ty

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 16
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Nain ollen

D > ¢, )

mafy.fi

Huomaa! Yhta hyvin olisi voitu tarkastella erotusta C' — D, jolloin tulokseksi tulee

negatiivinen luku, ja johtopaatds on sama.

| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Huomaa! Tama on vastaavanlainen ratkaisu kuin kohdan 1 ratkaisuvaihtoehdon
2 ja kohdan 2 ratkaisuvaihtoehdon 1 muodostama kokonaisuus. Tama kay ratkai-
suksi kohtaan 2, jos kohdan 1 teki esimerkiksi laskimella eikéd kohdan 1 ratkaisu-

vaihtoehdon mukaisesti.

Merkitdan z = 222...23 jay = 333... 34 siten, ettd luvussa x on 2022 kappa-
letta numeroita 2 ja ykkdsten kohdalla numero 3, ja luvussa y on 2022 kappaletta

numeroita 3 ja ykkdsten kohdalla numero 4. Luvut ovat siis
c=¥=3 ja p_*=2

Y x
Tarkastellaan lukujen erotusta.
— 2 -3
p-c=2"%2_94"°
x Y
_(e=2)y a2y —3)
xy a’
L ry—2y xy—3z
oy y
_ :vy—2y—:vy+3x
Yy

_ 32 (i)
Y

- 3-222...23-2-333...334
= xy

_ 666...69—666...68

ry

_ L g ()
Ty

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Nain ollen

D > . ()

Huomaa! Yhta hyvin olisi voinut tarkastella erotusta C'— D, jolloin tulokseksi tulee
negatiivinen luku, ja johtopaatds on sama.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Merkitdaan o = 222...23 jay = 333... 34 siten, etta luvussa x on 2022 kappa-
letta numeroita 2 ja ykkodsten kohdalla numero 3, ja luvussa y on 2022 kappaletta

numeroita 3 ja ykkdsten kohdalla numero 4. Luvut ovat siis

c=¥"3_1 3 o p=t"%_, 2 (@wwm
x

Y Y Z

Tutkitaan epayhtal®a
3 2
l——-<1—--. (3)
Yy X

Muokataan sita siten, etta kukin muoto on yhtapitava edellisen kanssa.

3 2
1-2<1-2

Yy x

3 2

Y x

3 2

_>_

y x

30 > 2, ()
3r—2y >0

Huomataan, etta
20 =2-333...34 =666...68
3xr=3-222...23 =666...69,

elidr —2y =1 > O. Taten epayhtdld (3) on tosi, joten D > (.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 4\

Huomaa! Tassa ratkaisussa hyddynnetaan kohdan 1 ratkaisuvaihtoehto 4:ssa joh-
dettua tulosta. Tama ratkaisuvaihtoehto kay, jos kohdan 1 ratkaisu on ratkaisu-
vaihtoehton 4 mukainen tai jos sama tulos johdetaan kohdan 2 ratkaisussa.

Tarkastellaan jalleen kohdan 1 rationaalifunktiota:

20 = 1 (ipgh

20 +1

_3x—2

f(x)_3x+1_

Kuten kohdassa 1 todettiin, funktio f on maaritelty ainakin kun x > 0.

Alla pistemerkinta . . . tarkoittaa 2016 kappaletta ykkdsia, kolmosia tai kolmosia
sen mukaan, mika numero pistemerkinnan molemmilla puolilla on. Huomataan,
etta

3-111...111 =333...333
ja
2-111...111 =222...222,

Siiskunz = 111...111, niin

3r—2=2333...333 —2=333...331,
3r+1=333...333+1=333...334,
20 —2=222...222 —1=222...221,
20 +1=222...2224+ 1 =222...223.
Siiskunz = 111...111, niin
-2 2x-1
FOIL. 1) =222
3r+1 2x+1
L0331 2220221
f(a11...111) = 333...33 —
333...334  222...223
F(111...111) = ¢ — D (onen) (@)
Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 19
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Kuten kohdassa 1 todettiin, f(x) < 0, kunz > 0 (206M89) Taman vuoksi

F(111...111) < o (oneion) (5)

Yhtaloista (4) ja (5) seuraa, etta

¢ - D < o [ETD)
¢ < p.EF)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Avaruuden vektoreita (12 p.)
Tarkastellaan vektoreita

a=1+2j+3k ja b=3i+2j+k
1. Laske @ — b. (3 p.)

2. Laskea - b.(3p.)

3. Sijaitseeko piste (4, 6, 8) vektorin a suuntaisella origon kautta kulkevalla suoralla?
(6p.)

Ratkaisu.

a—b=1i+2j+3k— (3i +2j+k)
=i +2j+3k—3i—2j —k
—i—3i+2]—2j+3k—k

= —9i + 2k (p0he30)

Vastaus:a — b = —2i + 2k

a-b=(i+2j+3k)-(3i +2j +k)
=1-3+2-243-1

_ 10 Gooen)

Vastaus:a - b = 10

3. Olkoon vektori ¢ pisteen P = (4, 6, 8) paikkavektori, eli ¢ = 47465 +8k. Jos piste
P sijaitsee vektorin a suuntaisella origon kautta kulkevalla suoralla, on oltava:

@]
[

Vo)

ol
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missa s € R. Eli:

Ql

c=S§-
41465 + 8k = s - (1 + 25 + 3k)
474 67 + 8k = si + 2sj + 3sk

Vektorien yksikasitteisyyden mukaan tulisi siis olla:

4=3s
6 =2s
8 =3s

mika on ristiriita. Yhtaléryhmalla ei siis ole ratkaisua. Ei siis ole olemassa reaalilu-
kua s, siten ettd ¢ = s - a. Tama tarkoittaa, etta piste P ei ole vektorin a suuntai-

sella origon kautta kulkevalla suoralla.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Havainnot hypotenuusan pituudesta (12 p.)

Okku on tutkinut GeoGebraa kayttamalla suorakulmaisten kolmioiden sivujen pi-
tuuksia ja havainnut, etta

1. hypotenuusa on aina pidempi kuin kateetit (6 p.)

2. hypotenuusan pituus on aina pienempi kuin kateettien pituuksien summa. (6 p.)

Perustele molemmat havainnot algebrallisesti Pythagoraan lauseen avulla.
Ratkaisu.

Olkoon suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet a ja b, ja hypotenuusan pituus
c.

1. Pythagoraan lauseen nojalla
Eoa s

joten koska kolmion sivujen pituudet ovat positiivisia lukuja; P91 2P)

> o, (F0)

Vastaavasti

Cma? B

joten koska kolmion sivujen pituudet ovat positiivisia lukuja:
¢>b.

Hypotenuusa on siis aina pidempi kuin kateetit.

2. Pythagoraan lauseen nojalla
a’ +b* = | + 2ab
a* 4 2ab + b* = ¢ + 2ab.
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Koska a ja b ovat sivujen pituuksia, niin ne ovat positiivisia. Talloin termi 2ab on

positiivinen ,joten
¢ + 2ab > ¢ | ¢+ 2ab = a* + 2ab + b*
a® + 2ab + b* > c2
(a+b)? > 2,

joten koska kolmion sivujen pituudet ovat positiivisia lukuja , niin

a+b>c.

Hypotenuusan pituus on siis aina pienempi kuin kateettien pituuksien summa.
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7. Pienet ja suuret kuutiot (12 p.)

Keskenaan samankokoisista 99 pienesta punaisesta kuutiosta kootaan kolme suurta
kuutiota, joissa on 8, 27 ja 64 osaa. Naiden kolmen suuren kuution sivut maalataan
sinisiksi. Maalaamisen jalkeen suuret kuutiot puretaan takaisin 99 kuutioksi.

1. Valitaan umpimahkaan yksi pieni kuutio. Milld todennakdisyydella valitun kuution
kaikki sivut ovat punaisia? (6 p.)

2. Valitaan umpimahkaan kolme pienta kuutiota. Milla todennakdisyydella ainakin
yhden valitun kuution kaikki sivut ovat punaisia? (6 p.)

Ratkaisu.

1. Isoissa kuutioissa on uloin kerros pienia kuutioita, joihin tulee sinista maalia, se-
ka uloimman kerroksen sisaan jaavat pienet sisakuutiot, jotka pysyvat kokonaan
punaisina. Iso kuution, joka koostuu 8 = 2 - 2 - 2 kuutiosta, sivun pituus on 2 pie-
nen kuution sivua. Nain ollen silla ei ole sisakuutioita. Ison kuution, joka
koostuu 27 = 3 - 3 - 3 kuutiosta, sivun pituus on 3 pienen kuution sivua. Nain
ollen silla on yksi sisakuutio. Ison kuution, joka koostuu 64 = 4 -4 -4
kuutiosta, sivun pituus on 4 pienen kuution sivua. Nain ollensillaon2 -2 -2 =8
sisakuutiota. Téysin punaisiksi jaa siis yhteensa 0 + 1 + 8 = 9 kuutiota.

Kuutio valitaan satunnaisesti. Nain ollen suotuisia alkeistapauksia on 9 kappaletta

ja kaikkia alkeistapauksia on 99 kappaletta, joten kysytty todenndkdisyys
on

1
P:%:ﬁ:omog...zg,l%

Vastaus: Todennakdisyys, ettda umpimahkaan valitun kuution kaikki sivut ovat pu-
naiset, on 9,1%.

YTL:n hyvan vastauksen piirteissa (luettu 20.9.2022) oli annettu vastaukseksi vain
ﬁ, joten taydet pisteet saa luultavasti, jos on antanut tarkan arvon riippumatta
siita, onko antanut pyoristettya arvoa tai onko pyoristetyn arvon antanut prosent-
teina vai desimaalilukuna.
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2. Tapahtuman A = "ainakin yhden kuution sivut ovat kaikki punaisia” vastatapah-
tuma on B = "kunkin kuution ainakin yksi sivu on sininen”. Nain ollen

P(A)=1- P(B).

Kuutioita, joissa ainakin yksi sivu on sininen, on kohdan 1 nojalla 99 —9 = 90 kap-
paletta. Nain ollen todennakadisyys, ettd ensimmaisessa valitussa kuu-
tiossa ainakin yksi sivu on sininen, on

90

=59

Jos ensimmaisessa valitussa kuutiossa ainakin yksi sivu on sininen, kuutioita on
kaikkiaan jaljella 99 — 1 = 98 ja kuutioita, joissa ainakin yksi sivu on sininen, on
jaljella 90 — 1 = 89 kappaletta. Nain ollen todenndkdisyys, etta toisessa valitussa
kuutiossa ainakin yksi sivu on sininen, on

N

Jos toisessakin valitussa kuutiossa ainakin yksi sivu on sininen, kuutioita on kaik-
kiaan jaljella 98 — 1 = 97 ja kuutioita, joissa ainakin yksi sivu on sininen, on jaljella
89 —1 = 88. Nain ollen todennakaisyys, etta kolmannessakin valitussa kuutiossa
ainakin yksi sivu on sininen, on

P S )

P

Tapahtuman B todennakdisyys on siis
P(B):Pl'PQ'P3,
ja tapahtuman A todennakoisyys on siis

P(A)=1- P(B)

—1-P,-P,- P

_ 1 _ 90 89 88 (Gpgncim)
99 98 97

1193

T 4753

— 0,250999 . ..

~ 25,1%.
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YTL:n hyvan vastauksen piirteissa (luettu 20.9.2022) pydristetty vastaus oli annet-
tu desimaalilukuna kahden desimaalin tarkkuudella, eli muodossa 0,25, joten se
hyvaksytaan melko varmasti myds.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Kokonaislukuratkaisuja (12 p.)

Ma&arita yhtalon 28 + 2233 + y® = 4225 kaikki kokonaislukuratkaisut, kun z > 0 ja
y > 0.

Ratkaisu.

Yhtalén vasen puoli muistuttaa binomikaavaa (a + b)? = a® + 2ab + b* kun a = 2
ja b = y°. Ratkaistaan tehtdvanannon yhtélésta vy muuttujan  avulla:

0+ 20%y® + 4 = 4225
<',I,?i5)2 i 21?:5!/3 + <y3)2 — 4995
(2® + ) = 4225

z® +y® = +65

Negatiivinen ratkaisu voidaan hylata, silla tehtdvanannon mukaanx > Ojay > 0.

y? =65 — 2

y = V65— 23
Tehtdvdnannon mukaan x > 0 jay > 0, joten myds 23 > 0jay® > 0. N&in ollen

muuttujien x ja y arvot ovat korkeintaan v/65 =~ 4,0207 . . .. Mahdollisille

kokonaislukuratkaisuille patee siis 1 <z < 4jal <y < 4. Ratkaistaan
muuttujan y arvot kullakin x:n arvolla:

x
1| =v65-13 | =4

2 = /65 — 23 = /57 ~ 3,848 ... eikokonaislukuratkaisua
3

4

= /65— 33 = /38 ~ 3,361... eikokonaislukuratkaisua
— Ve -8 | =1

Yhtalo toteutuu siis kokonaislukupareillax = 1,y =4sekdz =4,y = 1.
Pisteytyksesta: 1 p / tarkistettu x:n arvo sekd mahdollinen ratkaisu.

Vastaus: Tehtdvan kokonaislukuratkaisutovatx = 1,y = 4sekdz =4,y = 1.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Neljédnnen asteen polynomiperhe (12 p.)

Tarkastellaan polynomia f(z) = 2% + ax® + bx + ¢, kuna > Ojaa € R.

1.

Osoita, etta derivaatta f’ on aidosti kasvava funktio. (4 p.)

2. Osoita, ettd yhtalolla f(x) = 0 on korkeintaan kaksi erisuurta reaalijuurta. (8 p.)

Ratkaisu.

1.

Derivoidaan tehtavanannon funktio:
f'(x) = 4a° + 2az + b (RO

Merkitaan derivaattafunktion f’ derivaattaa f”:lla:

F(x) = 1222 + 2a

Derivaattafunktion derivaatan ensimmaéinen termi 1222 on aina ei-negatiivinen,
silla 22 > 0 Vo € R. Jalkimmainen termi on positiivinen, silla tehtavanannon

mukaan a > 0. Derivaattafunktion f’ derivaatta f” on siis positiivinen

kaikilla muuttujan x arvoilla, joten derivaattafunktio f’ on aidosti kasvava koko

maarittelyjoukossaan. ([P ONt 4P)

] Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Kohdassa 9.1. osoitettiin, etta funktio f’ on aidosti kasvava, joten silla on korkein-

taan yksi nollakohta. Derivaattafunktio f” on kolmannen asteen poly-
nomi, joten silla on vahintaan yksi nollakohta. Derivaattafunktiolla f” on siis tas-

malleen yksi nollakohta. Merkitaan tata nollakohtaa x:lla.

Koska f’ on aidosti kasvava, reaaliluvuilla x < x se saa pelkastaan negatiivisia
arvoja. Funktio f on siis aidosti vaheneva alueessa z < z, P joten silla on

korkeintaan yksi nollakohta eli juuri tassa alueessa.
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Vastaavasti alueessa x > x aidosti kasvava f’ saa pelkastaan ei-negatiivisia ar-
voja ja sen arvo on nolla vain yhdessa pisteessa x. Funktio f on siis aidosti kasva-

va alueessa x > xy PY" 1P inten silld on korkeintaan yksi nollakohta eli juuri

tassa alueessa.

Funktiolla f on siis korkeintaan kaksi reaalijuurta.

Jos derivaatan nollakohta xy on myos funktion f nollakohta, talléin funktiolla f
on tasmalleen yksi reaalinen nollakohta. Muussa tapauksessa silla on tasmalleen
kaksi nollakohtaa.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kohdassa 9.1. osoitettiin, ettd funktio f” on aidosti kasvava. Silla on siis korkein-

taan yksi nollakohta. Tarkastellaan erikseen tilanteet, missa f”:lld on nol-
la tai yksi nollakohtaa.

a) Jos f":lla ei ole nollakohtia, se saa joko pelkastaan positiivisia tai pelkastaan
negatiivisia arvoja kaikilla = € R. Nainollen funktio f on joko aidosti kasvava
tai aidosti vaheneva kaikilla x € R ja silla voi olla korkeintaan yksi reaalinen

nollakohta.

b) Tilanne, missa f’:1a on yksi nollakohta: Merkitdan tata nollakohtaa xq:lla. Kos-
ka f’ on aidosti kasvava, reaaliluvuilla z < x se saa pelkastaan negatiivisia

arvoja. Funktio f on siis aidosti vaheneva alueessa = < x joten sil-
|a on korkeintaan yksi nollakohta eli juuri tassa alueessa.

Vastaavasti alueessa x > x aidosti kasvava f’ saa pelkastaan ei-negatiivisia
arvoja ja sen arvo on nolla vain yhdessa pisteessa xy. Funktio f on siis aidosti

kasvava alueessa x > o PY" 1P inten silla on korkeintaan yksi nollakohta

eli juuri tassa alueessa.

Funktiolla f on siis korkeintaan kaksi reaalijuurta.

Jos derivaatan nollakohta xy on my6s funktion f nollakohta, talloin funktiolla
f on tasmalleen yksi reaalinen nollakohta. Muussa tapauksessa silla on téas-
malleen kaksi nollakohtaa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 30


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

10. Lukupeli (12 p.)

Aaro ja Siiri pelaavat itse keksimaansa lukupelia. He kirjoittavat vuorotellen paperille
jonkinluvun1,2, ..., 10. Sellaista lukua ei saa kirjoittaa, joka on paperille jo kirjoitetun
luvun tekija. Pelin haviaa se, joka ei voi kirjoittaa uutta lukua paperille.

1.

Aaro aloittaa pelin kirjoittamalla paperille luvun 8. Mitka ovat ne luvut, jotka Siiri
voi tdman jalkeen seuraavalla vuorollaan kirjoittaa? (3 p.)

. Anna esimerkki siitd, miten Aaron luvulla 8 aloittama peli voisi edeta loppuun.

Tassa riittaa, kun annat kirjoitettavat luvut jarjestyksessa ilman perusteluja. (3 p.)
Kun Siiri saa aloittaa pelin, hanelld on seuraava strategia:

+ Aloita kirjoittamalla paperille luku 6.

* Muodosta parit (4, 5), (7,9) ja (8, 10). Kun vastapelaaja kirjoittaa oman lu-
kunsa, niin kirjoita tdman luvun pari. Jatka nain pelin loppuun asti.

Pelikierros voi siis edeta esimerkiksi nain: Siiri kirjoittaa luvun 6. Aaro kirjoittaa pa-
perille luvun 7, jolloin Siiri kirjoittaa luvun 9. Aaro kirjoittaa paperille luvun 10, jolloin
Siiri kirjoittaa paperille luvun 8 ja voittaa pelin.

Siiri pelaa strategiansa mukaisesti ja aloittaa pelin kirjoittamalla paperille luvun
6. Aaro kirjoittaa paperille luvun a, sitten Siiri kirjoittaa paperille luvun b, jonka
jalkeen Aaro kirjoittaa luvun c. Nyt Siiri kirjoittaa paperille luvun 9, mutta ei vield
voita pelid. Mitka ovat eri vaihtoehdot luvuiksi a, b ja ¢? (6 p.)

Ratkaisu.

1.

Jaljelld ovat luvut 1,2, 3,4,5,6,7,9,10. Naista luvun 8 tekijoita ovat 1, 2,4, jo-
ten Siiri voi seuraavalla vuorolla kirjoittaa minka tahansa luvuista 3, 5,6, 7,9, 10.

2.8,9.10,6,7.

Mika tahansa oikein tehty esimerkki kelpaa vastaukseksi.
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3. Siirin ja Aaron pelaamat luvut ovat siis 6, a, b, ¢, 9,.. ., joista a ja ¢ ovat Aaron
pelaamia lukuja.

Siirin strategian mukaan han pelaa luvun 9 tasmalleen silloin, kun Aaro pelaa lu-

vun 7. Nain ollen taytyy olla c = 7. Siirin ja Aaron pelaamat luvut ovat
siis6,a,b,7,9, .. ..Kaikista luvuista 1, 2 ja 3 ovat luvun 6 tekijoita, joten a ja b ovat

jotkin luvuista 4, 5, 8, 10,

Siirin strategian mukaan jos Aaro pelaa toisen luvuista 4 ja 5, Siiri pelaa toisen.
Vastaavasti jos Aaro pelaa toisen luvuista 8 ja 10, Siiri pelaa toisen. Luvut a ja b

ovat siis 4 ja 5 tai 8 ja 10.

Luvut 4 ja 5 ovat lukujen 8 ja 10 tekijoita, joten jos luvut a ja b olisivat 8 ja 10, peli

loppuisi lukuun 9. Tehtévénannon mukaan peli ei vield paaty lukuun 9,
joten luvut a ja b eivat voi olla 8 ja 10. Nain ollen niiden taytyy olla luvut 4 ja 5.

1p (yht. 11p)

Siirin ja Aaron pelaamat luvut ovat siis joko 6,4,5,7,9,...tai 6,5,4,7,9,....

Vastaus:a:4,b:5jac:7,taia:5,b:4jac:7.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Numeerinen integrointi (12 p.)

Positiivisen funktion f kuvaajan ja x-akselin valiin jadvan alueen pinta-alaa voidaan
arvioida puolisuunnikassaannon avulla laskemalla yhteen puolisuunnikkaiden pinta-
aloja. Jakovalia [z}, xx11] vastaa puolisuunnikas, jonka karkipisteet ovat (xy, 0),
(k, f(zk)), (X1, f(2r41)) ja (Tg41, 0). Huomaa, ettd jakovalien ei tarvitse olla yh-
ta pitkia.

Tarkastellaan funktion f(z) = sin(3z?) 4 2 kuvaajan ja z-akselin valiin javaa pinta-
alaa A vililla 1 < x < 3. Arvioidaan pinta-alaa puolisuunnikassaannon avulla kayt-
taen jakopisteita 1, % 2ja 3.

1. Piirrd funktion f kuvaaja ja edelld annetun jaon tuottamat puolisuunnikkaat. (3 p.)

2. Pinta-alan kuusidesimaalinen likiarvo on A ~ 3,862 059. Arvioidaan pinta-alaa
puolisuunnikassaannon avulla kayttaen edelld annettua jakoa. Laske puolisuun-
nikkaiden pinta-alat, koko puolisuunnikasmenetelman antama pinta-ala A’ seka
absoluuttinen virhe |A" — Al. (7 p.)

3. Milla tavalla edellisessa osatehtavassa kaytetyn menetelman tarkkuutta voidaan
parantaa? (2 p.)
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Ratkaisu.

22 f(z) = sin(3z%) + 2

28
26

24

08
0.6
04

0.2

-0.2 0 0.2 04 0.6 08 1.2 14 16 18 22 24 26 2.8 3.2

3p (yht. 3p)

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \
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Puolisuunnikkaiden pinta-alat ovat

3
3 4 f(1
A= 1G)+/), (; - 1) — 1,1477910205 . . . ~ 1,147791

2

2)+ f(2
Ay = UORRION (2 - g) — 0,0783677889. .. ~ 0,978368

2

3) + £(2
Ay = w L (3—2) = 2,2099015052 . .. ~ 2,209902.

Puolisuunnikasmenetelman antama pinta-ala on siis

A'= A; + Ay + As = 4,3360603146 ... ~ 4,336060.

Todellisen pinta-alan likiarvo on A = 3,862059. Absoluuttinen virhe on siis

| A’ — A = 047400131 . .. ~ 0,474001.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Huomaa! Tehtdvanannossa sanottiin “Laske”, joten voi olla, etta Geogebran moni-
kulmion piirtotoiminnon antamien pinta-alojen kayttamisesta suoraan ei saa tay-
sia pisteita. Lisasimme myds taman ratkaisuvaihtoehdon, koska arvaamme, etta
moni opiskelija on ratkaissut tehtavan nain.

Kohdassa 1 kaytetty Geogebran monikulmionpiirtotoiminto antaa puolisuunnik-
kaiden pinta-aloiksi

Ay = 1,1477910205 . .. ~ 1,147791
Ay = 0,9783677889 ... ~ 0,978368
Az = 2,2099015052. .. & 2,209902.

Puolisuunnikasmenetelman antama pinta-ala on siis

A'= A; + Ay + As = 4,3360603146 ... ~ 4,336060.

Todellisen pinta-alan likiarvo on A = 3,862059. Absoluuttinen virhe on siis

A" — A = 0,47400131 ... ~ 0,474001.
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3. Menetelman tarkkuutta voisi parantaa valitsemalla jakovalit siten, etta jakovalien
rajat ovat kuvaajan huippujen ja pohjien kohdalla. Talldin jakovaleja

olisi tiheammin kohdissa, joissa funktion kuvaaja heilahtelee eniten.

Menetelman tarkkuutta voi parantaa yleisestikin lisaamalla jakovaleja.

Alla oleva kuva on lisaselitysta, eika sita vaadita ratkaisussa.

i f(z) = sin(327) + 2

A L N P R
2.8
26
24
22 J

~

1.8
1.6
1.4
1.2

1 Y }VI 2 fQ
08
0.6
04
0.2

A B C D E G
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 1 18 2 22 24 2 28 3.2

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Trigonometrinen summa (12 p.)

1. Olkoon 0 < a < 7. Osoita, ettd

- n(§ o) <215
Sin a Sin| — —a sm| — |.
2 - 4
(4p)
2. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, etta

;Sin<%k> = %Z(Sln(%k‘) + Sin(%(n — k)))

(4p.)

3. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, etta

k=0
(4p.)
Ratkaisu.
1.
Ratkaisuvaihtoehto 1
Olkoon

f(z) = sin(x) + sin(% - x),

missd 0 < x < 7. Derivoidaan f.

f'(z) = cos(x) — cos(g — x)

mafy.fi

Huomaal! Jos derivoit funktion laskinohjelman avulla, saatat saada lausekkeeksi

cos(z) — sin(z).
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Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

fl(x) =0
COS(:E)—COS(%—ZL‘):O
cos(x) = cos(z — x)
2
T T
:L':E—a:+27m, nez tai :1:':—<§—a:>—1—27m7 n ez
T T
rT=—+4+1n tai r=——=4+x4+2m
4 2
7
0=—=+2
2+ ™

(ei ratkaisua)

Koska 0 < x < 7, ainoa ratkaisu saadaan, kunn = 0, eliz = 7.

Sinifunktio on derivoituva, joten f on myos derivoituva. Derivoituvan funktion
suurin arvo l8ytyy suljetulla valilla valin paatepisteista tai derivaatan nollakohdis-

£(0) = sin(0) + sin(% - o) —1

). Nain ollen siis
fla) < 251n<i>
4
T T
. (T <o (_)
sm(a)+sm<2 a) < 2sin{

Funktion f suurin arvo on siis QSin(ﬁ
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kun0 <a <

STE
U

Ratkaisuvaihtoehto 2

Tiedetaan, etta sinifunktion arvo on aina korkeintaan 1. Nain ollen

< 1 (o)

2 || sin(2a) = 2sin(a) cos(a)

sin(2a

1 +sin(2a) <

1 + 2sin(a) cos( |1 = sin®(a) + cos*(a)

sin®(a) + cos®(a) + 2sin(a) cos(a
(

2

sin?(a) + 2sin(a) cos(a) + cos <2 || Binomin neli¢

(sin(a) + cos(a))? < 2

Tiedetdan, ettd 0 < a < 7, joten sin(a) + cos(a) > 0. Néin ollen ylldolevasta
epayhtaldsta seuraa

sin(a) + cos(a) < v3 EOE)

IN

sy (5 ) <2 1 1 ()

(%)

IN

sin(a) + sin(% — a)

Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Trigonotrisen summakaavaan mukaan sin(z) + sin(y) = 2sin(%3¥) cos(%5Y).
Nain ollen:

a+ % —a a—%+a
sin(a) + sin<z — a) =2sin(| —2— ) cos| —2—
2 2 2

= 28in<%> COS(CL — %)

Koska cos(z) suurin arvo on 1, voidaan arvioida:
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251n<%> COS(G — %) < 251n<%) 2pht.4p) )

2. Tarkastellaan tehtavan yhtalon oikealla puolella olevaa summaa.

Z(sin(%k) + sin(%(n - k;))) = ;sin(%@ + kzzosin(%(n — k))

Ensimmainen summa on
n ‘ T
Z&n(%k)
k=0
=sin((y, -0) sin(gy 1) - sin(grn 1) sin(0n)
= sin{ - sin o oo tsin{ o (n sin{ 5-n ).
Toinen summa puolestaan on
kZﬂ)sin(%(n - k)) = sin(% - (n— O)) + sin(% (n— 1))—1—
. ™ . ™
oot Sln(%(n —(n— 1))) + Sln(%(n — n)>
= sin(% : n) + sin(% - (n — 1)) +... +sin<% : 1> —|—sin(% . 0>

Summissa on siis keskendan samat termit, mutta painvastaisessa jarjestyksessa.

Nain ollen summat ovat yhtasuuret.
> (k) +5n (00— 0)) = i) + Sosin (00— )

2. sin( k)
2n
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Saadaan siis
2 ;sm(%k> = z:%(sin(%k‘) + sm(—n(n — k’)))

2n
k=0 =
> (s () (5 - b))
= — sin| — sin{ — — —
2 2n 2 2n
k=0
Koska 0 < k < n,niin0 < %k‘ < Z.Nain ollen kohdan 12.1 nojalla
S sin( k) < 23 (26n( 7))
— 2n 2 — 4

kZﬂ)sin(%)
1) —

_ntL ()

V2

S

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Derivaatan madritelma (12 p.)

1. Derivaatta maaritelldan erotusosamaaran raja-arvona. Esita derivaatan maaritel-
man geometrinen tulkinta funktion f(z) = In x avulla pisteessé z = 2. (4 p.)

2. Osoita derivaatan maaritelman avulla, etta funktion f(z) = Inaz derivaatta on
f'(z) = 1, kunz > 0. Voit kéyttaa tietoa

lim(1 + )Yt =e.
t—0
8p.)
Ratkaisu.

1.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Derivaatan maaritelma on

lim f(z) — f(x0) 1p (yht. 1p)
T—T0 r — X9

Piirretdan kuvaan funktion f(z) = In(x) kuvaaja seka sille kaksi pistettd, yksi
kohtaan z(y = 2 seka toinen tdman pisteen oikealle puolelle kohtaan x. Toisen
pisteen voi piirtaa myos kohdan o = 2 vasemmalle puolelle. Ratkaisu etenee
talloin samalla tavalla. Piirretdan naiden pisteiden kautta suora.

21y

y=0.46x—0.22

. (2.38,0.866)
(2,0.692) fx) — Ax_0)

—
'S

/ x—x_0
f1 (x) =111(x)
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Taman suoran kulmakerroin on pisteiden avulla ilmaistuna

Ay
" A
o — £(@) = f(zo)
r — X9

Kun oikeanpuoleinen piste lahestyy kohdassa xq = 2 olevaa pistettd, suora la-
hestyy funktion kuvaajalle kohtaan xy = 2 piirrettya tangenttia.

Alla olevat kuvat ovat lisaselitystd, eika niita vaadita ratkaisussa.

y=0.49x—0.28

(2.1,0.743)

(/’u h\J/)l /(x) —j(x_O)

—
'S

fl (x) =111(x)

-1.5
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y=0.5x-0.3

fx) - (x_0)

x—x_0

fl (x) =1n(x)

Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo, tassa f'(2) = —.

Pisteytyksesta: Yksi selkea kuva seka sanallinen selitys riittaa taysiin pisteisiin.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Derivaatan maaritelma on

fyg 22 1)~ In(z)

h—0 h

Piirretdan kuvaan funktion f(z) = In(x) kuvaaja seka sille kaksi pistetta, yksi
kohtaan z = 2 seka toinen taman pisteen oikealle puolelle kohtaan = + h, mis-
sa h on pieni positiivinen luku. Toisen pisteen voi piirtaa myos kohdan zy = 2
vasemmalle puolelle. Ratkaisu etenee talloin samalla tavalla. Piirretaan pisteiden
kautta suora.
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2 y
y=0.46x-0.22
1 (2.38,0.866)
(2,0.692) fxth) — fx)
1 4
/ h
fl(x)=ln(x)
1.5

Taman suoran kulmakerroin on pisteiden avulla ilmaistuna

Ay
K=o
p = L P = J) G

h

Kun oikeanpuoleinen piste lahestyy kohdassa z = 2 olevaa pistettd, suora lahes-
tyy funktion kuvaajalle kohtaan = = 2 piirrettya tangenttia.

Alla olevat kuvat ovat lisaselitysta, eika niita vaadita ratkaisussa.
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2 y
y=0.49x—-0.28
! (2.1,0.743)
(2;0-692) fx+) - fx)
1 4
/ h
fl(x)=ln(x)
1.5
2 y
y=0.5x—0.3
1 ( )
2.01,0.699
(2,0.692) fx+n) - fx)
1 4
/ h
fl(x)=ln(x)
-1.5
1

Tangentin kulmakerroin on derivaatan arvo, tassa f/(2) = —.

Pisteytyksesta: Yksi selkea kuva seka sanallinen selitys riittaa taysiin pisteisiin.
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2. Aloitetaan derivaatan maaritelmasta. Funktion f(z) = In(x) derivaatta on

f'(z) = lim In(z + /) — In(z)

h—0 h

ln(l + ﬁ)
: T
= lim ————2%

h—0 h

Tehddan muuttujanvaihto t = 151 & h = xt. Raja-arvo muuttuu muotoon Pné ,
_>
sillat — Okun h — 0.

= hm<l : %111(1 + t))

t—0\ x

1
1 —
=lim| —In(1+1¢)? logaritmin laskusaannot

t—0\ x

Koska muuttuja z ei riipu t:sta, voidaan raja-arvon laskusaantdjen perusteella te-
kija % siirtaa raja-arvon ulkopuolelle.

1

1 —
=—lim| In(1+¢)t
€T t—0

1
im0t

€T t—0
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Tehtadvanannon mukaan lin(l)((l + t)%) = e . Tama on Neperin luvun e maari-
—

telma.

In(e)

Bl 8K

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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