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1. Monivalintatehtavia (12 p.)

Vastaa kuuteen kohdista 1.1-1.8.

Alla on kahdeksan osatehtdvaa 1.1-1.8, joista vastataan kuuteen. Al3 jata mitaan
merkintdja sellaisen osatehtavan vastauskenttaan, jota et halua jattaa arvosteltavak-

Si.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1.

1.2

1.3.

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

Lukujono (2 p.)

Aritmeettisen lukujonon ensimmaiset jasenet ovat a; = 5 ja ap = 8. Talldin

a5:\ ‘

VaStaUS|aat|kOn ValhtoethtI H()II’ H'l u’ 11211’ u:))n’ 11411’ 11511’ IIGII, II7H, 11871, ugrl, ”1()”, H'l ‘ln’
111211' 111311’ 111411, 111 5!1, 111611, 111711' lll(’)ll’ 111911, 112011.

Yhtals (2 p.)

Yhtalon bx + 4 = 3x + 12 ratkaisu on

T = |

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "—10", "—=9", "—8", "=7", "—6", "=5", "—4", "=3",
117211’ 117111’ H(Jll’ ”1", 112", ”3”’ 11411’ 11511, IIGII, 11711’ 11811’ 11911, 111011.

Kolmio (2 p.)

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 6 ja 8. Kolmion hypotenuusan
pituus on

Vastauslaatlkon Va'htoehdot: HOHI ”1", 11211’ 11311’ ”"'1”, 11511’ 11611’ "7”, n ')u, 119", 111011, 111111,
111211' 111311’ 111411, 111511, 111611, 111711' 111811’ 111911, 112011.
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1.4. Potenssi(2p.)

Yhtalon 72217 = 7 ratkaisu on

T = |

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "—10", "—9", "—8", "—7", "—6", "=5", "—4", "—3",
11_211’ "_1", n()u, ”1", 11211, 11311' 11411’ 11511' 11611’ 11711, 11811, 119", 111()11'

1.5. Nopan heitto (2 p.)

Heitetdan kahta noppaa. Todennakdisyys saada silmalukujen summaksi kah-

n o
deksan on ¢, jossa

n=| |

VaStaUS|aat|k0n Valhtoehdot: H()H’ ”1", 17211’ 17311’ 11411’ 11511’ 11611, lI?VI, 11871, 11971, 111()17' 171171,
111211’ 111311’ 111411, 111 5!1, 111611, 111711’ 111811’ 111911, "2011-

1.6. Sijoitus (2 p.)

Sijoituksen arvo kasvaa vuosittain 4 prosenttia. Kuinka monen vuoden kuluttua
sijoituksen arvo on kaksinkertaistunut?

Vastauslaatlkon Va'htoehdot: IIOII’ ”1", 11211’ 11311’ 11411’ 11511’ 11611’ 11711’ 11811’ 119"’ 111011, 111111,
111211' 111311, 111411, 111511, 111611' 111711' 111811, 111911, 112011'

1.7. Derivaatan arvo (2 p.)

Funktio f(z) = 22 + z derivoidaan. Silloin

1'(3) = |

VaStaUS|aatlkOﬂ ValhtOEtht: n()u, ”1”, 11211’ 11311’ 11411’ 11511’ IIGII, "7”, 11811, 11911, Ill()ll, 111111,
111217’ 171371, 171471, 711 5!1, 711617, 111717’ 171871, 171971, 712()11-
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1.8. Jakauman normittaminen (2 p.)

Normaalijakauman odotusarvo on 6 ja keskihajonta on 2. Havaintoa 12 vastaa-
va normitettu arvo on

z-=|

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "—10", "—9", "—&", "—=T7", "—6", "=5", "—4" "—3",

’

n 2" ” 'lll H(]H ll'lll H‘)H nn 11411 nen II(‘II 117" Hgll Il()!l II]()II
! VU, Ly 2 9, l'\)l)l r O, Iy .

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 4


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

Ratkaisu.

1.1. 17
1.2. 4

1.3. 10
1.4. =3
1.5. 5

1.6. 18
1.7. 13

1.8. 3

Pisteytyksesta: Jokaisesta oikeasta vastauksesta 2 p. Huomaa, etta vain kuuteen koh-
taan sai vastata!

Perustelut:

1.1

Aritmeettisessa lukujonossa perakkaisten jasenten erotus, jota kutsutaan myos ero-
tusluvuksi, on vakio. Aritmeettisen lukujonon ensimmaiset jasenet ovat a; = 5 ja
as = 8, joten erotusluku on

d:ag—a1:8—5:3.

Kun jaseneen lisataan tama erotusluku, saadaan seuraava jasen. Lasketaan kolme
seuraavaa jasenta:

(13:(L2+d:8+3:11
as=a3+d=11+3=14
as=a4s+d=14+3 =17

1.2

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 5
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Ratkaistaan yhtalo:
br +4 =3x+12 || — 4
or =3r+ 12 -4
Sr=3x+8 ||—3x
or — 3xr =8
20 =8 ||:2
r=41

13

Muodostetaan Pythagoraan lauseen avulla yhtalo ja ratkaistaan siitd hypotenuusa .
2% = 6% + 8
z® = 36 + 64
z® =100
z = +v/100
r==+10
Hypotenuusan pituus ei voi olla negatiivinen, joten z = 10.

14
Ratkaistaan yhtalo:
721}4—7 _ 7
72x+7 _ 71
Molemmilla puolilla yhtal6a on potenssi, jossa kantalukuna on 7. Koska potenssit

ovatyhta suuria, myds eksponenttien on oltava yhta suuria. Merkitaan potenssit yhta
suuriksi ja ratkaistaan .

2e+7=1 ||-7
20=1-7
2r=—-6 ||:2
r= -3

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 6
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1.5

Valitaan alkeistapaukseksi kahden silmaluvun (jarjestetyt) jonot. Koska kullekin sil-
maluvulle on 6 vaihtoehtoa, kaikkien alkeistapausten maara on

6-6 = 36.
Summaksi saadaan 8 seuraavilla silmalukujonoailla:
*+ 2jab6
« Jjad
« 4ija4
« Hjad
* 6ja2

Huomaa, etta silmalukujen jarjestyksellda on merkitysta, eli esimerkiksi 2 ja 6 on eri
jono kuin 6 ja 2.

Suotuisia silméalukujonoja on 5, joten todennakdisyys saada summaksi kahdeksan
on %,ja n=>o.

1.6

Sijoituksen arvo kasvaa vuosittain 4%, joten vuoden kuluttua sijoituksen arvo on
100% + 4% = 104% tdamanhetkisesta arvosta. Arvo siis 1,04-kertaistuu vuodessa.
Kun aikaa kuluu n vuotta, sijoituksen arvo 1,04™-kertaistuu.

Kokeilemalla huomataan, etta
1,047 =1,047. ..

ja
1,04 =2,025. ..

Siis sijoituksen arvo 1,947 . . .-kertaistuu 17 vuodessa ja 2,025 . . .-kertaistuu 18 vuo-
dessa. Kaksinkertaistumiseen tarvitaan siis 18 vuotta.

1.7

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 7
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Derivoidaan funktio f(z) = 2% + .
fllx)=2-22"1+1 =4z +1
Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 3.

f(3)=4-3+1=13

1.8

Normitettu arvo ilmoittaa, kuinka monen keskihajonnan paassa odotusarvosta ha-
vaintoarvo on. Lisaksi normitetun arvon etumerkista nahdaan, onko havaintoarvo
suurempi vai pienempi kuin odotusarvo. Havaintoarvon 12 poikkeama odotusarvos-
ta on 12 — 6. Koska keskihajonta on 2, normitettu arvo on

12—-6 6

9 5 =%

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 8
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2. Yhtalénratkaisu (12 p.)

1. Ratkaise yhtalo (z + 1)(z +4) = 4. (4 p.)

2. Ratkaise yhtalépari

2y =1 —4x.

{23:—1—4@/:8

(8p.)

Ratkaisu.

1. Ratkaistaan yhtalo:
(x+1)(x+4) =4
P+ 1l-z+r-4+4=4
2’ +5r+4=4

kerrotaan sulut auki

-4

2% + 5z — 0 (RUE 1)

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Kaytetdan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa,a = 1,b = 5jac = 0:

o —b+ Vb2 — dac
€Tr = 2(]
v DEVE 410
5 +25
- 9
E
T2
xr = tai Tr =
2 2
~10
=0 t _ -V
z ai T 5
=0 tai gg:_5

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Vastaus: Yhtalon ratkaisuon x = 0 taixz = —b.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kaytetaan tulon nollasaantéa

224+ 5x=0

oo+ 5) — 0 [B)

rx=0 tai r+5=0

I )

Vastaus: Yhtalon ratkaisu on x = O tai x = —5.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Ratkaistaan alemmasta yhtaldstd muuttuja y:

2y =1—4x ||:2
y:1—2$
2

Sijoitetaan tama ylempaan yhtaléon ja ratkaistaan muuttuja x:
20 +4y =8

2$+4.(1_2x):8
2
2x+2—8x:8

—br+2=8 | -2
—6z = 6RO . ()
x = —1 (1poht109)

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Sijoitetaan tama yhtalédn (1) ja ratkaistaan muuttujan y arvo:

y = % —2-(-1)
1
=—-42
Y73
y= g
Vastaus: Yhtaloparin ratkaisuonx = —ljay = g

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Aloitetaan jakamalla ylempi yhtal6 kahdella, jolloin saadaan termi 2y:

2w +4y=8 | :2(wonsn)
x+2y:4 | — =
2y:4—:17

Sijoitetaan tama alempaan yhtalo6n ja ratkaistaan muuttuja x:

20 =1—4x
4—g=1-dpROR®) |4,
3= 3 (O] (3

x = —1 (pohe100)]

Sijoitetaan tama yhtalédn (2) ja ratkaistaan muuttujan y arvo:

2y = 4 — (1) (2ort1e)

2y=4+1 | :2

y = 2 (o)

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Vastaus: Yhtaloparin ratkaisuonxz = —ljay = g

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Aloitetaan kertomalla alempi yhtal® kahdella, jolloin saadaan termi 4y:

2u=1—4x ||2
1= 2 ()

Sijoitetaan tama ylempaan yhtaléon ja ratkaistaan muuttuja x:

20 +4y = 8

21’—1—2—835:8
—6z +2=sleom) ) _ 9
6z =6 ([20nB] || (—p)
v = —1 (v 1m)]

Sijoitetaan tama yhtaléon (3) ja ratkaistaan muuttujan y arvo:

=23 (-1) D)

dy=2+8
4y=10 | :4
10
Y=
P e
Vastaus: Yhtaloparin ratkaisuonx = —ljay = g

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit

mafy.fi

12


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

3. Polttoaineen kulutus (12 p.)

Suomen lImavoimilla on ollut kaytdssaan Hawk-harjoitushavittajia yli 40 vuoden ajan.
Tassa tehtavassa mallinnetaan polttoaineen kulutusta, kun Hawk lentda normaalissa
lentokorkeudessa 0,7-kertaisella danen nopeudella.

1. Yksinkertaisessa mallissa polttoainetta arvioidaan kuluvan 8 litraa minuutissa. Kuin-
ka kauan 760 litralla polttoainetta pystyy lentdmaan? (3 p.)

2. Todellisuudessa polttoaineen kulutus vahenee, kun lentokone kevenee. Parem-
massa mallissa polttoaineen kulutusta mallinnetaan laskevan suoran avulla. Ku-
lutus on 8,5 litraa minuutissa ajanhetkelld ¢ = 0, ja 40 minuutin kuluttua 7,7 lit-
raa minuutissa. Muodosta lauseke f(t), joka kuvaa polttoaineen kulutusta ajan
funktiona tassa mallissa. (6 p.)

3. Ratkaise yhtalé f(¢) = 8 ja tulkitse vastaus sanallisesti. (3 p.)

Ratkaisu.

1. Polttoainetta kuluu 8 litraa minuutissa, joten 760 litralla pystyy lentamaan

oo

min
= 95 min.

Vastaus: 95 minuuttia

] Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Polttoaineen kulutusta mallinnetaan suoran avulla, joten polttoaineen kulutusta

kuvaava funktio f(¢) on muotoa f(t) = k-t +b ,jossa k on suoran kul-
makerroin ja b vakiotermi.

Polttoaineen kulutus ajanhetkelld ¢ = 0 min on 8,5 ﬁ joten tasta saadaan:

£(0) = 8,5 (ohesn)]

k-0+b=285

b= 8,5 (RUhten)

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 13
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4
i

£(40) = 7,7 (1p6Re7R)

k-40+b="77 |[b=85

Polttoaineen kulutus ajanhetkelld ¢ = 40 min on 7,7 —, joten tasta saadaan:

k-40+85=177 || -85
40k = 7,7 — 8.5

~I

40k = —0,8 || : 40

k= —0,02

Vastaus: Polttoaineen kulutusta kuvaava funktioon f(t) = —0,02t+8,5.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Polttoaineen kulutusta mallinnetaan suoran avulla, joten polttoaineen kulutusta

kuvaava funktio f(¢) on muotoa f(t) = k-t + b, jossa k on suoran
kulmakerroin ja b vakiotermi. Tehtavanannon perusteella suora kulkee pisteiden
(0;8,5) ja (40; 7,7) kautta.

Lasketaan suoran kulmakerroin:

Ay
4
Ax
_ 77285 ()
40 -0

— 0,02

Polttoaineen kulutus oli 8,5 litraa minuutissa ajanhetkelld ¢ = 0, joten b = 8,5.

Vastaus: Polttoaineen kulutusta kuvaava funktioon f(t) = —0,02t+8,5.

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 14
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3. Ratkaistaan yhtalo f(t) = &:

f(t) =38
—0,02 + 8,5 =8 | -85
—0,02t =05 | :(~0,02)

t = 25 (ROR 1)

Polttoaineen kulutus on siis 8 litraa minuutissa, kun lentoonlahdosté on kulunut

25 minuuttia.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Epidemia (12 p.)

1. Terveydenhoitajan tehtavana on eraan oppilaitoksen opiskelijoiden rokottami-
nen. Oman arvionsa mukaan hanelta kuluisi siihen kuusi tuntia, mutta rokottami-
sen nopeuttamiseksi han ottaa mukaan harjoittelijan, joka pystyisi rokottamaan
kaikki opiskelijat kahdeksassa tunnissa. Kuinka kauan kaikkien opiskelijoiden ro-
kottamiseen kuluu aikaa, kun molemmat rokottajat tydskentelevat yhta aikaa omis-
sa rokotuspisteissaan? (6 p.)

2. Toimittaja arvioi epidemian hiipumista saatuaan tiedon, etta tartunnat vahenevat
2.5 % joka viikko. Helmikuun alussa tartuntoja on 920. Maaliskuun alkuun men-
nessa han arvioi tartuntojen vahenevan 92:lla. Han paatyy tahan arvioon seuraa-
valla laskutoimituksella:

40,025 - 920 = 92.

Laskelmansa perusteella toimittaja paattelee, ettd maaliskuun alussa tartuntoja
on 920 — 92 = 828. Mika toimittajan tekemassa pikaisessa laskussa meni vaarin?
Korjaa paattely ja anna oikea arvio tartuntojen lukumaarasta maaliskuun alussa
kokonaislukuna. (6 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Jos terveydenhoitaja rokottaa kaikki opiskelijat 6 tunnissa, on han x tunnin jal-

keen rokottanut opiskelijoista osuuden £.

Jos harjoittelija rokottaa kaikki opiskelijat 8 tunnissa, on han z tunnin jalkeen ro-

kottanut opiskelijoista osuuden . 2p yht. 3p)

Harjoittelija ja terveydenhoitaja ovat rokottaneet yhteensa x tunnin jalkeen opis-
kelijoista seuraavan osuuden:

|8
S8
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Toisaalta harjoittelija ja terveydenhoitaja rokottavat = tunnissa kaikki opiskelijat
eli osuuden % = 1. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan siita kaikkien opiskelijoi-
den rokottamiseen kulunut aika = tunteina:

o+ 2 =16 . 3.0)

6-2+8-2=06-8
14z =48 ||: 14

48
r=—

14
T =34285. ..

Annetaan vastaus tunteina ja minuutteina. Talldin rokottamiseen kuluu 3 tuntia
ja

0,4285 ... - 60min = 25,714 . .. min ~ 26 min.

Vastaus: Rokottamiseen kuluu noin 3 tuntia ja 26 minuuttia.

Myds vastaus 3,4 h hyvaksytaan.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Kun rokotettavien lukumaara on n, hoitajan rokottamisnopeus on ¢ opiskelijaa

tunnissa.

Harjoittelijan rokottamisonpeus on % opiskelijaa tunnissa.
Kun molemmat rokottavat, rokotusnopeus on v = ¢ + ¢ opiskelijaa tunnissa.

Rokotusnopeus v on rokotettujen opiskelijoiden lukumaara n jaettuna kuluneella
ajalla t. Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan aika t.

v=— |- ¢
t

vt=n ||:v

)
v

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 17
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Siis rokottamiseen kuluva aika on rokotettujen opiskelijoiden lukumaara jaettuna
rokotusnopeudella. Lasketaan tama aika.

n n n
t=— Jo=2+2
v 6 8
n
t=——0p Lavennetaan nimittajassa
6T s
n
=5
86 | 68
n
b= o
48 T 48
n
t= 8n+6n
48
n
b=t
8
. 48
N 14n
. 48
14
t=3,4285...

Annetaan vastaus tunteina ja minuutteina. Talléin rokottamiseen kuluu 3 tuntia
ja

0,4285 .. .- 60 min = 25,714 .. min ~ 26 min.
Vastaus: Rokottamiseen kuluu noin 3 tuntia ja 26 minuuttia.

2. Toimittaja on laskenut 2,5 % alkuarvosta eli luvusta 920, vaikka prosenttiosuus
pitisi laskea jokaisen viikon arvosta erikseen, koska tartunnat vahenivat 2.5 %

joka viikko.

Tartuntojen maara laskee 2,5 % joka viikko eli tartuntojen maara on joka viikko
100% — 2,5% = 97,5 %

edellisvilkon maarasta. Tartuntojen maara siis 0,975-kertaistuu joka
viikko, jolloin neljassa viikossa tartuntojen maara on 0,975%-kertaistunut.
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Maaliskuun alussa tartuntoja on siis

920 - 0,975"

= 831,392. ..

~ 831.

Tartuntojen maaran pyoristys myos lukuun 830 hyvaksytaan.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Suomen sdahkoénkulutus (12 p.)

Aineisto:

5.A Taulukko: Kotimainen sahkdntuotanto
5.B Taulukko: Tuontisahkd

Suomen sahkdnkulutus 12. helmikuuta 2021 lounasaikaan oli noin 13410 megawat-
tia (MW). Kotimaisen sahkdntuotannon jakautuminen on esitetty taulukossa 5.A ja
tuontisahkoén alkupera taulukossa 5.B.

1. Kuinka monta prosenttia kulutetusta sahkdsta tulee kotimaisesta sahkdntuotan-
nosta ja kuinka monta prosenttia on tuontisahk®a? (4 p.)

2. Ydinvoima, vesivoima, tuulivoima ja aurinkoenergia eivat aiheuta hiilidioksidipaas-
tdja. Laske ndiden yhteinen osuus kotimaisesta sahkdntuotannosta. (4 p.)

3. Oletetaan, etta 35 prosenttia Ruotsista tuodusta sahkdsta tuotetaan vesivoimal-
la. Kuinka monta prosenttia Suomessa kulutettavasta sahkosta on alkuperaltaan
ruotsalaista vesivoimaa? (4 p.)

Anna kaikki vastaukset kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

Ratkaisu.

1. Suomalaiset kuluttivat sdhkoa 13410 MW ja taulukon 5.A mukaan kotimainen
sahkdntuotanto oliyhteensa 10 510 MW. Jaetaan kotimainen sahkéntuotanto ku-
lutetulla sahkalla:

10510 MW
13410 MW

—0,78374... = T8,374... % ~ 78 % (12029

Kulutetusta sahkosta noin 78 % tuli kotimaisesta sahkdntuotannosta.

Taulukon 5.A mukaan tuontisahké oli yhteensa:

(1800 + 1000 + 100) MW = 2900 MW.

Jaetaan tuontisahké kulutetulla sahkolla:

2900 MW
S 0,21625... =21,625... % ~ 22
13a10Mw 21020 625... % ~22%
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Tuontisahkdn osuus oli siis noin 22 %.

Vastaus: Kotimaisen sahkontuotannon osuus oli 78 % ja tuontisahkon 22 %.

2. Taulukon 5.A mukaan kotimaista sahkoa tuotettiin 10 510 MW:n teholla.

Lasketaan yhteen ydinvoiman, vesivoiman, tuulivoiman ja aurinkoenergian tehot:

(2800 + 2200 + 800 + 50) MW (1pore50)
— 5850 MW (0rt )

Jaetaan ydinvoiman, vesivoiman, tuulivoiman ja aurinkoenergian yhteenlaskettu
teho kotimaisen sahkéntuotannon teholla:

SS50MW (i)

10510 MW

— 0,55661. .. = 55,661 ... % ~ 56 % (P0n-=)

Vastaus: Ydinvoiman, vesivoiman, tuulivoiman ja aurinkoenergian osuus kotimai-
sesta sahkontuotannosta oli 56 %.

3. Ruotsista tuodusta sahkosta (1 800 MW) 35 % tuotettiin vesivoimalla, joten ruot-
salaisella vesivoimalla tuotetun sahkon teho oli:

1 800 MW - 0,35 (126me59)
— 630 MW

Suomessa kulutettiin sahkoa 13410 MW:n teholla.

Jaetaan ruotsalaisella vesivoimalla tuotetun sahkén teho Suomessa kulutetulla
sahkoteholla:

GI0MW

13410 MW

= 0,04697... = 4,697... % ~ 4,7 % (P12

Vastaus: Suomessa kulutettavasta sahkosta 4,7 % oli alkuperéaltaan ruotsalaista
vesivoimaa.
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Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Padoman karttuminen (12 p.)

Libanin saastotililla on 2200 euroa 31.12.2022. Tilin nettovuosikorko on 0,70 %. Sha-
kirin saastotililla on 2000 euroa 31.12.2022. Hanen tilinsa nettovuosikorko on vuo-
den 2025 loppuun saakka 0,70 % ja sen jalkeen 1,26 %. Korko maksetaan vuosittain
31. joulukuuta.

1. Kuinka paljon Libanilla ja Shakirilla on rahaa tileilladn 31.12.2025? Kuinka paljon
enemman korkotuottoa Liban on saanut kuin Shakir? (6 p.)

2. Liban ja Shakir eivat koske tileihinsa ennen kuin Shakirin pddoma on suurempi
kuin Libanin padoma. Minka vuoden lopussa tama tapahtuu? (6 p.)

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

1. Kun p&aoma kasvaa korkoa 0,70%, uusi pagoma on 100% + 0,7% = 100,7%
vanhasta pddomasta. Padoma tulee siis koron maksussa 1,007-kertaiseksi.

Paivastd 31.12.2022 paivaan 31.12.2025 on 3 vuotta, joten padoma tulee 1,0073-
kertaiseksi.

Libanilla on kolmen vuoden kuluttua

2200€ - 1,007°
— 246,524 ... € ~ 2246,52 €.

Shakirilla on kolmen vuoden kuluttua

2000€ - 1,007*
— 2042,294 ... € ~ 2042,29 €.

Liban sai korkotuottoa 2246,52 € — 2200 € = 46,52 €.
Shakir sai korkotuottoa 2042,20 € — 2000 € — 42,29 €,

Liban sai korkotuottoa 46,52 €—42,29 € = 4,23 € enemman kuin Shakir.

Vastaus: 31.12.2025 Libanilla on tilillaan rahaa 2246,52 € ja Shakirilla 2042,29 €.
Liban sai korkotuottoa 4,23 € enemman kuin Shakir.
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2. 31.12.2025 Libanin paaoma on suurempi kuin Shakirin padoma. Tasta hetkesta
eteenpdin Libanin tilin nettovuosikorko on edelleen 0,70%, mutta Shakirin tilin

nettovuosikorko on 1,26%.

Shakirin padoma tulee joka vuosi 1,0126-kertaiseksi ja n:ssa vuodessa 1,0126"-
kertaiseksi.

n vuoden kuluttua paivasta 31.12.2025 Libanin tililla on
2246,52 - 1,007

euroa ja Shakirin tililla
2042,29 - 1,0126™

Shakirin pdaoma on suurempi kuin Libanin, kun seuraava epayhtal6 on tosi:

2042,29 - 1,0126" > 2246,52 - 1,007"

Epayhtalon ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla n > 17,186. .. , jo-
ten Shakirin padoma on suurempi kuin Libanin 18 vuoden kuluttua vuoden 2025

lopusta eli vuoden 2043 lopussa.

Ratkaisussa voidaan kayttaa epdyhtaldn sijaan vastaavaa yhtalda

2042,29 - 1,0126" = 2246,52 - 1,007".

Vastaus: vuoden 2043 lopussa

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

1. Kun paaoma kasvaa korkoa 0,70%, uusi pagoma on 100% + 0,7% = 100,7%
vanhasta padomasta. Padoma tulee siis koron maksussa 1,007-kertaiseksi.

Lasketaan Libanin ja Shakirin padomia kunkin vuoden lopussa taulukkolasken-
taohjelmalla.
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A B C ] E F G

vuosi Liban Shakir
2022 2200.00 2000.00
2023 2215.40 2014.00 =1,007*D4 Korkotuotot vuoteen 2025
2024 2230.91 2028.10 =1,007*D5  Liban Shakir
2025 2246.52 2042.29 =1,007*D6 46,52 42.29
2026 2262.25 2068.03 =1,0126*D7 erotus
2027 2278.09 2094.08| =1,0126*D8 4.23
2028 2294.03 2120.47| =1,0126*D9
2029 2310.09 2147.19| =1,0126*D10
2030 2326.26 2174.24| =1,0126*D11
2031 2342.54 2201.64| =1,0126*D12
2032 2358.94 2229.38| =1,0126*D13
2033 2375.46 2257.47| =1,0126*D14

16 | 2034 2392.08 2285.91 =1,0126*D15
| 2035 2408.83 2314.72/ =1,0126*D16
18 | 2036 2425.69 2343.88| =1,0126*D17
9 | 2037 2442.67 2373.41 =1,0126*D18
| 2038 2459.77 2403.32| =1,0126*D19
21| 2039 2476.99 2433.60 =1,0126*D20
2 | 2040 2494.33 2464.26 =1,0126*D21
3| 2041 2011:79 2495.31 =1,0126*D22
| 2042 2529.37 2526.75 =1,0126*D23
| 2043 2547.07 2558.59 =1,0126*D24
% 2044 2564.90 2590.83| =1,0126*D25

Taulukosta nahdaan, etta kolmen vuoden kuluttua Libanilla on 2246,52 € ja Sha-
kirilla 2042,29 €.

Taulukosta ndhdaan, etta Liban sai korkotuottoa 4,23 € enemman kuin Shakir.

Vastaus: 31.12.2025 Libanilla on tililldan rahaa 2246,52 € ja Shakirilla 2042,29 €.
Liban sai korkotuottoa 4,23 € enemman kuin Shakir.

Pisteytyksesta:

+ Libanintililla vuosien 2023 —2025 lopussa olevat padomat laskettu
+ Shakirin tililla vuosien 2023 —2025 lopussa olevat paaomat laskettu

* Molempien korkotuotot laskettu
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+ Korkotuottojen ero laskettu

2. 31.12.2025 Libanin padoma on suurempi kuin Shakirin padoma. Tasta hetkesta
eteenpdin Libanin tilin nettovuosikorko on edelleen 0,70%, mutta Shakirin tilin
nettovuosikorko on 1,26%. Tama on huomioitu edella tehdyssa taulukossa.

Edelld tehdysta taulukosta ndhdaan, ettd ensimmainen vuosi, jonka lopussa Sha-
kirin paaoma on suurempi kuin Libanin, on vuosi 2043.

Vastaus: vuoden 2043 lopussa

Pisteytyksesta:

+ Sanottu, mitka korkoprosentit ovat vuoden 2025 lopusta eteenpadin m
« Libanin tililla vuosien 2026 —2043 lopussa olevat padgomat laskettu
+ Shakirin tililla vuosien 2026 —2043 lopussa olevat paaomat laskettu M

* Vastaus

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Palloja laatikossa (12 p.)

Laatikossa on seitseman punaista palloa ja lisdksi mustia palloja. Kun laatikosta poi-
mitaan umpimahkaan kaksi palloa yhta aikaa, niin molemmat ovat punaisia toden-
nakoisyydella %. Kuinka monta palloa laatikossa on?

Ratkaisuvaihtoehto 1

Ajatellaan, etta pallot nostetaan perakkain yksi kerrallaan ilman, ettd ensimmaista
palloa laitetaan takaisin laatikkoon ennen kuin toinen nostetaan. Tama on kaytan-
nossa sama kuin jos pallot nostettaisiin samaan aikaan, mutta ratkaisussa voidaan
nyt puhua ensimmaisesta ja toisesta pallosta.

Merkitaan laatikossa olevien pallojen kokonaismaaraa kirjaimellan . Toden-
7

nakaisyys sille, ettd ensimmainen nostettava pallo on punainen, on — .
n

Kun laatikosta on otettu yksi pallo, palloja onviela laatikossa n—1 kappaletta. m
Jos ensimmainen pallo oli punainen, punaisia palloja on laatikossa 7—1 = 6 ,

6
ja toinen pallo on punainen todennakadisyydella Y .

Kertolaskusadnndon mukaan todennakoisyys sille, ettd molemmat pallot ovat punai-
sia, on

7.5 ()
n

n—1

1
Toisaalta tdma todennakoisyys on tehtavanannon mukaan o Saadaan seuraava
yhtalo:

TS0 faveon)
n 0

n—1 1

Yhtalon ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla n = —20 tai n = 21. Yhtalo
voidaan ratkaista myds toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

Vain positiivinen pallojen maara on mahdollinen, joten pallojen maaraonn = 21 .

Vastaus: 21 palloa
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Merkitaan laatikossa olevien pallojen kokonaismaaraa kirjaimella n. Kayte-
taan alkeistapauksina kahden pallon joukkoja, jolloin kaikkien alkeistapausten maara

on (721) G (yht. 3p)

Suotuisia alkeistapauksia ovat ne kahden pallon joukot, joissa molemmat pallot ovat
punaisia. Koska punaisia palloja on 7, suotuisten alkeistapausten maara on (g)

Binomikerroin (1) kirjoitetaan monissa laskinohjelmissa nCr(7,2) ja vastaavasti (%)
kirjoitetaan nCr(n,2).

Todenndkdisyys sille, ettd molemmat pallot ovat punaisia, on

<;.

1
Toisaalta tdma todennakoisyys on tehtavanannon mukaan 10 Saadaan seuraava

=

—
N3

yhtalo:

Q) _ 1 )

(;) 10

Yhtalon ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla n = —20 tain = 21.

Vain positiivinen pallojen maara on mahdollinen, joten pallojen maara on n = 21.
1p (yht. 12p)

Vastaus: 21 palloa

Ratkaisuvaihtoehto 3

Ajatellaan, etta pallot nostetaan perakkain yksi kerrallaan ilman, ettd ensimmaista
palloa laitetaan takaisin laatikkoon ennen kuin toinen nostetaan. Tama on kaytan-
ndssa sama kuin jos pallot nostettaisiin samaan aikaan, mutta ratkaisussa voidaan
nyt puhua ensimmaisesta ja toisesta pallosta.

Merkitaan laatikossa olevien mustien pallojen maaraa kirjaimella n. Pallojen koko-
naismaara onn + 7. . Todenndkdisyys sille, etta ensimmainen nostettava

7
pallo on punainen, on —— .

n—+7
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Kun laatikosta on otettu punainen pallo, punaisia palloja on vield laatikossa 7—1 = 6

kappaletta ja kaikkia palloja on viela laatikossa n + 6 kappaletta.
Jos ensimmainen pallo oli punainen, toinen pallo on punainen todennakdisyydella

N |

n+6
Kertolaskusaannén mukaan todennakaoisyys sille, ettd molemmat pallot ovat punai-
sia, on

1p (yht 6p)

n—|—7 n+6

1
Toisaalta tdma todenndkdisyys on tehtdvanannon mukaan o Saadaan seuraava
yhtalo:

7 ~ L mo

n+7 n—|—6

Yhtalon ratkaisuksi saadaan laskinohjelmalla n = —27 tain = 14. Yht'alt')
voidaan ratkaista myds toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla.

Vain positiivinen pallojen maara on mahdollinen, joten mustien pallojen maara on
n=14 ja kaikkien pallojen maara on

n+7=14+7 =21 (R0A120)

Vastaus: 21 palloa

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Pandemiarajoitus (12 p.)

Koronaviruspandemian aikana kevaalla 2021 viranomaiset rajoittivat kuntosalien toi-
mintaa vahentaakseen virusaltistusten riskia. Kuntosalilla sai olla samaan aikaan kor-
keintaan 10 asiakasta. Haukkalan kuntosali on avoinna joka paiva klo 8-22. Siella
asiakasmaaran rajoitus toteutettiin niin, ettad harjoitusvuorot olivat tunnin pituisia ja
aukioloaikana puolen tunnin valein vaihtui viisi asiakasta.

Ensimmaiset viisi kavijaa tulivat kuntosalille klo 8.00 ja seuraavat viisi klo 8.30. Klo
8.00 kuntosalille tulleet kavijat poistuivat salilta klo 9.00, jolloin uudet viisi tulivat kun-
tosalille. Nain jatkettiin koko paivan ajan. Viimeisena kuntosalille klo 21.00 tulleet viisi
kavijaa poistuivat salilta klo 22.00, jolloin kuntosali suljettiin.

Puolen tunnin valein tapahtuneet vaihdot toteutettiin niin, ettd tulevat ja lahtevat
asiakkaat eivat kohdanneet toisiaan.

1. Kuinka monen kuntosalikavijan oli mahdollista harjoitella Haukkalan kuntosalilla
yhden paivan aikana? (4 p.)

2. Olisiko jollakin toisella jarjestelylla ollut mahdollista, etta salilla olisi paivan aikana
harjoitellut tata useampi asiakas siten, etta olisi kuitenkin noudatettu viranomai-
sen antamaa rajoitusta? (4 p.)

3. Erdana paivana klo 12.00 alkaneella vuorolla salilla harjoitteli henkild, jolla oli ko-
ronavirustartunta. Kuinka monta muuta kavijaa han altisti tartunnalle, kun tuon
paivan aikana kaikille tunnin vuoroille tuli viisi uutta asiakasta? (4 p.)

Ratkaisu.

1. Uusien asiakkaiden tuloajat olivat 8.00, 8.30, 9.00, 9.30, ... ja 21.00. Tasatunnein
alkoi siis 21 — 8 + 1 = 14 salivuoroa ja tasatuntien puolivalissa 20 —

841 = 13(eont2m)

Enimmillaan 5 asiakkaan salivuoroja oli yhteensa 14 + 13 = 27 kappaletta pai-
vassa ,joten asiakkaita saattoi harjoitella paivassa korkeintaan 27 - 5 =

135 (e ont 4p))

Vastaus: 135 asiakasta
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2. Jos 10 asiakasta saapuu salille kello 8.00, 9.00, 10.00, ... ja jokainen harjoittelee
tasmalleen tunnin, on salilla joka hetki 10 asiakasta. Télléin 10 asiakkaan
salivuoroja on 21 — 8 + 1 = 14 kappaletta ja asiakkaita on yhteensa

14 - 10 = 140, (p6he70)

Olisi myds mahdollista lyhentaa salivuoron pituutta esimerkiksi puoleen tuntiin,
jolloin vield suurempi maara asiakkaita voisi harjoitella paivan aikana.

Vastaus: Olisi mahdollista.

3. Kello 12.00 salille tullut henkild altisti ne 5 salilla kavijaa, jotka tulivat salille kello

11.30 ja olivat siella viela kello 12.00 .

Han altisti myds ne 4 salilla kavijaa, jotka tulivat salille hanen kanssaan samaan
aikaan kello 12.00.

Han altisti myds ne 5 salilla kavijaa, jotka tulivat salille kello 12.30, kun koronavi-

rusta kantava henkilo viela oli salilla.

Altistuneita kavijoita on

5+ 4 + 5 (PORETIP)
— 14. (1P 120)

Vastaus: 14 kavijaa
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9. Suomalaisten miesten ja naisten pituudet (12 p.)

Suomalaisten naisten keskipituus on 167,5cm ja pituuden keskihajonta 5,40 cm.
Suomalaisten miesten keskipituus on 181,0 cm ja pituuden keskihajonta 6,06 cm.
Oletetaan suomalaisten miesten ja naisten pituudet normaalijakautuneiksi.

1. Laske todennakoisyys, ettd kun valitaan satunnaisesti yksi suomalainen mies ja
yksi suomalainen nainen, niin molemmat ovat lyhyempia kuin 160 cm. (6 p.)

2. Annelin pituus on 171 cm. Han laskee todennakdisyyden, etta satunnaisesti valit-
tu suomalainen nainen on hanta itsedan pidempi mutta ei kuitenkaan enempaa
kuin z cm, ja saa tulokseksi 0,1. Mika on Annelin kayttama luku x? (6 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Ratkaistaan tehtdva GeoGebran todenndkdisyyslaskurilla.

Lasketaan ensin todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu nainen on alle 160 cm:

» Todennakdisyyslaskuri X
Jakauma Tilastot

142 144 146 148 150 152 154 156 158 0 162 164 166 168 170 172 174 176 178 180 182 184 186 188 190 192 19¢

u=1675 0=54

/" Normaalijakauma
u 167.5 G54

HHIE
P(X <160 ) = 0.0824332¢
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Todenndkdisyys, ettd satunnaisesti valittu nainen on alle 160 cm, on:
P(nainen alle 160 cm) = 0,08243326 . ..

Lasketaan vastaavasti todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu mies on alle 160
cm:

Jakauma Tilastot

152 154 156 158 160 162 164 166 168 170 172 174 176 178 180 182 184 186 188 190 192 194 196 198 200 202 204 206 208 210

p=181 0=6.06

./~ Normaalijakauma
u 181 o 6.06
HIE I E
P(X < ‘160 ) = 0.00026477

Todenndkdisyys, ettd satunnaisesti valittu mies on alle 160 ¢cm, on:

P(mies alle 160 cm) = 0,00026477 . ..

Lasketaan kysytty todennakdisyys:
P(mies alle 160 cm ja nainen alle 160 cm) = P(mies alle 160 cm) - P(nainen alle 160 cm)

= 0,00026477. .. - 0,08243326 . ..
= 2,18262...-107°

~ 22107

Vastaus: Todennakoisyys, etta satunnaisesti valittu nainen ja satunnaisesti valit-
tu mies ovat molemmat alle 160 cm, on 2,2 - 107° (= 0,000022).
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Ratkaistaan tehtava TI-Nspirella.

Suomalaisten naisten pituus noudattaa normaalijakaumaa parametrein . = 167,5
ja o = 5,40. Lasketaan TI-Nspirella todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu nai-
nen on lyhyempi kuin 160 cm:

P(nainen alle 160 cm) = normCdf(—infinity, 160, 167.5,5.40)

— 0,082433. ..

Suomalaisten miesten pituus noudattaa normaalijakaumaa parametrein u = 181
jao = 6,06. Lasketaan TI-Nspirella todennakaisyys, etta satunnaisesti valittu mies
on lyhyempi kuin 160 cm:

P(mies alle 160 cm) = normCdf(—infinity, 160, 181, 6.06)

— 0,00026482 . ..

Lasketaan kysytty todennakdisyys:

P(mies alle 160 cm ja nainen alle 160 cm) = P(mies alle 160 cm) - P(nainen alle 160 cm)

= 0,00026482. ... - 0,082433 ...

=2,18300...-107°

~2,2-107°

Vastaus: Todennakoisyys, ettd satunnaisesti valittu nainen ja satunnaisesti valit-
tu mies ovat molemmat alle 160 cm, on 2,2 - 1075 (= 0,000022).
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Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Kaytetaan normaalijakaumataulukkoa, jolloin arvot taytyy normittaa alla olevan
kaavan avulla:

z =
o
Ylla olevassa kaavassa i on odotusarvo (eli keskiarvo) ja o on keskihajonta. Normi-
tettu arvo z ilmoittaa, kuinka monen keskihajonnan paassa odotusarvosta muut-
tujan arvo x on.

Lasketaan ensin todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu nainen on alle 160 cm.
Normitetaan arvo 160 cm:

100em = IOT.5em _ 39888 ~ 1,39

5,40 cm

Todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu nainen on alle 160 cm:

P(nainen alle 160 cm) = ®(—1,39)
=1-—®(1,39) ||taulukosta : ®(1,39) = 0,9162
— 10,9162

— 0,0838

Lasketaan sitten todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu mies on alle 160 cm.
Normitetaan arvo 160 cm:

100an —18em _ 3 653, 3,47 (00030)

6,06 cm

Todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu mies on alle 160 cm:
P(mies alle 160 cm) = &(—3,47)
=1—®(3,47) ||taulukosta : ®(3,47) = 0,9997
=1-20,9997

— 0,0003
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Lasketaan kysytty todennakadisyys:

P(mies alle 160 cm ja nainen alle 160 cm) = P(mies alle 160 cm) - P(nainen alle 160 cm)

= 0,0003 - 0,0838

=2514...-107°
~25-107°

Vastaus: Todennakoisyys, etta satunnaisesti valittu nainen ja satunnaisesti valit-
tu mies ovat molemmat alle 160 cm, on 2,5 - 107°.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Ratkaistaan tehtava GeoGebran todennakdisyyslaskurilla.
Kokeilemalla saadaan, etta pituuden tulee olla pienempikuin 172, 9 cm. :

142 144 146 148 150 152 154 156 158 160 162 164 166 168 170 172" 174 176 178 180 182 184 186 188 190 192 19

pH=1675 0=54

/" Normaalijakauma v
b 1675 |o5.4
ABEIE
P(171 =X =/1729 )= 0.09978931

Talldin Annelin kdyttama luku x on:

r=1729cm — 171cm = 1,9cm
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Vastaus: Annelin kdyttama luku on x = 1,9 cm.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Ratkaistaan tehtava TI-Nspirella.

Merkitdan satunnaismuuttujalla X naisen pituutta. Todennakaisyys, etta satun-
naisesti valittu nainen oli pidempi kuin 171 cm, mutta lyhyempi kuin (171+42) cm,
oli 0,10, joten:

P(171 < X < 171 +z) = 0,10

Lasketaan laskinohjelmalla todennakoisyys, etta satunnaisesti valittu nainen on
lyhyempi kuin 171 cm:

P(X < 171) = normCdf(—infinity, 171, 167.5, 5.40)

— 0,741555 . ..

Todenn&kaisyys, etta satunnaisesti valittu nainen on lyhyempi kuin (171 + x) cm
on:

P(X < 171 + x) = normCdf(—infinity, 171 4+ 2, 167.5, 5.40)

Todennakdisyys, etta satunnaisesti valittu nainen on pidempi kuin 171 cm, mutta
lyhyempi kuin (171+z) cm, saadaan véhentamalla todennékoisyys P(X < 171)
todenn&koisyydesta P(X < 1714z). Toisaalta tdman todennakaisyyden piti olla
0,10, joten:

P(171 < X < 171 + z) = 0,10 (Ronc&)]
P(X < 171+ ) — P(X < 171) = 0,10 220 109)]

Ratkaistaan yhtaldsta x laskinohjelmalla:

normCdf(-»,171,167.5,5.4) 0.7415555

solve(normCdf{-e2,171+x,167.5,5.4)-0.74155549954137=0.1,)
x=1.904706
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Laskinohjelmalla saadaan ratkaisu:

z = 1,90470. ..
o ~ 1.9 @0

Vastaus: Annelin kdyttama luku on z = 1,9 cm.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Ratkaistaan tehtava kayttamalla normaalijakaumataulukkoa.

Merkitdan satunnaismuuttujalla X naisen pituutta. Todennakaisyys, ettd satun-
naisesti valittu nainen oli pidempi kuin 171 cm, mutta lyhyempi kuin (17142) cm,
oli 0, 10, joten:

P17l < X <171 +x) =0,10

P(171—167,5 c X< 171 +x — 167,5) _o, 10

5,40 - 5,40

35+
P 4814. .. < X < = =01
(0,68 < X< 510 ) 0,10

@(3’5;:6) — ®(0,65) = 0,10 ||taulukosta : ©(0,65) = 0,7422
@(3’55;556> —0,7422 = 0,10 || +0,7422
35+
o= = 0,10 + 0,7422
( 5,40 ) 0D

@(3’5 i x) = 0,3422

5,40

Taulukosta saadaan, ettd ®(1,00) = 0,8413, joka on ldhimpanéa arvoa 0,8422 .
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Talléin saadaan:

“

3,0+

= 0,8422

5,
SO _ 100 |- 5,40 (RORETH)

5,40
35+z =540 ||—35

xr =540 —-3,5

z = 1,9 (poht120)]

Vastaus: Annelin kayttama luku on x = 1,9 cm.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Mustikkapiirakat (12 p.)

Mustikkapiirakan leivontaohjeessa lukee, etta piirakan valmistamiseen tarvitaan 2,5 dl
sokeria. Piirakkaohje on tarkoitettu pyéreapohjaiseen vuokaan, jonka halkaisija on
30 cm. Henkka ja Maukka leipovat samanpaksuisia mustikkapiirakoita koulun myy-
jaisiin.

1. Henkka leipoo nelja uunipellillista mustikkapiirakkaa. Uunipellin mitat ovat
30 cm x 40 cm. Kuinka paljon han tarvitsee sokeria? (6 p.)

2. Maukka arvioi, etta paras tuotto saadaan pienilld ympyranmuotoisilla piirakoilla.
Han kayttaa pydreapohjaisia vuokia, joiden halkaisija on 10 cm, ja nelinkertaistaa
leivontaohjeen ainekset. Kuinka monta piirakkaa han leipoo? (6 p.)

Ratkaisu.

‘/sokeri = 275 dl
dyuoka = 30 cm
Lasketaan piirakkaohjeen mukaisen pyoreapohjaisen vuoan pinta-ala:

2
Avuoka =T" T\/uoka

=7 (15cm)?
= 706,858 . .. cm? (1020

Lasketaan uunipellin pinta-ala:

Auunipelti =30cm - 40 cm

— 1200 cm®

Henkka leipoo 4 uunipellillists, joiden yhteispinta-ala on 4 - Aynpers W24,
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Merkitaan tarvittavan sokerin tilavuutta kirjaimella z. Kaytettavan sokerin tilavuus
ja vuoan pinta-ala ovat suoraan verrannolliset, joten:

T _ Veoker

4. Auunipelti Avuoka

x B 2,5dl
4-1200cm?  706,858... cm?
2.5dl .
< I SRR = =~ || - (4800 cm?)
4800 cm? 706,858 ... cm?
2,5dl
= ’ - 4800 cm?
* T 706,858 .. cm? om
z=16,976...dl

x%l?dl

Vastaus: Sokeria tarvitaan 17 dl.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Maukka nelinkertaistaa leivontaohjeen, jolloin alkuperdisen vuoan kokoisia piira-
koita saataisiin nelja. Lasketaan naiden yhteenlaskettu pinta-ala:

2
4- Avuoka =4-7- Tyuoka

=4-7-(15cm)?
=4-706,858... cm?

= 9827,4333... cm?

Lasketaan yhden pienen py6reapohjaisen vuoan pinta-ala, kun sen halkaisija on
10 cm:

_ 2
Apieni = T Thieni

=7 (5cm)?

= 78,5398... cm’
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Merkitaan piirakan paksuutta kirjaimella h. Leivottavien piirakoiden lukumaara n
saadaan jakamalla neljan alkuperdisen vuoan yhteistilavuus yhden pienen vuoan
tilavuudella:

4'Vvoka 4‘140ka'h
po L ass 4 A

%ieni Apieni -h

Koska piirakat olivat samanpaksuisia, supistuu piirakan paksuus h pois ylla ole-
vasta yhtaldsta. Talloin leivottavien piirakoiden maara n saadaan jakamalla nel-
jan alkuperdisen vuoan yhteispinta-ala yhden pienen vuoan pinta-alalla:

n— 4. Avuoka _ 2827’4333 o Cm2 =36

Apieni 78,5398 e sz

Vastaus: Maukka leipoo 36 piirakkaa.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Koska piirakat ovat yhta paksuja, taikinan maara on suoraan verrannollinen lei-
vottavien piirakoiden yhteispinta-alaan.

Pinta-alojen suhde on mittakaavan nelié. Kun vuoan halkaisija muutetaan 30 sent-
timetrista 10 senttimetriin, vuoan pohjan pinta-alaksi tulee

10\* 1
30) 9
alkuperaisesta . Ohjeen mukaisella taikinamaaralla saa siis 9 piirakkaa.

2p (yht. 10p)

Nelinkertaisesta taikinasta saa 4 - 9 = 36 piirakkaa. (22129

Vastaus: Maukka leipoo 36 piirakkaa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksiad, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Lintujen talviruokinta (12 p.)

Aineisto:

11. A Kuva: Lintulauta
11.B Video: Lintulautavideo

Lintuharrastaja on aloittanut lintujen talviruokinnan. Han on hankkinut uuden, kuvan
11.A ja videon 11.B mukaisen lintujen ruokintalaitteen.

1. Mallinna lintujen ruokintalaitetta sopivan sarmion avulla. Piirrad kuva sdrmiosta ja
laske sen tilavuus. (6 p.)

2. Valmistajan ilmoituksen mukaan ruokintalaitteen tilavuus on noin 1,6 litraa. Pe-
rustele, mista ero valmistajan ilmoittaman tilavuuden ja osatehtavan 11.1 arvion
valilla muodostuu. (2 p.)

3. Kuinka monta kertaa tyhjan ruokintalaitteen voi tayttaa 25 kilogramman sakilli-
sestd auringonkukansiemenid, kun siemensekoituksen tiheys on 0,460 kg/dm?3?
Kayta ratkaisussasi valmistajan ilmoittamaa ruokintalaitteen tilavuutta. (4 p.)

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Lintulauta on likimain sarmio, jonka pohja on tasakylkinen kolmio. Videosta nah-
daan, etta tasakylkisen kolmion kanta on 18,0 cm ja kylki 19,5 cm.
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Videosta nahdaan myds, etta sarmion korkeus on 13,5 cm.
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Kolmion kannaksi kayvat luvut valilta 17,5 — 18,5 cm, kolmion kyljeksi luvut valilta
19,0—20,0 cmja sarmiodn korkeudeksi luvut valiltad 13,0—14,0 cm. Vastaus riippuu
kaytetyista mitoista.

Piirretdaan sarmidsta mallikuva laskinohjelmalla. Alla olevassa kuvassa
mitat ovat senttimetreina.
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a=18.0

hy=13.5

Jotta voitaisiin laskea sarmidn pohjan pinta-ala, lasketaan sarmidn pohjan kor-
keus h,. Huomaa, ettd sérmion pohjan korkeus on eri asia kuin sérmién korkeus.

Tasakylkisen kolmion korkeusjana jakaa kannan kahteen yhta pitkdan osaan. Mo-

18 cm
lempien osien pituus on 5 = 9cm . Piirretdan mallikuva sarmion
pohjasta. Pituuden yksikkd on alla olevassa kuvassa senttimetri.
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Muodostetaan yhtald Pythagoraan lauseen avulla ja ratkaistaan sarmién pohjan
korkeus h,.

h2 + 9% = 19,52
B2+ 81 = 380,25
h?= 380,25 — 81
h% = 299,25
hy = £1/299,25
h, = +17,298 . ..

Yhtald voidaan ratkaista myos laskinohjelmalla, kunhan taéma ilmoitetaan selkeas-
ti ratkaisussa.

Sivun pituus ei voi olla negatiivinen, joten h, = 17.298 ... cm.
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Lasketaan sarmién pohjan pinta-ala.

= 5-180m-17,298... cm

= 155,689 .. cm?

Lasketaan sarmion tilavuus.
V=A,-h,
=155,689... cm? - 13,5 cm
=2101,809... cm?®

~ 2100 cm®

=21dm?
=21/

Vastaus: 2100 cm?

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

mafy.fi

Lintulauta on likimain sarmi@, jonka pohja on tasakylkinen kolmio. Tasakylkisen

kolmion kanta on 18,0 cm ja kylki 19,5 cm. Sarmién korkeus on 13,5 cm.
Mitat riittaa katsoa videosta kokonaisluvun tarkkuudella, eli kyljeksi kdy 205 cm ja

korkeudeksi 145 cm. Vastaus riippuu kaytetyista mitoista.

Piirretaan laskinohjelmalla kolmio, jonka karjet on valittu kasin siten, etta kolmion

kylkien pituus on 19,5 cm ja kannan pituus 18,0 cm.
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19.5 19.5

18

Kolmio voidaan piirtaa tarkasti esimerkiksi nain: Piirretaan koordinaatistoon pis-
teet (0,0) ja (18, 0). Piirretadn ympyréa, jonka keskipiste on (0, 0) ja sade 19,5. Piir-
retddn ympyra, jonka keskipiste on (18, 0) ja sade 19,5. Maaritetaan laskinohjel-
man ty6kalulla naiden ympyroéiden leikkauspisteet. Pisteet (0, 0), (18, 0) ja kumpi
tahansa ympyroiden leikkauspisteista muodostavat juuri oikeanlaisen kolmion.

Piirretaan laskinohjelmalla sarmi6, jonka pohjana on edella piirretty kolmio ja jon-
ka korkeus on 13,5.

Jana
~@ a=19.5
® b=195
. d1 - 18
Kartioleikkaus
c: X2 +y?=380.25
d: (x - 18)2 + y2 = 380.2!
Kolmio
~@ k1= 155.689595028055
Piste
A=(0,0)
B = (18, 0)
C=(9, -17.2988438920
D = (9, 17.29884389200
Sarmio
~@® e =2101.809532878752
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Sarmion tilavuudeksi saatiin laskinohjelman tyékalulla

92101.809 . .. cm® ~ 2100 cm®
=21dm?
—217.

Vastaus: 2100 cm?

2. Vastaus: Kohdassa 11.1 tasakylkisten kolmioiden ajateltiin olevan pystysuoria.
Todellisuudessa nain ei ole, vaan kolmioiden alareunat ovat kohdan 11.1 sar-
midn sisalla. Vinous johtuu 3 senttimetrin syvennyksista, joihin linnut tulevat sy6-
maan. Lisaksi ruokintalaitetta ei valttamatta valmistajan mittauksessa ole taytet-
ty piripintaan asti. Naista syista todellinen tilavuus on a-kohdan arviota pienempi.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Ruokasakin tilavuus on

%k ()

0.460 k&

dm3

= 54,347 ... dm®

— 54,347 ... ¢. (120109
Tayttokertojen maara on

54,347 .. E m

160
= 33,967 . ..

~ 34. (1005 120)]

Hyvaksytaan myds alaspain, 33 kertaan, pyoristetty tulos.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Tayttolaitteen tilavuus on 1.6 £ = 1.6 dm?.

Tayttolaitteeseen mahtuvan ruoan massa on

1.6 dm® - 0.460 %
m

— 0,736 ke.

Tayttokertojen maara on

25kg
0,736 kg

— 33.967. .. ~ 34. (1PUN120)]

Hyvaksytaan myos alaspain, 33 kertaan, pyoristetty tulos.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Pokémon GO (12 p.)

Pokémon GO -pelissa kaikilla pokémoneilla on hyokkays-, puolustus- ja kestavyysar-
vo, joista jokainen on kokonaisluku joukosta {0,1,...,15}. Oletetaan, ettd nama
arvot arvotaan ja etta jokaisen arvon todennakdisyys on sama.

1. Kuinka monta erilaista hyokkays-, puolustus- ja kestavyysarvoyhdistelmaa on ole-
massa? (4 p.)

2. Kuinka monta erilaista tapaa on saada pokémon, jolle hytkkays-, puolustus- ja
kestavyysarvojen summa on 43? (4 p.)

3. Pelissa on my6s ns. varjopokémoneja. Oletetaan, ettd myds niille arvotaan arvot
0-15 samalla tavalla. Jos varjopokémonin puhdistaa, nousee sen jokainen arvo
kahdella, kuitenkin korkeintaan viiteentoista. Mika on todennakoisyys saada var-
jopokémon, jonka arvot puhdistamisen jalkeen ovat 15-15-15?7 (4 p.)

Ratkaisu.

1. Hyokkaysarvolle on 16 mahdollista vaihtoehtoa, samoin puolustusarvolle on 16

mahdollista vaihtoehtoa ja kestavyysarvolle on 16 mahdollista vaihtoehtoa.
Tuloperiaatteen mukaan hydkkays-, puolustus- ja kestavyysarvoyhdistelmia on

16 - 16 - 16 (2eoe3p)
— 4096 (pone)

kappaletta. Kohdan 12.3 kannalta on hyva huomata, ettd nama yhdistelmat ovat
kolmen luvun (jarjestettyja) jonoja.

Vastaus: 4096 yhdistelmaa

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Jos hyokkaysarvo on jokin luvuista 0 — 12, puolustusarvon ja kestavyysarvon sum-
man on oltava vahintdan 43 — 12 = 31, mika on mahdotonta, koska seka puolus-
tusarvo etta kestavyysarvo ovat korkeintaan 15.
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Jos hydkkaysarvo on 13, puolustusarvon ja kestavyysarvon summan on oltava
43 — 13 = 30,

joten seka puolustusarvon ettd hydkkadysarvon on oltava 15. Nain saadaan yksi

suotuisa tapa, 13-15-15.
Jos hydkkdysarvo on 14, puolustusarvon ja kestavyysarvon summan on oltava
43 — 14 = 29,

joten puolustusarvon ja hyokkaysarvon on oltava 15 ja 14 jommassakummassa
jarjestyksessa. Nain saadaan kaksi suotuisaa tapaa, 14-15-14 ja 14-14-15.

Jos hyokkadysarvo on 15, puolustusarvon ja kestavyysarvon summan on oltava
43 — 15 = 28,

joten puolustusarvon ja hyokkdysarvon on oltava 15 ja 13 jommassakummassa
jarjestyksessa tai molempien on oltava 14. Nain saadaan kolme suotuisaa tapaa,

15-15-13, 15-13-15 ja 15-14-14.

Yhteensa erilaisia tapoja saada summaksi 43 on

142+ 3= 6. (eomee)

Vastaus: 6 tapaa

Ratkaisuvaihtoehto 2

Jos jokainen kolmesta arvosta olisi 15, summa olisi
15415 + 15 = 45,

joka on kaksi liian paljon. On siis pienennettava joko yhta kolmesta arvosta kah-
della tai kahta arvoa yhdella.

Summaksi tulee 43, jos arvot ovat 15, 15 ja 13 jossakin jarjestyksessa.
Naita jarjestyksia on 3, koska luvun 13 paikka kolmen luvun jonossa voidaan valita

kolmella tavalla.
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Summaksi tulee 43 my®@s, jos arvot ovat 15, 14 ja 14 jossakin jarjestyksessa.
Naita jarjestyksia on 3, koska luvun 15 paikka kolmen luvun jonossa voidaan valita
kolmella tavalla.

Yhteensa erilaisia tapoja saada summaksi 43 on

3+ 3 = 6. (ohesn)

Vastaus: 6 tapaa

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Kaytetaan alkeistapauksina kolmen luvun jonoja. Kuten kohdassa 1 todettiin, nai-
den jonojen maara on 4096.

Kunkin kolmesta arvosta on oltava 13, 14 tai 15, joten kullekin arvolle on 3 mah-

dollisuutta. Suotuisten kolmen luvun jonojen maara on tuloperiaatteen
mukaan

3.3.3 — 27, ()

Kysytty todennakdisyys on

27
P(kaikki arvot puhdistamisen jalkeen 15) = ——

4096
= 0,00639. ..

~ 0,0066.

27
Vastaus: —— ~ 00,0066
astaus 10906 ,
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kunkin kolmesta arvosta on oltava 13, 14 tai 15 ,joten kullekin arvolle on
3 mahdollisuutta.

3
Todennakoisyys, etta hyokkaysarvo on 13, 14 tai 15, on P, = 6

Todennakdisyys, ettd puolustusarvo on 13, 14 tai 15, on PP, = 6

3
Todenné&kéisyys, ettd kestavyysarvo on 13, 14 tai 15, on P, = G Tp Wht- 10p) )

Hyokkays-, puolustus- ja kestavyysarvo eivat riipu toisistaan, joten voidaan kayt-
taa riippumattomien tapahtumien kertolaskusaantoa. Kysytty todennakdisyys on

P(jokainen arvo vahintaan 13) = P, - P, - P

1p (yht. 11p)

16 16 16

27

~ 4096
— 0,00659 . . .

~ 0,0066.

27
Vastaus: —— =~ 00,0066
astaus 10906 )

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Suurin pinta-ala (12 p.)

Suorakulmion alareuna on positiivisella z-akselilla, vasen pystyreuna positiivisella y-
akselilla ja oikea yldkulma paraabelilla y = —2% + 9 Maarita derivaatan avulla suo-
rakulmion suurin mahdollinen pinta-ala.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Suorakulmion karkien koordinaatit ovat (0, 0), (x,0), (x,y) ja (0, y) ,jossa

y:9—x2.

Funktio f(z) = —x? + 9 on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen ter-
min kerroin on negatiivinen, joten funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli.
Mallikuva, jota ei vaadita:

127y
10 |f(x) = —2°+9

(z,y)

Koska suorakulmion vasen reuna on y-akselilla, on oltava z > 0.

Koska suorakulmion ylareuna kulkee paraabelilla olevan pisteen kautta ja alareuna
on z-akselilla, paraabelilla olevan karjen y-koordinaatin on oltava vahintaan 0. Rat-
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kaistaan funktion f(x) = —z? 4 9 nollakohdat.

f(z) =0

—24+9=0
—2? = -9

=9
= +v9
r==x3

Koska funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, funktio saa nollakohtien va-
lissa positiivisia arvoja. Vasemmanpuolisen nollakohdan vasemmalla puolella funk-
tio saa negatiivisia arvoja, samoin oikeanpuoleisen nollakohdan oikealla puolella. On
siisoltava —3 <z < 3.

Yhdistamalla epayhtalotz > 0ja —3 <z < 3saadaan 0 < x < 3.

Suorakulmion kanta on x ja korkeus y = —z% + 9. Suorakulmion pinta-ala on

A=uxy
=z(—2*+9)
= —2” 4 9z.

Derivoidaan funktio A(x) = —z3 + 9.

Alx) = —32° 4 9.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

Al(x)=0
—32°+9=0
—3r*=-9 ||:(-3)
2 =3
x:i\/g
r=+1,732...
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Naista vain x = /3 toteuttaa ehdon 0 < z < 3.

Polynomifunktio saa suljetulla valillda suurimman arvonsa valin paatepisteessa tai va-

lilld olevassa derivaatan nollakohdassa. Lasketaan funktion A(x) = —z% + 9z arvot
valin 0 < x < 3 paatepisteissa x = 0 ja x = 3 seka derivaatan nollakohdassa
T = \/§

A(0)=—0*+9-0=0
A(V3) = —v3 +9-V3 =613 =10,302...
A(3) = —3% 493 = o (levit 1on)]
Naista arvoista suurin on A(\/g) = 6v3 =10,392... ~ 10,39 .
Vastaus: 61/3 ~ 10,39

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Suorakulmion karkien koordinaatit ovat (0, 0), (z,0), (z,y) ja (0,y) ,jossa

y:9—w2.

Funktio f(x) = —z% + 9 on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen ter-
min kerroin on negatiivinen, joten funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli.
Mallikuva, jota ei vaadita:

12y
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Koska suorakulmion vasen reuna on y-akselilla, on oltava z > 0.

Koska suorakulmion ylareuna kulkee paraabelilla olevan pisteen kautta ja alareuna
on z-akselilla, paraabelilla olevan karjen y-koordinaatin on oltava vahintaan 0.

Tallennetaan funktio f(z) = —x? + 9 laskinohjelman muistiin. Laskinohjelmalla
saadaan epayhtalon f(z) > 0 ratkaisuksi —3 < x < 3.

Yhdistamalla epayhtaldétxz > 0ja —3 <z < 3saadaan 0 < x < 3.

Suorakulmion kanta on x ja korkeus y = —2% 4 9. Suorakulmion pinta-ala on

A:xy
:x(—x2+9).m

Tallennetaan funktio A(z) = z(—x* + 9) laskinohjelman muistiin. Ratkaistaan las-
kinohjelmalla funktion A derivaatan nollakohdat yhtélosta A’(z) = 0. Ratkaisuksi

saadaanz = +/3 = +1,732. .. .

Derivaatan nollakohdista vain x = \/§toteuttaa ehdon0 <z <3 .

Polynomifunktio saa suljetulla valilla suuriman arvonsa valin paatepisteessa tai valilla
olevassa derivaatan nollakohdassa. Lasketaan funktion A(z) = —x3+9z arvotvalin
0 < x < 3 paatepisteissd « = 0 ja z = 3 seka derivaatan nollakohdassa z = /3.
Laskinohjelmalla saadaan seuraavat arvot:

A(0) =0
A(V3) =6v3=10,392. ..
A(3) =0

Naistd arvoista suurin on A(v/3) = 6v/3 = 10,392. .. ~ 10,39 (poht1im)
Vastaus: 6v/3 ~ 10,39

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Suorakulmion karkien koordinaatit ovat (0, 0), (z,0), (z,y) ja (0,y) ,jossa

y:9—x2.
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Funktio f(z) = —x? + 9 on toisen asteen polynomifunktio, jonka toisen asteen ter-
min kerroin on negatiivinen, joten funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli.
Mallikuva, jota ei vaadita:

12y

Koska suorakulmion vasen reuna on y-akselilla, on oltava z > 0.

Koska suorakulmion ylareuna kulkee paraabelilla olevan pisteen kautta ja alareuna
on x-akselilla, paraabelilla olevan karjen y-koordinaatin on oltava vahintaan 0. Rat-
kaistaan funktion f(z) = —x? 4+ 9 nollakohdat.

flx) =0

—22+9=0
—?=-9

=9
=49
r==x3

Koska funktion kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, funktio saa nollakohtien va-
lissa positiivisia arvoja. Vasemmanpuolisen nollakohdan vasemmalla puolella funk-
tio saa negatiivisia arvoja, samoin oikeanpuoleisen nollakohdan oikealla puolella. On
siisoltava —3 < x < 3.
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Yhdistamalla epayhtalotz > 0ja —3 <z < 3saadaan 0 < x < 3.

Suorakulmion kanta on z ja korkeus y = —z% + 9. Suorakulmion pinta-ala on
A=uxy
=z(—2*+9)
= —23 4+ 9z.

Derivoidaan funktio A(x) = —z3 + 9.

Al(z) = —32* +9.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

Al(x)=0
—32°+9=0
=9 || (=3)
7% =3
x:j:\/g
r==x1,732...

Derivaattafunktion A’ kuvaaja on alaspain aukeava paraabeli, joten derivaatan merk-
ki on positiivinen derivaatan nollakohtien x = —\/§ja r = /3 valissa ja negatiivi-

nen, kun z < —/3taiz > v/3.

Rajoitetaan kulkukaavio valille 0 < z < 3 ja piirretaan se LibreOffice Drawlla.

0 V3 3
A(X) + -
B 4
A(X) — \
P a
1p (yht. 10p)

Kulkukaavion piirtamisesta .

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 62


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

Kulkukaaviosta nahdaan, etta funktio A saa suurimman arvonsa, kunz = \/5
Lasketaan suurin arvo.

AWV3) = V3 +9-v3=6V3=10,392...
Suurin pinta-ala on A(v/3) = 6v/3 = 10,392 .. =~ 10,39 (tpohe 120)

Vastaus: 61/3 ~ 10,39

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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