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1. Perustehtavia (12 p.)

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen kohdan vastaus on kokonaisluku.

Tehtdvassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria. Kunkin vastauksen
maksimipituus on 5 merkkid. Vastaukset arvostellaan tietokoneavusteisesti ja ohjei-
den noudattamatta jattaminen voi johtaa pistevahennyksiin.

1.1. Polynomin p(z) = z* — 6z suurempi nollakohta on (2. p)

z = |

1.2. Funktion f(z) = 2® — 2> + 1 arvo kohdassa = = 2 on (2. p)

f2) =] |

1.3. Funktion f(x) = 2% — 2% + 1 derivaatan arvo kohdassa = = 2 on (2. 9))

f'(2) = |

1.4. Yhtalén 5% = 25 ratkaisu on (2. p)

k= |

216
1.5. Funktion f(z) = ’

raja-arvo kohdassa x = 4 on (2. p)

lim () = | |

r—4

1.6. Maarita lausekkeen 23 4 1 arvo, kun 22 +1 = 26jax < 0. (2. p)

x?’—i-l:] \
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Ratkaisu.

11 6 2p (yht. 2p)

Lisaselitys lukijalle: Tehtavan polynomi on
p(z) = 2° — 62
= x(z — 6).
Tulon nollasédanndn nojalla polynomin arvo on nolla, kun
r=0 tai r—6=0
x = 0.

Nain ollen suurempi nollakohta on 6.

12 5 @)

Lisaselitys lukijalle: Funktion arvo saadaan sijoittamalla z = 2 funktion lausek-
keeseen.

f(2)=2"-2*+1
=8—4+1

= 9.

13 s D

Lisaselitys lukijalle: Derivoidaan funktio.
fx) =2 —a2*+1
f'(z) = 32° — 2.
Funktion derivaatan arvo saadaan sijoittamalla x = 2 derivaatan lausekkeeseen.
fl(x)=3-2*-2.2
=3-4-4
= 8.
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T
Lisaselitys lukijalle: Ratkaistaan k yhtalosta.

5/{75

I
|\
Ot

k—5

|
t
N

5

Eksponenttifunktio 555 on aidosti kasvava, joten tisté seuraa

k—5=2
k=245
k=T

15 5 @T)

Lisaselitys lukijalle: Muokataan lauseketta, kun x # 4.

I2—167:172—42

r—4 z—4

mafy.fi

Kaytetaan kaavaa (a —b)(a+b) = a* — b? osoittajaan. Tassé tapauksessa a = z

jab=4.

A+

Nain ollen kysytty raja-arvo on

o x?2—16
lim
r—4 r —

—4+4

= 8.
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16 —124

Lisaselitys lukijalle: Ratkaistaan x annetusta yhtaldsta.

2’ +1=26
2 =26—1
2 =25
T =+vV25

r=>5 tai T = —H.

Tehtavanannon mukaan z < 0, joten x = —5. Sijoitetaan tdma lausekkeeseen
23 + 1, jonka arvoa kysyttiin.

(=5 +1=—125+1=—124.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Useita ratkaisutapoja (12 p.)

Yhtaloita ratkaistaessa kaytetaan usein osittelulakia eli kerrotaan sulkeet auki tai ote-
taan yhteinen tekija;

dr+1)=4o+4

on esimerkki sulkeiden auki kertomisesta ja
dr+4=4(zx+1)

on esimerkki yhteisen tekijan ottamisesta.

1. Ratkaise yhtald

2z +1)(z—6)=0

ja yhtalo
2y +1)(y—6)=—6

eri tavoilla niin, etta toinen yhtalo ratkaistaan kertomalla sulkeet auki ja toinen
niin, etta sulkeita ei kerrota auki. (6 p.)

2. Ratkaise yhtalo
5(7z — 2) + 7(Tx — 2) = 12

ja yhtalo
5(Ty — 2) + 7(Ty + 2) = 12

eri tavoilla niin, etta toinen yhtald ratkaistaan kertomalla sulkeet auki ja toinen
niin, etta sulkeita ei kerrota auki. (6 p.)

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 6
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Ratkaisu.

1. Ratkaistaan yhtalo (2x + 1)(x — 6) = 0 kertomatta sulkuja auki ja yhtalé
(2y + 1)(y — 6) = —6 kertomalla sulut auki.

(22 +1)(z —6) =0

Tulon nollasadnndn nojalla yhtald on tosi, kun

20+1=0 S
2=l |2 i 7 — (o)

r— L [

1
Ratkaisu: r = —5 taixz = 6.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

2y +1)(y —6) =6
20-y+2y-(—6)+1-y+1-(—6)=—6
2y — 12y +y—6=—6

2y? — 11y = 0 (1eoneep)]

y(2y —11) =0
Tulon nollaséannén nojalla yhtald on tosi, kun
2 - 11=0 . y — o (zom)

20 =11 [ :2

y— L. Gone)
. , 11
Ratkaisu: y = O taiy = 5
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

(2y+1)(y —6) = —6
2-y+2y-(=6)+1-y+1-(—6)=—6
2y — 12y +y— 6= —6

2y — 11y + 0 = 0 (1ROM4)]

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla:

—(=11) £ +/(-11)2—4-2-0
y = 5

2
IREEST
y=74

N ) S B )

. : 11
Ratkaisu: y = O taiy = 5

2. Ratkaistaan yhtél6 5(7z — 2) + 7(7z — 2) = 12 kertomatta sulkuja auki ja yhtalo
5(7y — 2) + 7(7y + 2) = 12 kertomalla sulut auki.

5(Tx —2) + 7(Tx — 2) = 12
Otetaan (7z — 2) yhteiseksi tekijéksi.

G+ 7)(Tx —2) =12
12(72 — 2) = 12 O] | 19
7o — 2 = 1 (1poht )]
Tx=3 |:7

= 3 (o)
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3
Ratkaisu: r = ?

5(7y — 2) + 7(Ty +2) = 12
5-Ty+5-(=2)+7 - Ty+7-2=12

35y — 10+ 49y + 14 = 12 (1POnc109))
84y + 4 = 12(1p0N11P)

84y =8 | :84
_ 8
Yy=3

- 2 (o

2
Ratkaisu: y = o1

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. abB A-tehtava (12 p.)

1.

Sievenna lauseke (a? 4+ v/2 ab + b?)(a® — V2 ab + b?). (6 p.)

2. Funktiosta

f(z) = Ae* + Bcos(3z)
tiedetaan, etta f(0) = 4ja f/(0) = 5. M&arita vakioiden A ja B arvot. (6 p.)

Ratkaisu.

1.

Pisteytyksesta: Taman lausekkeen sieventamiseen |6ytyi suoraan kaava MAOL-
taulukoista. Hyvan vastauksen piirteiden mukaan sievenndksen lopputulos on 3
p arvoinen ja sievenndksen valivaiheet ovat 3 p arvoiset. Jos Lausekkeen sieventaa
MAOL-taulukoiden avulla, on siita mainittava, jotta voi saada pisteet perusteluista.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

(a® + v/2ab + b%)(a® — V2ab + b?)
= (a® + b + V2ab)(a® + b* — V/2ab)

Kaytetdan kaavaa (z + y)(z — y) = 2% — y?. Tassé tapauksessa = a* + ? ja

y = v/2ab.
= (a® + %) - (V2ab)’
Kaytetadn kaavaa (z +y)? = x + 2zy + 3> Tassa tapauksessa r = a*jay = b°.

= (a®)? 4 222> + (V*)? — (V2)%a*D”
= a' + 2a%b* 4+ b* — 2a°D?
st

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 10
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Ratkaisuvaihtoehto 2

(a® + v/2ab + b*)(a®> — V2ab + b?)

Kerrotaan sulut auki.

=a’-a® +a* - (—V2ab) +a® - b? + V2ab - a* + V2ab - (—V2ab) + V/2ab - b
0 a2 4 b (—/2ab) + B2 - b2 (20 2)

= a* — V2a%b + a®b + V2a°b — 2420 + V2ab® + a?b* — V/2ab® + b*

= a* — V26D + V2a%b + V2ab® — V2ab* + b + a*b? — 2a2b? + b

_ gt 1 b, )

f(z) = Ae* + Bcos(3x).

Tiedetaan, etta

f(0) =4
Ae*® 4 Beos(3-0) =4
Ae? + Bcos(0) = 4
A-1+B-1=4

A+ B = 4(teor70)] ()

Derivoidaan f.
f'(xz) = 2Ae** — 3Bsin(3z).

Jos osasit derivoida funktion ongelmitta, hyppaa alla olevan varillisen tekstin yli!
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https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Lisaselitys lukijalle derivoinnista: Kummankin termin saa derivoitua yhdistetyn
funktion derivointisadnnolla. Merkitaan g(z) = Ae?®, h(z) = Ae®jai(z) = 2.
Talléin siis g(x) = h(i(x)). Funktioiden h ja ¢ derivaatat ovat

h'(z) = Ae”

i'(z) = 2,
joten yhdistetyn funktion derivointisaanndlla saadaan

d(z) =K (i(x)) - i'(x) = Ae** - 2 = 24e*.

Vastaavasti, jos merkitaan j(x) = Bcos(3z), k(x) = Bcos(z) jal(z) = 3z,
funktioiden k ja [ derivaatat ovat

K'(x) = —Bsin(z)

joten yhdistetyn funktion derivointisaanndlla saadaan

7' (z) =K (l(x)) - I'(x) = —Bsin(3z) - 3 = —3Bsin(3z).

Tiedetaan, etta

f(0)

2Ae*? — 3B sin(3 - 0)
2A¢e” — 3Bsin(0) =
2A-1-3B-0=

o
A2 (o)
2

)
5
)
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Sijoitetaan tama yhtaldon (1) ja ratkaistaan B.

A+ B =14
5
-+ B=4
2+
B=4—>
2
50
2 2
3 (o
5
5 3
Vastaus: A = —ja B = —.
2 2

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Polynomit (12 p.)

Polynomien f(z) = (x—2)(z+2)(x—1)jag(z) = —2(x—2)(x+2)(x+1) kuvaajat
leikkaavat toisensa kolmessa pisteessa (2,0), (—2,0) ja (xo, yo), missa —2 < z <
0.

1. Maarita leikkauspiste (o, ¥o)- (4 p.)

2. Laske polynomien kuvaajien valiin jaavan alueen pinta-ala vélilla [0, 2]. (8 p.)

Ratkaisu.

f@)=(x=2)(x+2)(z—1)
g(z) = —2(z — 2)(z + 2)(z + 1)
Ratkaistaan leikkauskohta, kun =2 < zy < 0.
[ (o) = g(o)
(0 = 2} F 2) (w0 — 1) = —2(z = 2)rg F 2)(zo + 1) 2P
$0—1:—2(J50+1)

IL‘Q—]_:—Q,IO—Q

3%0:—1 H3
_ L e
3

Lasketaan leikkauskohdan y-koordinaatti.

((D-(GG) ()

~ 11 ()
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, , 1 140
Vastaus: Kysytty leikkauspiste on 397

2. Funktioilla f ja g ei ole leikkauspisteitd valilla [0, 2[. Sijoitetaan = = 0 funktion
lausekkeisiin, jotta saadaan selville, kumpi funktioista saa suurempia arvoja talla
valilla.

f0)=(0-2)(0+2)(0-1)=4
9(0) = —2(0 —2)(0+2)(0+ 1) = 8.

Nain ollen siis tarkasteluvalilla g(x) > f(x) ,joten kuvaajien valiin jaa-
van alueen pinta-ala saadaan integroimalla erotusfunktiota g(z) — f(x) kyseisen
valin yli. Muodostetaan erotusfunktion lauseke.

g(x)— flx) = 2(x=2)(z+2)(z+1) — (x = 2)(xz + 2)(x — 1)
= (0= 2)(x +2)(~2(x+1) = (z - 1))
=(x—-2)(z+2)(-2z—-2—z+1)
= (z — 2)(z +2)(—3z — 1) (IRore D)
= (2 —4)(=3x — 1)

:—3563—962+12x—|-4

Erotusosamaaran lausekkeen voi sieventda myds seuraavasti, jos ei hoksannut
ottaa yhteista tekijaa:

g(x) = fz) = =2(z = 2)(z + 2)(z + 1) — (z = 2)(z + 2)(z — 1)
=—-2(2" = 2)(x+1) = (2" = 2)(z — 1)
= 202" —4)(x+1) = (2" = 4)(z — 1)
—2(2® + 2% —dx —4) — (2% — 2? — 4o + 4)
= 22" —22* +8x +8 — 2 +a® + 42 — 4
= 32" —a® + 122 +4
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Lasketaan kuvaajien rajoittama pinta-ala.

2
A:/(—3x3—x2+12x+4)dx

0

2
-/ (St g vt e
0

4
3 4 1 3 2 3 4 1 3 2 1p (yht. 11p)
= s 4622442 (20" =20 4+6-024+4-0
4 3 4 3
8
= 12— - +424+38
3
8
=20 -
3
60 8
33
52

() 7!

!
Vastaus: Kuvaajien valiin jaavan alueen pinta-ala valilla [0, 2] on 3

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Monivalinnat (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 1 tai 2 p.,
vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

5.1. Kaikissa suunnikkaissa lavistajat (1 p.)

m"on mon

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "ovat yhta pitkat”, “puolittavat toisensa”, "ovat koh-

tisuorassa toisiaan vastaan”, "jakavat suunnikkaan neljaksi keskenaan yhden-
muotoiseksi kolmioksi.”.

5.2. Kuutiossa on (1 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "4 tahkoa, 6 karkea ja 8 sarmaa”, "6 tahkoa, 8 kar-
kea ja 10 sarmaa”, "6 tahkoa, 8 karkea ja 12 sarmaa”, "8 tahkoa, 10 karkea ja 12
sarmaa”.

5.3. Suora, jolla on ympyran kanssa kaksi yhteista pistettd, on ympyran (1 p.)

HZAT] "om "o

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "kaari”, "sekantti”, “tangentti”, "segmentti”.

5.4. Paraabeli muodostuu niista tason pisteistd, jotka ovat yhta etaalla kiinteasta
suorasta ja paraabelin (1 p.)

"o mon S

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "huipusta”, "nollakohdista”, "polttopisteesta”,
akselista”.

symmetria-

5.5. Kun vektori, joka ei ole nollavektori, kerrotaan pituutensa kaanteisluvulla, saa-
daan vektorin (1 p.)

HZAN] mon

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "vastavektori”, “pistetulo itsensa kanssa”, "paate-
pisteen paikkavektori”, "kanssa samansuuntainen yksikkovektori”.

5.6. Avaruuden kolme eri pistetta ei koskaan maaraa yksikasitteista (1 p.)

"o, "o

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "palloa”, "ympyraa”, "kolmiota”, "tasoa”.

5.7. Kun a ja b ovat reaalilukuja, niin epayhtaldé a < b toteutuu tasmalleen silloin,
kun (2 p.)
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5.8.

5.9.

Vastauslaatikon vaihtoehdot; ” "ng < B2 e < b2 "a? < b "a? <

b3 "ad < b3

al| < |b

Polynomi (22 + 5z + 1)(z + 3) derivoidaan. Miké on derivaatan arvo pisteessa
0?2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "0”, "1”, "3", "8", "10", "16", "28".

Tiedetaan, etta * = 100. Mita voidaan sanoa luvusta x? (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "z = 10","r = 5""3 <z < 4" "r < 3""4d < x <
511’ "I > 1011‘

Ratkaisu.

5.1.

puolittavat toisensa

Lisaselitys lukijalle: Alla on piirretty kaksi suunnikasta ABC'D ja FGH]I.
Suunnikkaasta ABC'D nahdaan:

Lavistajat eivat ole kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Lavistajat eivat jaa suunnikasta neljaksi keskenaan yhdenmuotoiseksi kolmiok-
Si.

Suunnikkaasta F'G H I nahdaan, etta lavistajat eivat ole yhta pitkat.

Ainoa vaihtoehto, joka patee naihin molempiin suunnikkaisiin, on se, etta lavis-
tajat puolittavat toisensa.

A D
AE = 3 81 ED = 3.81
E
><E= 46.4°
, BE=3.81 EC = 3.81
F X

LF=5622 LI=25
X
LG=25
ar LH= 5.22&,4
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5.2. 6tahkoa, 8 karkea ja 12 sdrmaa

Lisaselitys lukijalle:

tahko

A karki

o sarma

5.3. sekantti

Lisaselitys lukijalle:

Tangentti sivuaa ympyran kehaa yhdessa pisteessa, kun taas sekantti leikkaa
ympyran kehan kahdessa eri pisteessa.

Sekantilla ja ympyralla on kaksi yhteista pistetta.

Segmentilla tarkoitetaan ympyran janteen ja sen ympyrasta rajaaman kaaren
sisalle jaavaa aluetta.

5.4. polttopisteesta

Lisaselitys lukijalle:

Paraabeli muodostuu niista tason pisteista (x, y), jotka ovat yht& kaukana joh-
tosuorasta ja polttopisteesta.
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5.5.

5.6.

) polttopiste 3 7g
(x,y)
4 3 2~g1 0l 1 2 374 |[5 & 7
\4
3.79
-2
. johtosuora

kanssa samansuuntainen yksikkdvektorin

Lisaselitys lukijalle:

Olkoon vektori a # 0. Talldin vektorin @ pituus on |al.

1

lal®

Kun vektori a kerrotaan pituutensa kaanteisluvulla, saadaan yksikkévektorin a

kanssa samansuuntainen yksikkovektori @ - ﬁ =a’.

a
palloa

Myds vastaus “kolmiota” tulisi hyvaksya.

Vektorin a pituuden kaanteisluku on

Lisaselitys lukijalle:

Pisteet maadraavat yksikasitteisen objektin (pallon, ympyran, kolmion tai tason),
mikali on olemassa vain yksi tallainen objekti, joka kulkee annettujen pisteiden
kautta.

Valitaan kolme pistetta niin, etta ne eivat ole samalla suoralla. Kyseiset kolme
pistettd maaraavat yksikasitteisen tason ja yksikasitteisen ympyran, joka siis on
tassa tasossa.

On olemassa useita palloja, jotka kulkevat naiden pisteiden kautta. Jos taas pis-
teet ovat samalla suoralla, ei ole olemassa palloa, joka kulkisi ndiden pisteiden
kautta.

Tassa kolmen pisteen maaraamassa tasossa on useita eri kolmioita, jotka kul-
kevat naiden pisteiden kautta. Huomaa, etta pisteiden ei tarvitse olla kolmion
karkipisteita. Jos taas pisteet ovat samalla suoralla, on olemassa useita kolmioi-
ta, joiden yksi sivu sisaltaa annetut pisteet.
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57. a® < b’

Lisaselitys lukijalle:

Kun |3| < | — 4], niin epayht&l6 3 < —4 ei toteudu.
Kun 3 < (—4)2, niin epdyhtald 3 < —4 ei toteudu.
Kun 1% < (—2)?, niin epayhtald 1 < —2 ei toteudu.
Kun 32 < (—4)2, niin epayhtald 3 < —4 ei toteudu.
Kun 22 < 23, niin epéyhtild 2 < 2 ei toteudu.

Korotetaan epayhtalo a < b puolittain kolmanteen:

a<b ()
a3<b3

Nain saadaan tehd3, koska kolmanteen korotuksessa epayhtalén suuruusjar-
jestys sailyy (mika johtuu siitd, ettd 2> on aidosti kasvava).

s5. 16

Lisaselitys lukijalle:
Sievennetaan polynomi:

(> 4+ 5z 4+ 1)(z + 3) = 2° + 52* + 2 + 32° + 15z + 3
= 2" + 82° + 162 + 3

Derivoidaan sievennetty lauseke:

D(z® 4+ 82 +16x +3)=3-2°14+8-2- 271 +16-1+0
=32 + 167 + 16

Derivaatta pisteessd z = 0 on 3 - 0% + 16 - 0 + 16 = 16.

5.9, 3 <z < 4 (220n120)

Lisaselitys lukijalle:

] Ratkaisuvaihtoehto 1
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Ratkaistaan yhtalé * = 100 laskinohjelmalla, jolloin saadaan x = 3,597 ...,
joten vain vaihtoehto 3 < = < 4 kelpaa ratkaisuksi.

] Ratkaisuvaihtoehto 2

4* = 256 > 100. Kun z > 0, niin 2% = e*'"% on jatkuva (ulko- ja sis&funk-
tio jatkuvia) ja aidosti kasvava (tama on ainakin intuitiivisesti selvaa, koska se-
ka kantaluvun etta eksponentin kasvattaminen kasvattaa potenssin arvoa), niin
yhtalén ratkaisu on pienempi kuin 4. Toisaalta 3% = 27 < 100, joten yht&lén
ratkaisu on suurempi kuin 3. Siis 3 < z < 4.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Ympyra kohtaa paraabelin (12 p.)

Taman tehtdvan voi ratkaista likimaaraisesti ohjelmistolla. Tallin perusteluiksi riitta-
vat kuvakaappaukset tai selitykset, joista ilmenee, mita on tehty. Tehtavan voi myds
ratkaista algebrallisesti laskemalla.

Olkoon r > 0. Paraabeli y = z? ja ympyra 22 + (y — 2)? = r? sivuavat toisiaan
kahdessa pisteessa. Madrita paraabelin ja ympyran valiin jadvan alueen pinta-ala.
Anna vastaus kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Ratkaistaan tehtava GeoGebralla.

Piirretadn ensin pistejoukot y = 22 ja x?+(y—2)* = r?kirjoittamalla syéttékenttasn
y=x*jax’+ (y—2)*=r2

Kun komento x? + (y — 2)? = r? on kirjoitettu, luodaan GeoGebran ehdottama liu-
kusaadin r.

GeoGebra nimeaé pistejoukon y = x? kirjaimella f ja pistejoukon 2% + (y —2)? = r?
yhtaléksi eql.

Muodostetaan pistejoukkojen f ja eql leikkauspisteet kirjoittamalla komento

leikkauspiste(f, eql).

Etsitadn seuraavaksi liukusaatimen r arvo, jolloin pistejoukko eql sivuaa pistejouk-
koa f kahdessa eri pisteessa.

GeoGebran asetuksista pyoristys kannattaa muuttaa esimerkiksi 10 desimaalin tark-
kuuteen.

Avataan liukusaatimen r ominaisuudet ja pienennetaan animaatioaskeletta vaiheit-
tain, kunnes pistejoukko eql sivuaa pistejoukkoa f kahdessa eri pisteessa.

Haluttu tilanne saadaan, kun animaatioaskeleeksi asetetaan arvo 0.000001 ja liu-
kusaadin r = 1.322875.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 23


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

» Algebra X |» Piirtoalue X
®fiy=x?
® r=1.322875 ed
® eql: X2 + (y - 2)2 = 1.7499982656
® D = (1.2247449894, 1.5000002891) A 2
c=(72,7) £y
B=(?,7)
® A =(-1.2247449894, 1.5000002891) 2 10
a = 5.4977816951 e

1
-

322875

Pistejoukot ja liukusaadin tehty laskinohjelmalla

Liukusaatimen avulla 16ydetty kaksi eri sivuamispistetta

Oikea liukusaatimen muuttujan (tassa r) arvo

Madritetaan seuraavaksi ympyran eql ja paraabelin £ valiin jdavan alueen pinta-ala
integraalin avulla:

Ratkaistaan ensin yhtalé =2 + (y — 2)? = r? muuttujan y suhteen:

Kirjoitetaan GeoGebran CAS-ikkunaan komento:
Ratkaise(x’+ (y — 2)° = r’,y).
Saadaan yhtalot y = Vir?—a? 4+ 2jay = —Vr2 =242, joista yhtalo
y=—vVr2—a2+2

kuvaa ympyran alakaarta sivuamispisteiden valilla.

Ympyran ja paraabelin valiin jadvan alueen pinta-ala saadaan integraalin

A= / (f(z) - g(a)) de

avulla.

Integraalivali [a, b] saadaan ympyréan ja paraabelin sivuamispisteiden z-koordinaateista,
joten a = —1,2247449894, b = 1,2247449894.

Koska paraabelin kuvaaja on alempana kuin ympyran alakaari, saadaan yhtald
flx) —g(z) = —Vr2 — a2 4+2 —2°.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 24


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Lasketaan integraali

1,2247449894
a- | (V7= 42— 0%y D

1,2247449894

Geogebran avulla, jolloin saadaan pinta-alaksi A = 0,99126. .. = 0,99.

» CAS X
1 | Integraali(-sqri(r2-x*2)+2-xA2, -1.2247449894, 1.2247449894 )
~ 0.9912648603

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Selvitetdan ensin paraabelin y = x? ja ympyréan x? + (y — 2)? = r? sivuamispisteet.

Ympyran ja paraabelin sivuamispisteet voidaan ratkaista yhtaldparin avulla:

2
y=x
2 2 2 (1)
4+ (y—2)7°=r
Ratkaistaan yhtalépari sijoittamalla 22 = 1 alempaan yht&l66n, jolloin saadaan yh-
talo:

2 =2

y+y—27=r
y+yt—dy+4—1r*=0
y? — 3y +4 — > = o (oor 0]
Paraabelilla ja ympyralla on kaksi eri sivuamispistetta, kun yhtalélla
v —3y+4—1r*=0
on vain yksi ratkaisu.

1p (yht. 2p)

Ylla esitetylla yhtalolla on yksi ratkaisu, kun diskriminantti on nolla. Muo-

dostetaan diskriminantin yhtalo:

D=0

(=3)2—4-1- (4 —r?) = 0(p0»)
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Laskinohjelmalla saadaan r = LZL, koska r > 0.

Sijoitetaan r = \/thtélbpariin (1) ja ratkaistaan yhtalépari laskinohjelmalla, jolloin

saadaany = 2 jaz = i\/g.

Ympyran ja paraabelin sivuamispisteet ovat siis (—\/g, %) ja ( 2, %)
Ratkaistaan yhtald z2 + (y — 2)? = r? muuttujan y suhteen:

Kirjoitetaan GeoGebran CAS-ikkunaan komento:
Ratkaise(x” + (y — 2)* =1°,y).
Saadaan yhtalét y = V2 — a2 42 jay = ) joista yhtalo
Y= —Vr2— 242

kuvaa ympyran alakaarta sivuamispisteiden valilla. (P9 7P)

Ympyran ja paraabelin valiin jdavan alueen pinta-ala saadaan integraalin

b
A= / (f(2) - g(a)) da

avulla.

Koska paraabelin kuvaaja on alempana kuin ympyran alakaari, saadaan yhtalo
f@) —g(z) = —Vi? = 2% +2 —a?
2 (yht. 9p)

Lasketaan integraali

2
3/2
T (f) ryo g2 | 0 @)
_ 4

3/2

Geogebran avulla, jolloin saadaan pinta-alaksi A = 0,99126. .. ~ 0,99.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \
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Selvitetdan ensin paraabelin y = x? ja ympyréan 2 + (y — 2)? = r? sivuamispisteet.

Ympyran ja paraabelin sivuamispisteet voidaan ratkaista yhtaléparin avulla:

y=2 )
24+ (y—2)2 =r?

Ratkaistaan yhtalépari sijoittamalla 22 = y alempaan yht&l66n, jolloin saadaan yh-
talo:
y+y—27=r" | -
y+yP—dy+4—r2=0

v —3y+4—1? :0

Paraabelilla ja ympyralla on kaksi eri sivuamispistetta, kun yhtalolla
v —3y+4—r*=0

on vain yksi ratkaisu.

Ylla esitetylla yhtalolla on yksi ratkaisu, kun diskriminantti on nolla. Muo-
dostetaan diskriminantin yhtalo:

D=0

(=3)> —4-1- (4 —r?) = o (Ipvt=n)
Laskinohjelmalla saadaan r = 71' koska r > 0.

Sijoitetaan r = \/thtélépariin (2) ja ratkaistaan yhtalépari laskinohjelmalla, jolloin

saadaany = 3 jaz = i\/g.

Ympyran ja paraabelin sivuamispisteet ovat siis (—\/g, %) ja <\/§, %)

Ratkaistaan seuraavaksiintegraalin avulla ympyran ja paraabelin valiin jdavan alueen
pinta-alavalilla [— \/g, \/g] . Tarkastelualueen paatepisteilla on sama y-koordinaatti,
joten piirretaan apusuora y = %
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Apusuoran avulla kysytty pinta-ala voidaan laskea vahentamalld apusuoran ja paraa-
belin muodostamasta pinta-alasta apusuoran muodostama ympyrasegmentin pinta-

ala.

Lasketaan apusuoran ja paraabelin valinen pinta-ala:

3/2
Alz/ (5_952) dm:Q\/§z2,449.,-
—\/3/2 \2 5

Lasketaan seuraavaksi ympyraan muodostuneen segmentin pinta-ala:

Segmentin pinta-ala saadaan, kun sektorin pinta-alasta A; vahennetaan keskuskol-
mion pinta-ala As.

Selvitetaan ensin sektorin keskuskulma «.

Koska ympyran keskipisteen y-koordinaatti on 2, niin etaisyys keskipisteesta apusuo-
raany =3on2—32 =1

Apusuoray = % sade r ja y-akseli muodostavat suorakulmaisen kolmion.

N
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Ratkaistaan suorakulmaisen kolmion avulla keskuskulma a:

ton & = V3/2
Mo T2

a . 3/2
§:tan (W) | -2

a = 2tan"! (_V3/2>

1/2

Sektorin pinta-ala on tallgin
@ 2

“ 3600 7"
Qtan_l(vg/2

e CE)

— 2,070 .. (ponciom)

Keskuskolmion pinta-ala on tallgin

1
As = —r?sina
2

2
1 3/2
= —. Z .gin | 2tan~! —/
2 4 1/2
~ o612,

Ympyran ja paraabelin valiin jadvan alueen pinta-alaksi saadaan:
A:A1—<A2—A3)
=2449...—(2,070... - 0,612...)

2

=0,991...

~ 0,99 (pont 20

Vastaus: 0,99

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Makeismatematiikkaa (12 p.)

1. Makeispussissa on 22 salmiakkimakeista ja 19 hedelmamakeista. Eeri ottaa pus-
sista kolme makeista. Milla todennakoisyydella kaikki kolme ovat hedelmamakei-
sia? (6 p.)

2. Kaikki Eerin ottamat makeiset olivat hedelmamakeisia, jolloin makeispussissa on
jaljella 22 salmiakkimakeista ja 16 hedelmamakeista. Kuura ottaa nyt pussista vii-
si makeista. Milla todennakoisyydella naiden viiden makeisen joukossa on vahin-
taan yksi salmiakkimakeinen ja vahintaan yksi hedelmamakeinen? (6 p.)

Ratkaisu.

Oletetaan, etta jokaisen makeisen ottotodenndkoisyys on yhta suuri.

1.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Yhteensa makeisia on pussissa 22 + 19 = 41. Todennakdisyys, etta
ensimmainen on hedelmamakeinen on

19
41°

Kun Eeri on ottanut yhden hedelmamakeisen, pussissa on jaljelld 40 makeista,
joista 18 on hedelmamakeisia. Todennakdisyys, etta toinen makeinen on hedel-
mamakeinen, kun ensimmainen oli myés hedelmamakeinen, on

18
40°

Kun Eeri on ottanut kaksi hedelmamakeista, pussissa on jaljelld 39 makeista, jois-
ta 17 on hedelmamakeisia. Todennakaoisyys, etta kolmas makeinen on hedelma-
makeinen, kun kaksi ensimmaista olivat myés hedelmamakeisia, on

17 (o)
39

Todennakdisyys, etta kaikki kolme ovat hedelmamakeisia on siis

1918 17 Ggwsm) - 959 ) g1 (Gen)

41 40 39 10660

Vastaus: 9,1 %.
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Eeri ottaa makeisista kolmen makeisen osajoukon.

Hedelmamakeisia on 19. Kolmen hedelImamakeisen osajoukkoja on siis

(19) — 960,
3

Yhteensa makeisia on pussissa 22 4+ 19 = 41. Kolmen makeisen os-

ajoukkoja on siis
(41) — 10660,
3
Todennakdisyys, etta kaikki kolme makeista ovat hedelmamakeisia on siis

969 (Gpgian) , ) 091 (B0
091,

10660

Vastaus: 9,1 %.

Ratkaisuvaihtoehto 3

Eeri ottaa makeisista kolmen makeisen jonon.

Hedelmamakeisia on 19. Kolmen hedelmamakeisen jonoja on siis

19 18- 17 = 5814, (20 20)]

Yhteensd makeisia on pussissa 22 + 19 = 41. Kolmen makeisen jonoja

on siis
41 - 40 - 39 = 63960.

Todenndakdisyys, etta kaikki kolme makeista ovat hedelmamakeisia on siis

5814 () 969 ooy ()

63960 10660

Vastaus: 9,1 %.
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Merkitaan tapahtumia:

A: "Kaikki Kuuran ottamat makeiset ovat hedelmamakeisia.”
B: “Kaikki Kuuran ottamat makeiset ovat salmiakkimakeisia.”

Tapahtuma “Kuuran makeisissa on vahintaan yksi salmiakkimakeinen ja vahin-

taan yksi hedelmamakeinen” on tapahtuman (A tai B) vastatapahtuma.
Sen todenndakdisyys on siis

1— P(Atai B) =1— (P(A) + P(B)) =1 — P(A) — P(B), UpUht
silla tapahtumat A ja B ovat erilliset.

Lasketaan tapahtumien A ja B todennakoisyydet. Yhteensa makeisia on jaljella

22 4+ 16 = 38. §
pay= ) — 101
(%) 11951
22
P(B) - % .
5

Todennakdisyys, ettd Kuura saa vahintaan yhden hedelmamakeisen ja vahintaan
yhden salmiakkimakeisen on siis

1—P(A)—P(B):1——118§1 —%:%z()ﬂ?&

Vastaus: 93,9 %.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Merkitdan satunnaismuuttujalla X Kuuran saamien hedelmamakeisten maaraa.

Lasketaan todennakoisyys tapahtumalle X = k.

Lasketaan niiden osajoukkojen, joissa hedelmamakeisten maara on k, lukumaa-

ra. Tallsin salmiakkimakeisia on 5 — k. Hedelmamakeisen osajoukkoja on (%)
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ja salmiakkimakeisten osajoukkoja on (52_2k) Tuloperiaatteella saadaan, etta osa-
joukkojen, joissa hedelmamakeisten maara on k, lukumaara on

(16) ( 22 )

k 5—k

Todennakaisyys, ettad Kuura saa hedelmamakeisia k kappaletta on siis

P(X:k):%_

Tapahtuma “Kuuran makeisissa on vahintaan yksi salmiakkimakeinen ja vahin-
taan yksi hedelmamakeinen” on siis tapahtuma 1 < X < 4. Lasketaan tapahtu-
man todennakoisyys.

_ (116) ) 242) (126) ) (232) (136> ) (222> (146) ) (212) -Zp(yht.11p)
B I ) B ) I

660
=703

~ 0,939

Vastaus: 93,9 %.
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8. Jatkuva mutta ei derivoituva funktio (12 p.)

Anna esimerkki jatkuvasta funktiosta f: R — R, joka ei ole derivoituva kohdassa
x = 1. Perustele erotusosamaaran

flx) = f(1)
r—1

avulla, miksi funktio ei ole derivoituva kohdassa x = 1. Perustele lisdksi funktion
jatkuvuus.

Ratkaisu.
Tehtavaan on useita ratkaisuja. Taman takia teimme kolme esimerkkiratkaisua!

Huomaa! Tarkempi pisteohje on viimeisen esimerkkiratkaisun lopussa.

| Esimerkkifunktio 1 |

Funktio f : R — R,
r, kunzx <1
1, kunz >1

on jatkuva, mutta ei ole derivoituva kohdassa z = 1.

fx) =

Funktioon voi paatya seuraavasti: Paloittain madriteltyina funktioista saa helposti ei-
derivoituvia. Funktio taytyy jakaa juurikin kohdasta x = 1, koska haluamme ettei
funktio ole siina kohdassa derivoituva. Halutaan valita lausekkeet siten, etta ne saa-
vat saman arvon kohdassa © = 1, jotta funktiosta tulisi jatkuva. Lisaksi halutaan
valita lausekkeet siten, etta niilla on eri derivaatta kohdassa © = 1, jotta funktio ei
olisi derivoituva tassa kohdassa.

Valitaan toiseksilausekkeeksi esimerkiksi . Taman arvo kohdassa z = 1 on 1 ja deri-
vaatta on 1. Valitaan toiseksi lausekkeeksi esimerkiksi vakiofunktio, jonka derivaatta
on siis nolla. Koska senkin tulee saada kohdassa x = 1 arvo 1, valitaan se vakioksi 1.

Osoitetaan ensin funktion jatkuvuus.

Kun z < 1, on olemassa vali, johon z kuuluu siten, etta funktio on talla valilla maari-
telty lausekkeella x. Tama on polynomifunktiona tunnetusti jatkuva eli funktio f on
jatkuva kaikilla z < 1.

Vastaavasti, kun z > 1, on olemassa vali, johon z kuuluu siten, etta funktio on talla
valilla maaritelty lausekkeella 1. Tama on vakiofunktiona tunnetusti jatkuva eli funk-
tio f on jatkuva kaikilla z > 1.
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Osoitetaan viela, etta funktio f on jatkuva kohdassa z = 1.

Funktio f on jatkuva kohdassa x = 1, mikali

lim f(z) = lim f(x)= f(1).

r—1— r—1+4+

Lasketaan raja-arvot ja funktion arvo.

Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo on

g fe)=Jlip o=t

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo on

lim f(x)= lim 1=1.

r—14 r—14+

Funktion arvo on
f(1)=1.

Funktion raja-arvo on siis funktion arvo kohdassa = 1. Funktio on siis jatkuva myds

kohdassa = = 1. Funktio f on siis jatkuva.

Osoitetaan derivaatan maaritelman avulla, ettei funktio ole derivoituva kohdassa
x = 1. Funktio on derivoituva kohdassa z = 1, mikali erotusosamaaran raja-arvo
kohdassa x = 1 on olemassa.

Lasketaan erotusosamaaran vasemmanpuoleinen raja-arvo.

g L@ D) Ly
r—1— r—1 z—=1— 1 — 1 T—1—

Lasketaan erotusosamaaran oikeanpuoleinen raja-arvo.

limM:hrnl_ — lim — lim 0=0
r—1+ €xr — 1 r—14+ 1 — 1 =1+ v — 1 r—1+

Erotusosamaaran vasemmanpuoleinen ja oikeanpuoleinen raja-arvo eivat ole yhta
suuria kohdassa x = 1. Erotusosamaaran raja-arvoa ei siis ole olemassa kohdassa

x = 1. Funktio ei siis ole derivoituva kohdassa x = 1.

Esimerkkifunktio 2 \
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Funktio f : R — R,

x—1, kunx >1
—(x—1), kunz <1

fla) = o~ 1] =

on jatkuva, mutta ei ole derivoituva kohdassa z = 1. (2PNt 2P)

Funktioon voi paatya esimerkiksi seuraavasti: Muistetaan, etta funktio |z| on jatku-
va, mutta ei ole derivoituva kohdassa x = 0. Haluttiin kuitenkin, ettei funktio ole
derivoituva kohdassa x = 1. “Siirretaan” siis funktiota yhden yksikon verran oikealle
korvaamalla x lausekkeella z — 1.

Funktioon voi myds paatya muistamalla, etta itseisarvo peilaa funktion kuvaajan ne-
gatiiviset arvot x-akselin suhteen. Talldin, jos kohdassa x = 1 jatkuva funktio saa
arvon nolla, funktion toispuoleiset erotusosamaaran raja-arvot ovat toistensa vasta-
luvut, kun funktiosta otetaan itseisarvo. Valitaan siis jokin funktio, joka saa kohdassa
x = 1 arvon nolla, mutta sen derivaatta ei ole nolla, esimerkiksi funktio  — 1, ja
otetaan tasta itseisarvo.

Funktio x — 1 on polynomifunktiona tunnetusti jatkuva. Jatkuvan funktion itseisarvo

on jatkuva. Siis funktio f(z) = |z — 1| on jatkuva.

Osoitetaan derivaatan maaritelman avulla, ettei funktio ole derivoituva kohdassa
x = 1. Funktio on derivoituva kohdassa z = 1, mikali erotusosamaaran raja-arvo
kohdassa x = 1 on olemassa.

Erotusosamaaraa varten lasketaan funktion arvo kohdassa x = 1.

JO) =1 -1 =] =0

Lasketaan erotusosamaaran vasemmanpuoleinen raja-arvo.

@S 1) 0
r—1— xr — 1 r—1— xr — 1
= lim - !
z—=1— 1 —1
= lim —1
r—1—
=1
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Lasketaan erotusosamaaran oikeanpuoleinen raja-arvo.

f@)=f) _a=1-0

lim
z—1+ r—1 z=1+ x—1
-1
= lim :
=1+ 1 — 1
= lim 1
r—14
=1

Erotusosamaaran vasemmanpuoleinen ja oikeanpuoleinen raja-arvo eivat ole yhta
suuret kohdassa z = 1. Erotusosamaaran raja-arvoa ei siis ole olemassa kohdassa

x = 1. Funktio ei siis ole derivoituva kohdassa x = 1.

\ Esimerkkifunktio 3 \

Funktio f : R — R,
0, kunz <1

vVr—1, kunz >1

on jatkuva, mutta ei ole derivoituva kohdassa z = 1. (2PY"t2P)

fz) =

Funktioon voi paatya seuraavasti: Muistetaan, etté funktio y/x ei ole derivoituva koh-
dassa x = 0. Haluttiin kuitenkin, ettei funktio ole derivoituva kohdassa x = 1. “Siir-
retaan” siis funktiota yhden yksikon verran oikealle korvaamalla x lausekkeella x — 1.

Funktio /o — 1 on kuitenkin madritelty vain kun = > 1, joten valitaan funktiolle
f toinen lauseke vélille | — oo, 1[. Taméan lausekkeen tulisi saada kohdassa = = 1
sama arvo kuin lausekkeen v/x — 1, jotta funktio olisi jatkuva. Lausekkeen /o — 1
arvo kohdassax = 1ony/1 — 1 = 0, joten valitaan toiseksi lausekkeeksi esimerkiksi
vakiofunktio 0.

Osoitetaan ensin funktion jatkuvuus.

Kun z < 1, on olemassa vali, johon x kuuluu siten, etta funktio on talla valilla maa-
ritelty lausekkeella 0. Tdma on vakiofunktiona tunnetusti jatkuva eli funktio f on jat-
kuva kaikilla x < 1.

Vastaavasti, kun x > 1, on olemassa vali, johon x kuuluu siten, etta funktio on talla
valilla maaritelty lausekkeella v/ — 1. Tdma on jatkuvan funktion nelidjuurena tun-
netusti jatkuva eli funktio f on jatkuva kaikilla z > 1.
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Osoitetaan viela, etta funktio f on jatkuva kohdassa z = 1.

Funktio f on jatkuva kohdassa x = 1, mikali

lim f(z)= lim f(z) = f(1).

r—1— r—1+
Lasketaan raja-arvot ja funktion arvo.

Funktion vasemmanpuoleinen raja-arvo on

lim f(z) = lim 0=0.

r—1— r—1—

Funktion oikeanpuoleinen raja-arvo on

lim f(z)= lim Vo —1=+v1-1=0=0.
rz—1+

r—14

Funktion arvo on
f)y=vi—1-+vo=o.

Funktion raja-arvo on siis funktion arvo kohdassa = = 1. Funktio on siis jatkuva myos

kohdassa « = 1. Funktio f on siis jatkuva. P9 7P)

Osoitetaan derivaatan maaritelman avulla, ettei funktio ole derivoituva kohdassa
x = 1. Funktio on derivoituva kohdassa z = 1, mikali erotusosamaaran raja-arvo
kohdassa z = 1 on olemassa.

Lasketaan erotusosamaaran oikeanpuoleinen raja-arvo.

f@ = f0) o VE=T-0

lim ————= =1
=1+ r—1 =1+ o —1
. v —1
= lim
oot T =17 =1
1

= lim
z—=1+ /o — 1
Osoittajan raja-arvo on

lim 1=1.
z—14+

Nimittajan raja-arvo on

lim (vVz—1)=+v1—-1=0.

r—1+4+

Osoittaja lahestyy arvoa 1 ja nimittaja nollaa. Osamaaralla ei siis ole raja-arvoa. Funk-

tio ei siis ole derivoituva kohdassa z = 1.

Pisteohje:
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+ Oikean funktion I6ytdminen = 2p

+ Jatkuvuuden todistaminen = 5p. Tarkemmin:

Jatkuvuus muualla kuin kohdassaz = 1="1p

Vasemmanpuoleinen raja-arvo = 1p

Oikeanpuoleinen raja-arvo = 1p

Funktion arvosta f(1) = 1p

Kolme edelld mainittua ovat yhta suuria = 1p
+ Derivoituvuuden todistaminen = 5p. Tarkemmin:

- Vasemmanpuoleinen erotusosamaaran raja-arvo = 2p
- Oikeanpuoleinen erotusosamaaran raja-arvo = 2p

- Toispuoleiset raja-arvot eivat ole keskenaan yhta suuria tai etta toinen
niista ei ole edes olemassa = 1p,

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Ympyra ja numeeriset menetelmat (12 p.)

Tarkastellaan yksikkdympyran ensimmaisessa neljanneksessa sijaitsevaa osaa, eli
ehtojen 0 < z < 1ja0 < y < V1 — 22 maaradmaa aluetta B. Arvioidaan alu-
een B pinta-alaa puolisuunnikassaannolla ja keskipistesdannolla. Keskipistesaanto
tarkoittaa suorakaidesaantda, jossa suorakaiteen korkeus maaraytyy osavalin keski-
pisteen mukaan.

Valitse kolme seuraavista vaitteista, ja selvita, ovatko ne tosia vai epatosia:

+ Vaite 1. Keskipistesaannolla voidaan saada arvio, joka on suurempi kuin alueen
B todellinen pinta-ala.

+ Vaite 2. Keskipistesaannolla voidaan saada arvio, joka on pienempi kuin alueen
B todellinen pinta-ala.

+ Vaite 3. Puolisuunnikassaanndlla voidaan saada arvio, joka on suurempi kuin
alueen B todellinen pinta-ala.

+ Vaite 4. Puolisuunnikassaanndlla voidaan saada arvio, joka on pienempi kuin
alueen B todellinen pinta-ala.
Muista myds perustella vastauksesi.
Ratkaisu.
Vaite 2 oli hankalin kasiteltava, ja luultavasti oli hyva strategia jattaa se valista ja ka-

sitelld vaitteet 1, 3 ja 4. Teimme esimerkin vuoksi kaksi ratkaisuvaihtoehtoa, joista
toisessa on kasitelty myos vaite 2.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Viditteet 3 ja 4

Piirretaan tilannekuva mielivaltaisella osavalilla C'D.
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Merkitaan puolisuunnikkaan C'D E'F pinta-alaa Acpgr. Kyseinen pinta-ala on puo-
lisuunnikassaannén mukainen arvio todelliselle pinta-alalle Ageninen, jOta rajoittavat

murtoviiva FCDFE ja kaari s.

Kaari s on ylospain kaareva, joten janan E'F' ylapuolelle muodostuu alue, jota rajoit-
tavat jana E'F ja kaari s. Merkitaan kyseisen alueen pinta-alaa Agps.

Atodelinen = Acprr + Agrs,

joten
2p (yht. 4p)
Avdelinen > Acppr-

Koska edella selitetty patee mille tahansa osavalille C'D, on myds puolisuunnias-
saannolla saatu summa pienempi kuin yksikkdympyran ensimmaisen neljanneksen

todellinen pinta-ala. Siten vaite 3 on epatosi ja vaite 4 on tosi.

Vaite 1

Osoitetaan vaite todeksi tutkimalla esimerkkia, jossa kdytetaan vain yhta, koko nel-
jannesympyran kattavaa osavalia [0, 1].
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08

0.6

04

0.2

Suorakaiteen korkeus on \/1—70752 joten sen pinta-ala on
Aaso =1+ /T= 0,57 = 0,366.... (E0F1)

Neljannesympyran pinta-ala on

1 1
Atodellinen = Z_l : 7T7"2 = 4_1 < T 11 = 0,785 R < Aarvio

On siis I6ydetty esimerkkitapaus, jossa arvioitu pinta-ala on suurempi kuin todellinen

pinta-ala, joten véite 1 on tosi.

Nyt on saatu kolme vaitetta perusteltua joko todeksi tai epatodeksi. Tama riitti teh-
tavan ratkaisuksi.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Vditteet 1ja 2

Piirretaan tilannekuva mielivaltaisella osavalilla C'D.
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0.8

0.4

0.2

Piste P sijaitsee ympyran kaarella, x-akselin osavélin C'D keskikohdassa. Pisteen P
kautta on piirretty tangentti t. Tangentille on merkitty pisteet F ja F’, jotka sijaitsevat
samoissa x-akselin kohdissa kuin osavalin paatepisteet D ja C.

Merkitaan puolisuunnikkaan C'DE'F pinta-alaa Acpgr. Se on yhta suuri kuin kes-
Kipistesaannon mukaisen suorakulmion pinta-ala. Tama perustellaan myéhemmin.
Merkitaan valille C'D rajoittuvan neljannesympyran osan pinta-alaa Ageliinen- Kaari
s on yléspain kupera, joten janan E'F’ alapuolelle muodostuu pisteen P molemmin
puolin kaksi aluetta, joita rajoittavat jana E'F’ ja kaari s. Merkitaan kyseisten alueiden
yhteenlaskettua pinta-alaa Agps.

Koska

ACDEF = Atodellinen + AEFs;

niin
2p (yht. 2p)
ACDEF > Atodellinen-

Osoitetaan, ettd Acpgrr on yhta suuri kuin keskipistesaannon mukaisen suorakai-
teen pinta-ala Agyorakaide-
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Janan keskipisteen koordinaatit ovat keskiarvoja sen paatepisteiden koordinaateista.
Siten pisteen P y-koordinaatti on

CF+ DE

MP = +

M P-korkuisen suorakaiteen pinta-ala on
CF+ DE
Asuorakaide =CD-MP=CD- +
Edelleen puolisuunnikkaan pinta-ala on

CF+DE _

ACDEF =CD- 9 = Asuorakaide-

Nain ollen

2p (yht. 4p)
Asuorakaide > Atodellinen-

Koska edella selitetty patee mille tahansa osavalille C'D, on myds keskipistesaannol-
|& saatu summa suurempi kuin yksikkdympyran ensimmaisen neljanneksen todelli-

nen pinta-ala. Siten vaite 1 on tosi ja vaite 2 on epatosi.

Vaite 4
Osoitetaan vaite todeksi tutkimalla esimerkkia, jossa kdytetaan vain yhta, koko nel-
jannesympyran kattavaa osavalia [0, 1].
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\(0,1)

0.8
0.6
0.4

0.2

(1.0

Puolisuunnikas on tassa erikoistapauksessa kolmio, jonka kanta ja korkeus ovat 1,

joten sen pinta-ala on
1
Ao = 311 = 0,5, (T
Neljannesympyran pinta-ala on

1 1
Atodellinen - = 777'2 = Z s T 11 = 07785 . > Aarvio-

4

On siis I16ydetty esimerkkitapaus, jossa arvioitu pinta-ala on pienempi kuin todellinen

pinta-ala, joten vaite 4 on tosi.

Nyt on saatu kolme vaitetta perusteltua joko todeksi tai epatodeksi. Tama riitti teh-
tavan ratkaisuksi.

Perusteluja voi toki yhdistella muillakin tavoilla. Kaikkia vaitteita ei kuitenkaan kanna-
ta tutkia yleisessa tapauksessa, koska vditteet 1 ja 4 on mahdollista perustella tosiksi
esimerkin avulla, mika on helpompaa.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Veistos (12 p.)

Aineisto:
10. A Kuva: Veistos

Puistossa sijaitseva veistos on rakennettu kayttaen rautatankoja geometristen muo-
tojen sarmina kuvan 10.A mukaisesti. Veistoksen yldosa on pyramidi ja alaosa on
suorakulmainen sarmid, jonka pohja on nelion muotoinen. Tiedekeskuksen pihalle
on tarkoitus rakentaa vaakasuoralle alustalle samanmallinen veistos, jossa sarmion
kehikkoon kuuluu myds pohjanelion sivutangot (kuvassa pohjanelio ei ole nakyvis-
sa). Uuden rakennelman pitaa toteuttaa seuraavat ehdot: rakennelman sisatilavuus
on 21 kuutiometria ja yldosan (pyramidin) korkeus on puolet alaosan korkeudesta.
Mika on tahan rakennelmaan tarvittavan rautatangon pienin mahdollinen kokonais-
pituus L?

Tehtavassa oletetaan, etta rautatangon koko pituus L voidaan kadyttaa rakennelmaan.
Liitoksiin kaytettavaa materiaalia ei tarvitse ottaa huomioon. Anna vastaus metreina
kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

Ratkaisu.

Piirretaan veistoksesta mallikuva. Merkitaan nelion sivun pituutta x:118, suorakulmai-
sen sarmiodn pystysarman pituutta 2y:11a (jolloin pyramidin korkeus on ) ja pyrami-
din viiston sarman pituutta z:lla.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 46


https://www.mafy.fi
https://files.mafy.fi/Yo-kokeet/2022K_MAA/attachments/index.html#10.A
https://files.mafy.fi/Yo-kokeet/2022K_MAA/attachments/index.html#10.A

Mafynetti mafy.fi

Piirretaan pyramidin pohja ja lasketaan etdisyys pyramidin pohjan kulmasta pyrami-
din pohjan keskelle.

x/2

x/2

Pythagoraan lauseella:

a2:(
T

2
x
a = _L_ 7
Piirretaan sitten kolmio, missé on pyramidin korkeusjana, pyramidin viisto sarma
seka ylla olevan kuvan jana, jonka pituus on a.
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Pythagoraan lauseella:

2 =a? 4y
2 \2

2 2

zZZ=\—] +
(\/5) !
2
x

2= 4y

2
2
c= 2+ B

Pohjanelién pinta-ala on A = x2. Suorakulmaisen sarmion tilavuus on siis
Vi=A 2y =2a% 2y =22%.

Pyramidin pohjan pinta-ala on myds A = 22 ja pyramidin korkeus on y, joten pyra-
midin (kartio) tilavuus on

1 1
Vo = gAy = §x2y.

Veistoksen kokonaistilavuus on siis

1 7
V=V +V,=22%+ §x2y = §x2y.

Tehtavanannon mukaan tilavuus on 21 kuutiometrig, eli

§x2y =21

63
CTx2?

Yy (1)

Veistoksessa on kahdeksan sarmag, joiden pituus on x, nelja sarmag, joiden pituus
on 2y ja nelja sarmaa, joiden pituus on z. Rautatangon kokonaispituus on siis

L=8x+4-2y+4z

oty e[S 4y B
2

Sijoitetaan tahan (1), jolloin saadaan rautatangon kokonaispituus z:n funktiona.

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 48


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Tx? 2 Tx?

63 2 63 \?
L(z)=8x+8 - — +4- x_+( ) 2p (yht. 7p)
Derivoidaan L(x).

py= VIR OB I
x Vb + x

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat, kun x > 0.

L'(zx)=0

—4- 2-($6+162)+6-\/§-x3 144
3 Vit +162  2?

Laskinohjelman avulla saadaan

z = 2,6207 ... (ponom)

Tehdaan kulkukaavio. Lasketaan derivaatan arvo kohdissa x = 2 jaz = 3.

L'(2) = —16,1146 ... < 0
L'(3) =4,0880... > 0

2.6207...

L'(x) + +

Lo T~ | 7

>
v

Nain ollen kyseessa on minimikohta. Lasketaan minimikohtaa vastaava
rautatangon kokonaispituus.

L(2,6207...) = 40,5274... ~ 41 m.

Vastaus: Rautatangon pienin mahdollinen kokonaispituus on 41 m.

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 49


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Ratkaisussa (ja Hyvan vastauksen piirteissa (luettu 35.3.2022) on oletettu pyrami-
din olevan suora. Tehtavanannossa ei kuitenkaan sanota, etteikd pyramidi voisi olla
myds vino. Pyramidin vinous vaikuttaa sen viistojen sarmien (ratkaisussa z) pituu-
den maarittamiseen. Nelidpohjaisen pyramidin viistojen sarmien pituus on kuiten-
kin mahdollisimman pieni silloin, kun pyramidi on suora, joten pyramidin vinous vain
heikentaisi lopputulosta.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Mitka vektorit? (12 p.)

1. Tason vektorit @ ja b toteuttavat yhtaléparin

(@+0b)-(a—b)=2
2a-a+3b-b=

ot

Maarita vektorien a ja b pituudet. (5 p.)

2. Osatehtdvan 1 vektorit @ ja b toteuttavat lisaksi yhtaléparin

- V11
a-h=Y'
_ ,10, 1
b'(\/gi—j):$~

mafy.fi

Merkitaan vektorien @ ja b valista kulmaa symbolilla ¢ ja vektorien v/3 i — j ja b

valista kulmaa symbolilla 6. Maarita kulmien ¢ ja 6 suuruudet. (5 p.)

3. Maarita kaikki mahdolliset vektorit a, jotka toteuttavat osatehtdvien 1 ja 2 ehdot,

kunb = —7=J-2p)

Ratkaisu.

1. Ensimmaisesta yhtalosta saadaan

@+0b)(@a—b)=2
a-a+a-(—b)+b-a+b-(—b) =2
a-a—b-b=2

Vektorin pistetulo itsensa kanssa on vektorin pituus toiseen. Saadaan

jal® — [pf? = 2

Jalkimmaisesta yhtalosta saadaan
2a-a+3b-b=5

2/a? + 3[b2 = 5.
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Ratkaistaan yhtaléiden (1) ja (2) muodostama yhtaloparilaskinohjelmalla, kun la| >
0ja |b| > 0. Saadaan

] = L0 ()
5 (o)

[

bl =
R 95 T 5
Vastaus: Vektorin @ pituus on . ja vektorin b pituus on -

Vastauksen voi antaa myds muodossa: Vektorin @ pituus on ja vektorin b

, 1
pituus on —=.

V5

2. Vektorien@ja b pistetulolle patee

1
V5

@-b=|al|b| cos .

Ensimmaisesta yhtalosta ja vektorien pituuksista saadaan

V11

g Vi
10
alfB V1
a COS = —
LT

5 B o — Y11 D)

1
cosp =3

Vektorien vélinen kulma on madritelty olevan valilla [0°, 180°]. Saadaan siis

o = 60°. (12OM7P)

Ratkaistaan seuraavaksi kulma 6. Lasketaan ensin vektorin v/3i — j pituus.
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— — 2
V3 -7 = VB + (-1
Vi
_ o (amem)

Yhtal6parin alemmasta yhtaldsta saadaan

- S 1
b (VEi—T) =
( 7) 7

_ _ 1

bl1vV3i — j|cos = —

Vi~ 3 cost = -
iQcosé’zi
NG NG

1
0089—5

Vektorien vélinen kulma on maaritelty olevan valilla [0°, 180°]. Saadaan siis

6 = 60°

Vastaus: Kulmien ¢ ja § suuruudet ovat p = 6 = 60°.

3. Merkitaan vektoria @ = xi + vj.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Yhtalésta @ - b = saadaan

V1T
1

y =~ (Ern)
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D
Koska vektorin a pituus on = saadaan

N
2 2
2 (VD) _ (VP
10 5
V165
r=Ft—.
10
Vastaus: @ = 165 55~ tai a@= 165
S TR T T
Vastauksen voiantaa my6s muodossaa = 1— 7
2v5  2v/5

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

a

mafy.fi

V55

V33 V1l-
— 1 — 7.
25 2v5

Koska vektorin a ja b valinen kulma on 60°, vektorin @ suunnalle on kaksi vaih-
toehtoa, jotka on piirretty kuvaan vektoreina a; ja as. Vektoreiden pituuksille pa-

tee [ay| = |a| = |az|.
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Saadaan
sin 30° = @
al
L~y
2 V%
5
y— Y5
10
Saadaan myos
il
cos30° = —
al
Vi oz
2 VB
5
V165
r=t——.
10
V165- /55— Vv 165- 55—
Vastaus: Mahdollisetvektoritovat ¢ = ———i———j tai a = ———1— —7.
10 10 10 10

V33 V1l- 33-  V1l-

1 , (] .
2v/5 NB'/ 2/5 2\6‘/

Vastauksen voiantaa my6s muodossaa =
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12. Pascalin kolmio (12 p.)

Aineisto:

12. A Animaatio: Pascalin kolmio

Pascalin kolmion sisalla jokainen luku saadaan laskemalla yhteen kaksi sen ylapuo-
lella olevaa lukua (ks. animaatio 12.A). Jokaisen rivin reunimmaiset luvut ovat ykko-
sia.

Rivilla  kohdassa k olevalle luvulle kdytetadn merkintaa p,, j. Pascalin kolmion luvut
maaritellaan rekursiivisesti asettamalla p,, o = py , = 1 kaikillan > 0 ja

Dok = Pn—1k T Pn-1k—1,

kunn > 2ja0 < k < n.Huomaa, ettd indeksien n ja k numerointi alkaa nollasta.

Osoita induktiolla, etta Pascalin kolmion rivilla n olevien lukujen summa on 2%, eli
n
n
§ Pnk = 2",
k=0

Ratkaisu.

Oletukset: Olkoon
Pn,o = Pnn =1
kaikillan > 0 ja olkoon
DPnj = Pn—1k T Pn—1k—1,
kunn > 2ja0 < k <n.

Vaite:

n
E Pnk = 2"
k=0

Todlstus:

Alkuaskel: Tarkistetaan ensin, etta vaite on tosi tapauksissa (eliriveilla)n = Ojan = 1.
Huomaa! Nama molemmat tapaukset taytyy tarkastaa alkuaskeleessa, koska tehta-
van rekusiokaava patee vain, kunn > 2.
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Zpo,k =po=1=2" Ok
k=0

1

Zpue:pl,o +pa=1+1=2=2" Ok
k=0

2p (yht. 2p)

Tehdaan seuraavaksi induktio-oletus, etta vaite patee tapauksessa n ja osoitetaan,
ettd tasta seuraa, etta vaite patee myds tapauksessan + 1.

Induktio-oletus:

n
E Pnk = 2"
k=0

Induktioviite:

n+1

__ on+1
E Pn+1k = 2 .
k=0

Induktioaskel:

Tarkastellaan tapausta eli rivia n + 1. Aloitetaan erottelemalla summalausekkeesta
ensimmainen ja viimeinen termi.

n+1 n—+1
an—Hk — Z/)n+1 k + an+l kTt Z Pn+1.k
k=0 k=n+1
n
= Pn+1,0 + an-i-l,k + Pn+in+l
k=1

Ensimmadinen ja viimeinen termi ovat kumpikin ykkosia.

n
=1+ anJrl,k +1
=1
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Annetun rekursiokaavan nojalla p,11x = Pnk + Prk—1-
n
1S (st o) + 1
k=1

Erotellaan summa kahdeksi summaksi.

=1+ an,k + an,k—l +1
k=1 k=1

Pidetaan jalkimmainen summa samana, mutta muutetaan summalausekkeen indek-
sointia siten, etta termi saadaan muotoon p;, .

n n—1
k=1 k=0

Sijoitetaan ensimmaisen ykkosentilalle 1 = p,, g ja viimeisen ykkosentilalle 1 = p,, ,,.
n n—1
1 ht. 9
= pn,O + an,k + an,k + pn,n
k=1 k=0

Yhdistetaan ensimmainen termi ja ensimmainen summa keskenaan, seka toinen
summa ja viimeinen termi keskenaan.

n n
— 1p (yht. 10p)
= Pkt Y pus
k=0 k=0

n
—92. an,k
k=0
Nyt lausekkeessa oleva summa on induktio-oletuksen nojalla 2™.

= 2. g» (ipuhe1in)

— 2n+1

Nain ollen vaite on induktion nojalla tosi. O

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Korkea-asteinen polynomi (12 p.)

Tarkastellaan polynomia
Plx)=2""""'—(z—n)(z—n+1)---(x+n—1)(z+n),

missa n > 0 on kokonaisluku ja x on reaaliluku.
Osoita, etta polynomilla P(z)

1. on ainakin yksi nollakohta (4 p.)

2. on korkeintaan 2n — 1 nollakohtaa (4 p.)

3. eiole nollakohtaa xy > n. (4 p.)

Ratkaisu.

Tarkasteltava polynomi on

Pz)=2"" —(z—n)(x—n+1)...(x+n—1)(z +n).

1. Polynomin P(x) jalkimmaisessa termissa on 2n + 1 kappaletta muotoa (z + k)

olevia tekijsita, joissa k € [—n,n]. Yksi tekijistd on siis = + 0 = .
Polynomin P(x) jalkimma&inen termi voidaan siis kirjoittaa muodossa

—(z—n)z—n+1)...(z+n—-1)(z+n)=—x-Qx),
miss& Q(x) on polynomi. Nain ollen

P(z) = 2*"' — 2. Q(x)

=z —2-Q(z)
= o (22" — Q(a)). (t0At30)

Tulon nollasaannén nojalla P(x) on nolla, kun z = 0, joten polynomilla P(z) on

ainakin yksi nollakohta. O
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2. Polynomin P(x) jalkimmaisessa termissa on 2n + 1 kappaletta muotoa (z + k)
olevia tekijoita, joissa k € [—n, n|. Kerrotaan polynomin P(x) jalkimmaisen ter-
min sulut auki.

(x—n)(z—n+1)...(z+n—1)(z+n)
=@+ (—n)(z+(—=(n=1)))...(z+ (n—=1))(x+n)
=2 (cn—(n—1)— ... =14 14 ...+ (n—1) +n)a® + R(x) (P50
Toisen termin kertoimessa ensimmaisen ja viimeisen termin summa on nolla, toi-
sen ja toisiksi viimeisen termin summa on nolla, ja niin edelleen. Toisen termin
kerroin on siis nolla.
=2*"" 4+ 0. 2*" + R(z)
_ :L,Qn-i-l + R(l’)
missé R(x) on asteen 2n — 1 polynomi. Né&in ollen P(x) saa muodon
Plx)=2""""'—(z—n)z—n+1)...(x+n—1)(z +n)
— ZE2n+1 . (I2n+1 + R(l’))

R

Tiedetaan, etta polynomifunktiolla on korkeintaan sen asteluvun verran nollakoh-
tiajaylla oleva lasku osoittaa P(z):n olevan astetta 2n— 1, joten polynomilla P(x)

on korkeintaan 2n — 1 nollakohtaa. O

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Polynomin P(x) jalkimmaisessa termissa on 2n + 1 kappaletta muotoa (z + k)
olevia tekijoita, joissa k € [—n,n]. Yksi tekijoista on x. Kutakin muuta tekijaa
(x + k) vastaa toinen tekija (z — k). Muokataan polynomin P(x) lauseketta hyo-
dyntamalld kaavaa (z + k)(x — k) = (2® — k?).

Plx)=2""""'—(z—n)z—n+1)...(x+n—1)(z +n)

P(z) = 2* — 2(a® —=n?)(@® = (n—1)%)... (2" = 1?)
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Otetaan 22" *! yhteiseksi tekijéksi.

= (-1 2) (- 457) . (1 1)

Jos x = n, polynomin P(z) arvoksi tulee
Pn)=n"""—(n—n)n—n+1)...(n4+n—1)(n+n)
=n? —0-1...(2n—1)(2n)

=n?"t > 0.

Jos z > n, kukin polynomin P(z) lausekkeessa olevan tulon

() (-5 o)

tekijoista on valilla |0, 1], ja nain ollen myés niiden tulo on vélilla |0, 1].
Tallgin siis polynomin P(x) lausekkeessa oleva erotus

() () ()

on suurempi kuin nolla. Myés 21 > 0, kun z > n, joten

e (1= (1) (- 5) - (1-3)

P(z) > 0.

Nain ollen polynomilla P(z) ei voi olla nollakohtia ¢ > n. ([PY"&12P) O

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Polynomin P(x) jalkimmaisessa termissa on 2n + 1 kappaletta muotoa (z + k)
olevia tekijoita, joissa k € [—n,n]. Yksi tekijoistd on x. Kutakin muuta tekijaa
(x + k) vastaa toinen tekija (x — k). Muokataan polynomin P(z) lauseketta hyo-
dyntamalld kaavaa (z + k)(x — k) = (2® — k?).

Plx)=2""""'—(z—n)z—n+1)...(x+n—1)(z +n)

P(z) = 2* —2(2® —=n?)(@® = (n—1)%)... (2" = 1?)
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Kun z = n, polynomin P arvo on
P(n) = n>™ —nn? —n?)(n* - (n—1)?) ... (n* — 1%
="t —n.0- (0= (n—-1)?2)...(n* —1%)
=n?"tt > 0.
Tarkastellaan sitten tilannetta x > n. Kirjoitetaan polynomin P(z) ensimmainen
termi muodossa

n+1 _ 2 2 2

missa on n kappaletta tekijoita 2.

P(z)=x -2° - e

—x(z? —nH)(2* — (n—1)?)... (2% - 1%

Huomataan, ettd molemmissa termeissa on x. Taman lisaksi jokaista positiivisen
termin tekijaa 22 kohden negatiivisessa termissa on tekija, joka on muotoa 2% —a?,
missd a < n. Koska z > n, jokainen naistd muotoa 2 — a? olevista tekijoista
on pienempi kuin 22, ja nain ollen positiivisen termin itseisarvo on siis
suurempi kuin negatiivisen termin itseisarvo, kun « > n. Polynomilla P(x) ei siis

voi olla nollakohtaa, kun z > n. O
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