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1. Peruslaskuja (12 p.)

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Jokaisen kohdan vastaus on kokonaisluku.

Tehtdvassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria. Kunkin vastauksen
maksimipituus on 5 merkkia. Vastaukset arvostellaan tietokoneavusteisesti, ja ohjei-
den noudattamatta jattdminen voi johtaa pistevahennyksiin. Jokaisesta kohdasta voi
saada 2 pistetta.

1.1. Lausekkeen (—9) - (42 — 35) arvo on (2 p.)

|

1.2. Funktion f(x) = 4z — 12 nollakohta on (2 p).

z = |

1.3. Suora kulkee pisteiden A = (1,15) ja B = (7, 81) kautta. Suoran kulmakerroin
on(2p.)

k= |

1.4. Lausekkeen 6% - 272 arvo on (2 p.)

| |

1.5. Geometrinen lukujono alkaa luvuilla a; = 256, as = 128 ja ag = 64. Lukujonon
viides jasen on (2 p.)

a5:] ‘

1.6. Yhtalén 22=° = 8 ratkaisu on (2 p.)

o=
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Ratkaisu.

1.1 Vastaus: —63

Perustelut: Lausekkeen arvo on

(—9) - (42 — 35) = (=9) - 7 = —63.

1.2 Vastaus: z = 3

Perustelut: Ratkaistaan funktion nollakohta yhtalosta f(z) = 0.

flz)=0
dr —12=0 |+ 12
dr =12 | -4
r =3

Funktion nollakohta on z = 3.

1.3 Vastaus: 11

Perustelut: Pisteiden A = (1,15) ja B = (7, 81) kautta kulkevan suoran kulma-

kerroin on

L — Y2 — Y1
To — I
B 81 —15
T —1

B 66

6

=11.
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1.4 Vastaus: 54

Perustelut: Lausekkeen arvo on

‘ c . 1 1
3 2—2 3 2
N — L — 1 T — 4.

1.5 Vastaus: 16

Perustelut: Koska lukujono on geometrinen, niin lukujonon kahden perakkaisen
jasenen suhde on vakio. Lasketaan ensin geometrisen lukujonon suhdeluku ¢

a 128_1

as 256 2

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Koska suhdeluku on % saadaan lukujonon seuraava jasen aina kertomalla luku-
jonon jasen luvulla %

Lukujonon kolmas jasen on az = 64, joten lukujonon neljas jasen on

0,425-0,3:7-64:32.
Vastaavasti viides jasen on
! ! 32 =16
BT T
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Geometrisen lukujonon yleinen jasen on muotoa a,, = alq”*'. Lasketaan luku-
jonon viides jasen yleisen jasenen lausekkeen avulla.

as = aq°"!
= 61/1(14
1\
~ 250+ (3)
2
L1
— 256 —
~ 0 16
=16

Lukujonon viides jasen on a5 = 16.

1.6 Vastaus: z = 4

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

225 — g

920-5 _ 93

2 —5=3 |+5
20 =3+95
20 =8 | :2
xr =<
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| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Ratkaistaan yhtal6 logaritmin maaritelman a¥ = = < log, v = y avulla.
22:1:—5 =8

e | ~Q—
20 — 5 =log, 8

2r —5=3 |+5
20 =3+5
2 =8 | :2
T =

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Useita ratkaisutapoja (12 p.)

Yhtaloita ratkaistaessa kaytetdan usein osittelulakia esimerkiksi silloin, kun kerro-
taan sulut auki;
dr+1)=4o+4

on esimerkki sulkujen aukikertomisesta.

1. Ratkaise yhtélo 12(z — 7) = 24 kahdella eri tavalla, joista toisessa kaytetaan
osittelulakia ja toisessa ei kayteta. (6 p.)

2. Ratkaise yhtélo (22 + 1)(x —6) = 0 kahdella eri tavalla, joista toisessa kaytetaan
osittelulakia ja toisessa ei kayteta. (6 p.)

Ratkaisu.

2.1. Ratkaistaan yhtald ensin kayttamalla osittelulakia.
12 —7)=24
12-x+12-(=7)=24
120 — 84 = 24 ((BORETR) |4 gy
127 = 24+ 84
122 = 108 (POE2R) ;19
» — o (o)

Ratkaistaan yhtald kayttamatta osittelulakia.

12(z = 7) = 24 |+ 12 (poneap)
z—7=20p0SR) | 47

r=2+7

s — o o)
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2.2. Ratkaistaan yhtald ensin kayttamalla osittelulakia.
(2x+1)(x —6) =0
20 -0 +22-(—6)+1-2+1-(-6)=0
202 — 1204+ —6=0
207 — 11z — 6 = 0 (120R 7))

Kaytetaan toisen asteen yhtaldn ratkaisukaavaa.

I G O V(=112 — 4.2 (—6)

22
11121+ 48
~ 11+/169
T
_11+13
T
Lo+ o 1113
4 4
24 , —2
ZE:Z tai x:T

- S Y (TXTE)
2

Ratkaistaan yhtal6 kayttamatta osittelulakia. Kaytetaan tulon nollasaantoa. Tulo
on nolla tdsmalleen silloin, kun jokin (yksi tai useampi) tekijoista on nolla.

(2z+1)(z—6)=0
20 +1=0 tai z — 6 = 0 (Puht10p))

Ratkaistaan ensin yhtalé 22 + 1 = 0.

204+1=0 | —1
20 =0—1
2e=—-1 | :2

B (YT
2
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Ratkaistaan sitten yhtalo x — 6 = 0.

r—6=0 |+ 6
r=0+6

- ¢ (E0)

Yhtélon ratkaisu on siisx = 6taiz = —

D=

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Sisddn ja ympari piirretyt ympyrat (12 p.)

1. Nelidn sisdan piirretaan mahdollisimman suuri ympyra. Ympyran sade on 6,0 cm.
Maarita nelion kaikkien karkien kautta kulkevan ympyran sade 0,1 cm:n tarkkuu-
della. (6 p.)

2. Tasasivuisen kolmion sisaan piirretdan mahdollisimman suuri ympyra. Ympyran
sade on 6,0 cm. Maarita kolmion kaikkien karkien kautta kulkevan ympyran sade
0,1 cm:n tarkkuudella. (6 p.)

Ratkaisu.

3.1.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Mallikuvaa ei vaadita ratkaisussa, mutta se kannattaa piirtaa tilanteen hahmot-
tamiseksi.

Pisteytys: Kuvasta, tai selityksesta, millainen suorakulmainen kolmio muodos-
tuu 1 p.
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Muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka molempien kateettien pituus on pie-
nen ympyran sade r = 6,0 cm ja hypotenuusa ison ympyran sade R. Ratkais-
taan suuremman ympyran sade R Pythagoraan lauseella.

R? = 6* + 62 (G0m4p)
R* =36+ 36

R? =172

R=+V72
R=+8485. ..

Sade ei voi olla negatiivinen, joten R = 8,485... cm ~ 8,5 cm.

Vastaus: 8,5 cm

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Mallikuva, jota ei vaadita:

12

12

Pisteytys: Kuvasta, tai siita tiedosta, etta nelion sivun pituus on 12cm 1 p.
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3.2,

Neli¢ jakautuu kahteen yhtenevaan suorakulmaiseen kolmioon. Ratkaistaan ne-

lion lavistaja D = 2R Pythagoraan lauseen avulla.
D? =122 4+ 12?
D? = 144 + 144
D?* = 288
D = +/288
D = +16,970. ..

Halkaisija ei voi olla negatiivinen, joten D = 16,970 ... cm. Talldin

-2 _ 16970 Il (EGhSER) _ g 485 cm~ 85 cm.

2 2

Vastaus: 8,5 cm

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Symmetrian vuoksi korkeusjana kulkee ympyran keskipisteen kautta ja jakaa
kolmion huippukulman kahteen yhta suureen osaan. Tasasivuisen kolmion kul-

= 30°.

man suuruus on =5 = 60°, joten kulman puolikas on

Mallikuva, jota ei vaadita:

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 12


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

Pisteytys: Kuvasta, tai sanallisesta selityksesta, jossa kuvataan janojen piirtami-
nen kuvioon 1 p.

Muodostuu suorakulmainen kolmio, jossa on 30° kulma , kyseisen
kulman vastaisen kateetin pituus on r = 6,0 cm ja hypotenuusa on ison ympy-
ran sade R.

Ratkaistaan kolmion kaikkien karkien kautta kulkevan ympyran sade R suora-
kulmaisen kolmion trigonometrian avulla.

sin(30°) = % I-R

R -sin(30°) =6 || : sin(30°)
6

~ sin(30°)

R = 12 ()

Vastaus: 12 cm
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Symmetrian vuoksi korkeusjana kulkee ympyran keskipisteen kautta ja jakaa

kolmion sivun kahteen yhta pitkdan osaan. Merkitdan kolmion sivun puolikasta
Kirjaimella x

Mallikuva, jota ei vaadita:

Pisteytys: Kuvasta, tai sanallisesta selityksesta, jossa kuvataan janojen piirtami-
nen kuvioon 1 p.

Muodostetaan yhtal6 tasasivuisen kolmion puolikkaasta Pythagoraan lauseen
avulla.

2° + (6 + R)* = (22)?
? + (6 4+ R)(6 + R) = 2°2°
> +6-6+6-R+R-6+R-R=42"
2° 436 +6R + 6R + R* = 4a” | — 2?
36 + 12R + R? = 42° — x*
36 + 12R + R* = 327 (1)
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Muodostetaan vastaavasti yhtald suorakulmaisesta kolmiosta, jonka kateetit ovat
tasasivuisen kolmion sivun puolikas x, pienen ympyran sade r = 6 cm ja hypo-
tenuusa on ison ympyran sade R.

o 162 = 2 ((E0noe)
22 = R? — 62
22 = R* - 36

Sijoitetaan saatu tulos yhtaléon (1) .
36 + 12R + R? = 327 |2* = R* — 6
36 + 12R + R? = 3(R* — 36)
36 + 12R + R?* = 3R* — 3 - 36
36 +12R + R* =3R? - 108 | — 3R* + 108
R* —3R*+12R + 36 + 108 = 0
—2R* 4 12R 4 144 =0 | :2
—R*>+6R+72=0

Kaytetaan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa. (P-OMt11p)

 —6£4/62—4-(—1)-72

= 2 (-1
p_ —0EV3
N -2

—6 £ 18

R=—"""
—2

—6+18 , 618
R—_—2 tai R—_—2
R=-6 tai R=12

Sade ei voi olla negatiivinen, joten R = 12 cm.

Vastaus: 12 cm
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Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Taulukoista |6ydetaan seuraavat kaavat: kun tasasivuisen kolmion sivun pituus
on a, on kolmion sisaan piirretyn ympyran sade r = & Ja ympari

av'3
piirretyn ympyran sade R = —\3/_ . Siis R = 2r.
Tehtdvanannon mukaanr = 6,0 cm, joten R = 26,0 cm = 12 cm.

Vastaus: 12 cm

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Frekvenssitaulukko (12 p.)

Aineisto:

4. A Taulukko: Koirien selan pituus

Taulukossa 4.A on esitetty aineisto beagle-koirien selan pituudesta.

1. Mika on aineiston tyyppiarvo eli moodi? (2 p.)

2. Kuinka monta koiraa aineistoon sisaltyy? (2 p.)

3. Mika on aineiston koirien selan pituuden keskiarvo? (8 p.)

Ratkaisu.

4.1

4.2

4.3

Aineiston tyyppiarvo eli moodi on se aineiston arvo, jonka frekvenssi on suurin.
Aineiston perusteella suurin frekvenssi (11) on koirilla, joiden selan korkeus on
47 cm.

Vastaus: Tyyppiarvo eli moodi on 47 cm.

Pisteytys: Moodin selittamisesta 1 p., oikeasta lukuarvosta 1 p. Vaihtoehtoisesti
pelkasta oikeasta lukuarvosta 2 p.

Aineistoon sisaltyvien koirien lukumaara on frekvenssien summa. Lasketaan siis
frekvenssit yhteen:

n=1+0+8+7+4+11+ 303

n =34

Vastaus: Aineistoon kuuluu 34 koiraa. UP-Oht4p)

Koirien selan pituuden keskiarvo voidaan laskea frekvenssien avulla:

1-42+0-43+8-44+7-45+4-46+11-47+3-48
34

T =

1 KE/
o
34

= 4570588 . ..
~ 45,7
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Vastaus: Koirien selan pituuden keskiarvo on 45,7 cm.

Pisteytyksesta:

+ Jos ei ole antanut tarkkaa arvoa 1232, saa pelkasta oikeasta vastauksesta

34 !
4p.

+ Myds vastaus 46 cm hyvaksytaan.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Paivamatkan pituus (12 p.)

Aku ja Aulis ovat pitkalla vaelluksella. Kaveltydan eraana paivana kolmasosan paiva-
matkastaan he paattavat kavella vield 7 km ennen lounastaukoa. Lounaan jalkeen he
huomaavat, etta jaljelld on puolet aiotusta paivamatkasta. Kuinka pitka aiottu paiva-
matka on?

Ratkaisu.
Merkitdan paivamatkan pituutta kilometreina kirjaimella . (1 P-0nt1P)

Kun Aku ja Aulis olivat kavelleet kolmasosan paivamatkastaan, olivat he kavelleet
matkan £ .

Ennen lounastaukoa Aku ja Aulis kavelivat paivamatkastaan kolmasosan lisaksi 7 ki-
lometria. Talldin he olivat kavelleet ennen lounastaukoa matkan %x + 7.

Toisaalta Aku ja Aulis olivat kavelleet lounastaukoon mennessa puolet paivamatkasta

. 2p. (yht. 5 p.
eli %x p- (y p.)

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Muodostetaan yhtal6 ja ratkaistaan yhtaldsta x laskinohjelmalla.

PN YT
2

3

Yhtalo voidaan esittda myds muodossa

LRSI S
5.1,+ +§‘I—.I

tai muodossa ]
—r4+T7T=x— —-x.
3 2

Laskinohjelmalla saadaan ratkaisu x = 42.
Aiotun paivamatkan pituus oli siis 42 kilometria.

Vastaus: 42 kilometria
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan siita x.

Lyro L Geowen) . Gmomon)
3 2

gflf + 42 = (2)1
20 +42 =3z | — 2z
42 = 3x — 2z
42 = x
x =42

Aiotun paivamatkan pituus oli siis 42 kilometria.

Vastaus: 42 kilometria

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Voiton tavoittelu (12 p.)

Tarkastellaan jallenmyyjan tekemaa voittoa. Yksinkertaisuuden vuoksi tehtavassa ei
oteta verotusta huomioon.

1. Jalleenmyyja maksoi takista tukkukauppiaalle 120 euroa. Takki ei mennyt kaupak-
si, joten jalleenmyyja alensi hintaa 10 %:a. Mika takin myyntihinnan pitaa olla, jotta
10 %:n alennuksen jalkeen jalleenmyyja tekee 20 %:a voittoa? (6 p.)

2. Jalleenmyyja maksoi juhlakengista tukkukauppiaalle 140 euroa ja asetti kenkien
hinnaksi 199 euroa. Kengat eivat kuitenkaan menneet kaupaksi tahan hintaan, jo-
ten jalleenmyyja paatti alentaa hintaa. Mika on suurin mahdollinen alennuspro-
sentti, jos han haluaa tehda vahintaan 20 %:a voittoa ja alennusprosentin pitaa
olla kokonaisluku? (6 p.)

Ratkaisu.

6.1. Merkitadn takin myyntihintaa euroina kirjaimella x.

Jalleenmyyja alensi takin hintaa 10 %, jolloin takin uusi hinta oli 100 % — 10 % =
90 % myyntihinnasta eli myyntihintaan nahden 0,90-kertainen. Takin hinta 10

prosentin alennuksen jalkeen oli siis 0,90 - .

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Jalleenmyyja halusi tehda 20 % voittoa, joten alennetun myyntihinnan piti olla
100 % + 20 % = 120 % ostohinnasta eli ostohintaan nahden 1,20-kertainen.
Jalleenmyyja maksoi takista 120 euroa, joten tehdakseen 20 prosenttia voittoa,
tuli hdnen saada takista

1,20 - 120€ ((P0M20)) — 144€

Alennettu myyntihinta oli 0,90z. Toisaalta alennettu myyntihinta oli 144 euroa,
jotta jalleenmyyja sai 20 prosentin voiton. Muodostetaan yhtalo ja ratkaistaan
siita x.

0,90-2 =144 | : 0,90 ([R0m4p)]
z = 160 (1P.0nc5R)
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Yhtal6é voidaan ratkaista myds laskinohjelmalla, kunhan tama kirjoitetaan sel-
keasti malliratkaisuun.

Takin myyntihinnan tuli siis olla 160 euroa.

Vastaus: 160 euroa

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Jalleenmyyja halusi tehda 20 % voittoa, joten voiton suuruus 120 euron takista

tuli olla
0,20 - 120€ = 24 €.

Jotta jalleenmyyja saisi takista 24 euroa voittoa, olisi takin alennetun myyntihin-

nan oltava
120€ + 24€ = 144€.

Alennettu myyntihinta oli 0,90z. Toisaalta alennettu myyntihinta oli 144 euroa,
jotta jalleenmyyja sai 20 prosentin voiton. Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan
siita x.

0,90-2 =144 | : 0,90 ([R0M4p)]
z = 160 (1p.0ncsp))

Yhtald voidaan ratkaista myds laskinohjelmalla, kunhan tama kirjoitetaan sel-
keasti malliratkaisuun.

Takin myyntihinnan tuli siis olla 160 euroa.

Vastaus: 160 euroa

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 22


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

6.2.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Jalleenmyyja halusi tehda 20 % voittoa, joten alennetun myyntihinnan pitaa olla
100 %420 % = 120 % ostohinnasta eli ostohintaan nahden 1,20-kertainen. Jal-
leenmyyja maksoi kengista 140 euroa, joten tehdakseen 20 prosenttia voittoa,
tuli hanen saada kengista vahintaan

1,20 - 140€ (2070 _ 168€,

Merkitaan alennusprosenttia kirjaimella x.

Kenkien alkuperadinen myyntihinta oli 199 euroa. Kun alkuperaista hintaa alen-

nettiin x prosenttia, alkuperainen hinta (1 — ) -kertaistui. Kenkien alennet-

b
. 100
tu hinta oli siis (1 — —) -199. Toisaalta jalleenmyyja halusi kengista vahintaan

168 euroa. Muodostetaan epayhtald ja ratkaistaan siita x.

(1 _ i) . 199 > 168 (2p-0ht10p)]
100 =

Laskinohjelmalla saadaan ratkaisu x < 15,577 .. ..
Suurin mahdollinen alennusprosentti on siis 15.

Vastaus: Suurin mahdollinen alennusprosentti on 15.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Jalleenmyyja halusi tehda 20 % voittoa, joten voiton suuruus 140 euron kengista

tuli olla vahintaan
0,20 - 140 € = 28€.

Talléin kenkien alennetun myyntihinnan tuli olla vahintaan

140 € + 28€ = 168€.

Kenkien alkuperainen myyntihinta oli 199 euroa, joten kenkien alennetun myyn-
tihinnan tuli olla vahintaan

168€
—0,84422... = 84,422 .. % (2n0Re10R)]

199€
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alkuperaiseista myyntihinnasta.

Kengista voitiin antaa alennusta siis korkeintaan

100 % — 84,422 ... % = 15,577 .. %. (1p-0m11p))

Koska alennusprosentin oli oltava kokonaisluku, niin suurin mahdollinen alen-

nusprosentti oli 15.

Jos alennusprosentti olisi 16 kenkien myyntihinta olisi
0,84-199€ = 167,16 €,

jolloin jalleenmyyja ei saisi 20 prosentin voittoa, silla hanen tuli saada kengista
vahintaan 168 euroa.

Vastaus: Suurin mahdollinen alennusprosentti on 15.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Jalleenmyyja halusi tehda 20 % voittoa, joten alennetun myyntihinnan pitaa olla
100 %+20 % = 120 % ostohinnasta eli ostohintaan ndhden 1,20-kertainen. Jl-
leenmyyja maksoi kengista 140 euroa, joten tehdakseen 20 prosenttia voittoa,
tuli hdnen saada kengista vahintaan

1,20 - 140€ (1P6m7p)) _ 168€

Etsitaan kokeilemalla sopiva alennusprosentti.

Kun alennusprosentti on 15, on hinta 0,85 - 199€ = 169,15€ > 168€.

1p. (yht. 9 p.)

Kun alennusprosentti on 16, on hinta 0,84 - 199€ = 167,16€ < 168€.

Vastaus: Suurin mahdollinen alennusprosentti on 15.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Taloudellisempi auto (12 p.)

Aineisto:

7.A Taulukko: Autojen tiedot

Matti aikoo ostaa joko sahko- tai polttomoottoriauton. Han vertailee vaihtoehtoja
taulukon 7.A arvioiden perusteella.

Matti tarvitsee auton koko hinnan suuruisen tasalyhennyslainan. Lainan vuosikorko
on 2,4 % (jolloin kuukausikorko on 0,2 %) ja lyhennys 200 euroa kuukaudessa.

Laske autojen arvot ja jaljella olevien lainojen maarat viiden vuoden kuluttua. Las-
ke my0s autojen kayttokustannukset ja lainojen korkokustannukset viiden vuoden
aikana. Kumpi vaihtoehto olisi ollut viiden vuoden kaytén jalkeen taloudellisempi va-
linta? Tehtavassa ei tarvitse ottaa huomioon rahan arvon muutosta, eli inflaatiota tai
deflaatiota.

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Lasketaan ensin kaikki sahkoautoon liittyva. Sdhkdautoa varten on otettava lainaa
25000 €. Yksi lyhennys on 200 <, lyhennyksia on vuodessa 12 ja viidessa vuodessa
5 - 12. Tallgin lainaa on viiden vuoden kuluttua jaljella

25000€ — 5- 12 - 200€ = 13000€. (6 1p))

Sahkoauton arvo alenee 8 % vuodessa, joten vuoden paasta arvo on 100 % — 8 % =
92 % nykyisesta arvosta, eli nykyiseen arvoon nadhden 0,92-kertainen. Kun aikaa ku-
luu 5 vuotta, arvo tulee

0,92-0,92-0,92-0,92 - 0,92 = 0,92°-kertaiseksi.
Sahkodauton arvo on viiden vuoden kuluttua

25000 € - 0,92° = 16477,038 ... € ~ 16500 €.

Tasalyhennyslainan korot muodostavat aritmeettisen lukujonon, joten korkojen sum-

ma voidaan laskea aritmeettisen summan avulla.

Aritmeettisen summan kaava on

ay + ap,

2
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jossa n on yhteenlaskettavien aritmeettisen lukujonon jasenten maara, a; ensim-
mainen yhteenlaskettava jasen ja a,, vimeinen yhteenlaskettava jasen.

Ensimmainen korko on 0,002 - 25000€ = 50<€. Viiden vuoden aikana viimeisen
koron maaraytyessa lainaa on jaljella

13000€ 4 200€ = 13200 €,

joten viimeinen korko on 0,002 - 13200 € = 26,40 €. Korkojen lukumé&ara on n =
5 - 12 = 60. Korkokulut ovat

26,4
Seo = 60 - 50€+2 OA0E _ 9997 € (To0mesr)

Sahkoé maksaa yhteensa 5 - 12 - 30€ = 1 800 €.
Muut kulut ovat yhteensa 5 - 800€ = 4 000 €.

Kayttokustannukset ovat 1800 € + 4000 € = 5800 €.

Lasketaan auton ostajan nettovoitto viiden vuoden kuluttua vahentamalla auton ar-
vosta kaikki maksetut kulut (myds lainan lyhennykset, joita ei ole laskettu edelld) ja
jaljella olevan lainan maara.

16477,038... € —2292€ —5-12-200€ — 5800€ — 13000€
=—-16614,961... €

Nettovoitto on —16 614,961 ... €, eli kuluja on ollut 16614.961 ... € enemman
kuin auton arvo on.

Lasketaan nyt kaikki polttomoottoriautoon liittyva.

Polttomoottoriautoa varten on otettava lainaa 12 000 €. Viiden vuoden kuluttua lai-

naa on jaljella
12000€ — 512 - 200€ = 0€. (P.0n7p))

Polttomoottoriauton arvo alenee 12 % vuodessa, joten vuoden paasta arvo on 100 %—
12% = 88 % nykyisesta arvosta, eli nykyiseen arvoon ndhden 0,88-kertainen. Kun
aikaa kuluu 5 vuotta, arvo tulee

0,88-0,88-0,88-0,88 - 0,88 = 0,88%-kertaiseksi.

Polttomoottoriauton arvo on viiden vuoden kuluttua

12000€ - 0,88° = 6332,783... € ~ 6300 €.
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Ensimmainen korko on 0,002-12 000 € = 24 €. Viimeinen korko on 0,002-200€ =
0,40 €. Korkokulut ovat yhteensa

: 24 4
510 — 60 EXINE _7ppe

Polttoainekulut ovat yhteensa 5 - 12 - 150€ = 9000 €.
Muut kulut ovat yhteensa 5 - 1200 € = 6 000 €.

Kayttokustannukset ovat yhteensé 9 000€ + 6 000 € = 15000 €.

Nettovoitto viiden vuoden kuluttua on

6332,783... € — 732€ —5-12-200€ — 15000€
= —21399,216... €,

joten polttomoottoriauto tulee kallimmaksi kuin sahkdauto.
Vastaus:

Sahkoauto: arvo on viiden vuoden kuluttua 16 500 <€, lainaa on viiden vuoden kulut-
tua jaljella 13 000 <€, korkokustannukset ovat viiden vuoden aikana 2 292 € ja kayt-
tokustannukset 5 800 €.

Polttomoottoriauto: arvo on viiden vuoden kuluttua 6 300 €, lainaa on viiden vuoden
kuluttua jaljella 0 €, korkokustannukset ovat viiden vuoden aikana 732 € ja kaytto-
kustannukset 15 000 €.

Sahkoauto on taloudellisempi valinta.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Lasketaan ensin kaikki sahkdautoon liittyva.

Sahkoautoa varten on otettava lainaa 25 000 €. Yksi lyhennys on 200 €, lyhennyksia
on vuodessa 12 ja viidessa vuodessa o - 12.

Talldin lainaa on viiden vuoden kuluttua jaljella

925000€ — 5 - 12 - 200€ = 13000 €. (120t 1p))
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Sahkodauton arvo alenee 8 % vuodessa, joten vuoden paasta arvo on 100 % — 8 % =
92 % nykyisesta arvosta, eli nykyiseen arvoon nédhden 0,92-kertainen. Kun aikaa ku-
luu 5 vuotta, arvo tulee

0,92-0,92-0,92-0,92 - 0,92 = 0,92°-kertaiseksi.
Sahkodauton arvo on viiden vuoden kuluttua

25000€ - 0,925 — 16477,038. .. € ~ 16 500 €.

Lasketaan korkokulut LibreOffice Calcilla.

A | & | c |
1 |Sahkoauto
> Lainapaaoma

ennen

_ |Maksuera |lyhennysta (€) Korko (€)
(=0 1 25000 =0,002*B3
4 | =A3#1 =B3-200 =0,002*B4
5 | =Ad4+1 =B4-200 =0,002*B5
6 | =A5+1 =B5-200 =0,002*B6
7 |  =A6+1 =B6-200 =0,002*B7
59 =ABB+1 =B58-200 =0,002*B59
60 =A59+1 =B59-200 =0,002*B60
61 =A60+1 =B60-200 =0,002*B61
62 =A61+1 =B61-200 =0,002*B62
63 Yhteensa =SUMMA(C3:C62)

A B C |
1 [Sahksauto

> Lainapaaoma
ennen
Maksuera lyhennysta (€) Korko (€)

| 3 | 1 25000 50
_4 | 2 24800 49,6
| 5] 3 24600 49,2
6| 4 24400 48,8
7 5 24200 45,4
59 57 13800 27,6
60 58 13600 272
61 59 13400 26,8
62 60 13200 26,4
63 Yhteensa 2292

1 p. (yht. 3 p.)
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Korkokulut ovat 2 292 €.

Sahkoé maksaa yhteensa 5 - 12 - 30€ = 1800 €.
Muut kulut ovat yhteensa 5 - 800 € = 4 000 €.

Kayttokustannukset ovat 1 800 € + 4000 € = 5800 €.

Lasketaan auton ostajan nettovoitto viiden vuoden kuluttua véahentamalla auton ar-
vosta kaikki maksetut kulut (myds lainan lyhennykset, joita ei ole laskettu edella) ja
jaljella olevan lainan maara.

16477,038... € —2292€ —5-12-200€ — 5800€ — 13000€

= —-16614,961... €
Nettovoitto on —16 614,961 ... €, eli kuluja on ollut 16 614,961 ... € enemman
kuin auton arvo on.

Lasketaan nyt kaikki polttomoottoriautoon liittyva.

Polttomoottoriautoa varten on otettava lainaa 12 000 €. Viiden vuoden kuluttua lai-

naa on jaljella
12000€ — 5-12-200€ = 0 €. ([p0rep)]

Polttomoottoriauton arvo alenee 12 % vuodessa, joten vuoden paasta arvo on 100 %—
12% = 88 % nykyisesta arvosta, eli nykyiseen arvoon ndhden 0,88-kertainen. Kun
aikaa kuluu 5 vuotta, arvo tulee

0,88 -0,88-0,88-0,88-0,88 = 0,88%-kertaiseksi.
Polttomoottoriauton arvo on viiden vuoden kuluttua

12000€ - 0,88° = 6332,783... € ~ 6300 €.

Lasketaan korkokulut LibreOffice Calcilla.

b | & | j |
Polttomoottoriauto
Lainapadgoma
ennen
lyhennysta
Maksuera (€) Korko (€)

1 12000 =0,002*E3
=D3+1 =E3-200 =0,002*E4
=D4+1 =E4-200 =0,002*E5
=D5+1 =E5-200 =0,002*E6
=D6+1 =E6-200 =0,002*E7
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=D58+1 =EbB8-200 =0,002*E59
=D59+1 =EB9-200 =0,002*E6OD
=D60+1 =E60-200 =0,002*E61
=D61+1 =E61-200 =0,002*EG2
Yhteensa =SUMMA(F3:F62)
Polttomoottoriauto
Lainapaaoma
ennen
lyhennysta
Maksuera (€) Korko (€)
1 12000 24
2 11800 23,6
3 11600 23,2
4 11400 228
5 11200 224
57 800 16
58 600 1.2
59 400 0.8
60 200 04
Yhteensa 732

Korkokulut ovat 732 €.

Polttoainekulut ovat yhteensa 5 - 12 - 150€ = 9000 €.
Muut kulut ovat yhteensa 5 - 1 200 € = 6 000 €.

mafy.fi

Kayttokustannukset ovat yhteensa 9000 € + 6 000€ = 15000 €.

Nettovoitto viiden vuoden kuluttua on

6332,783... € = T32€ - 5-12-200€ - 15000€

= —21399,216... €,

joten polttomoottoriauto tulee kalliimmaksi kuin séhkdauto.
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Vastaus:

Sahkdauto: arvo on viiden vuoden kuluttua 16 500 €, lainaa on viiden vuoden kulut-
tua jaljelld 13 000 €, korkokustannukset ovat viiden vuoden aikana 2 292 € ja kayt-
tokustannukset 5 800 €.

Polttomoottoriauto: arvo on viiden vuoden kuluttua 6 300 €, lainaa on viiden vuoden
kuluttua jaljella 0 €, korkokustannukset ovat viiden vuoden aikana 732 € ja kaytto-
kustannukset 15000 €.

Sahkoauto on taloudellisempi valinta, (2P0t 12P)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Suurin arvo (12 p.)

Lukuun 10 lisataan eraan positiivisen luvun nelion ja kuution erotus. Maarita deri-
vaatan avulla suurin mahdollinen arvo, joka nain voidaan saada.

Ratkaisu.

Merkitaan lukua kirjaimella x. Luku x on positiivinen, joten & > 0. Positiivisen luvun
2 nelié on 2% ja kuutio 2. Kun lukuun 10 lisdtaan positiivisen luvun nelién ja kuution
erotus, saadaan funktio

f(x) =10 + (2? — ) = —a® + 22 + 10, (220020

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Tallennetaan funktio muistiin laskinohjelmalla. Tassa on kaytetty GeoGebraa.
1 f(x):=10+(x"2-x"3)
® - f(x) = —x>+x*4+10

Funktion f suurin arvo I0ydetaan derivaatan nollakohtien avulla.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat laskinohjelmalla.

Ratkaise(f'(x)=0)

2
- {x:ﬂ,ng}

Laskinohjelmalla saadaan, etta derivaatan nollakohdatovatx = Ojaz = %
Koska luku z oli positiivinen, on oltava z > 0, joten ainoastaan ratkaisu x = % kelpaa.

2

Ratkaistaan laskinohjelmalla, milloin derivaatta saa negatiivisia arvoja ja milloin po-
sitiivisia arvoja.

Ratkaise(f'(x)<0)
3
2
-+ {x < 0,x> 3}
Ratkaise(f(x)=0)
4
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Koska f'(z) > 0, kun 0 < z < 2ja f'(z) < 0, kun z > 2, niin funktio on kasva-

va, kun0 < z < %ja vaheneva, kun x > % Funktio saa siis suurimman arvonsa

kohdassa x = % 2P-UNt10P) J) asketaan funktion suurin arvo laskinohjelmalla.

f(2/3)
274
_’
27

2 274
Funktion suurin arvo on siis f (5) =5 = 10,148 ....

5

274
Vastaus: Suurin mahdollinen arvo on ?

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Derivoidaan funktio f.
Fla) = —3a% + 20
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.
f(z)=0
—32% +2x =0

Kaytetaan toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa.

v = T2EVE 1290 o)

2-(=3)
2414
r= ————
—6
—2+2
xr =
—6
—242 ai —2-2
xr = ai xr =
—6 —6
0 ) —4
Tr=— tal r=—
—6 —6

- o= 2[R
3
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Koska luku z oli positiivinen, on oltava x > (), joten ainoastaan ratkaisu xz = % kelpaa.

Hahmotellaan funktion f’ kuvaaja. Funktion f'(x) = —3x? + 2x kuvaaja on paraa-
beli, koska kyseessa on toisen asteen polynomifunktio. Koska toisen asteen termin

kerroin on negatiivinen, paraabeli aukeaa alaspain.

f'®

+
_ 0 g _ T
3

Muodostetaan kulkukaavio kuvaajan perusteella.

f(x) N -

e

Kulkukaavion perusteella funktio f saa suurimman arvonsa kohdassa z = %

Funktion suurin arvo on siis

3 2
f(z):_(%) +(2) 10

3 3 3
S A )
AR
2
27
= 10,148 ...
. . 247
Vastaus: Suurin mahdollinen arvo on 2—7
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\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Derivoidaan funktio f.

f/(a) = ~3a® + 20 CEOAR)

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

flx)=0
322 4+22 =0
r(=3r+2)=0

Kaytetadn tulon nollasdaantéa. Tulo on nolla tasmalleen silloin, kun jokin (yksi tai
useampi) sen tekijoista on nolla.

r(—=3x+2)=0
I e
r=0 tai — 3z =-2 | : (=3)

r=0 s 2 (oo
3

Koska luku z oli positiivinen, on oltava x > (), joten ainoastaan ratkaisu xz = % kelpaa.

Lasketaan derivaatan merkki derivaatan nollakohdan kummallakin puolella.

1 1\ 13 1
() ==3-(z) +2: 2= +1 ==>0
d (2) <2) R T
F1)=-3-1242-1 = -3+2 =—1<0rohse)

Muodostetaan kulkukaavio.

f'(x) + -

e
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tion suurin arvo on siis

3 2
f(g):_(%) +(2> 10

3 3

SR ST
27 9

_ 7
27
= 10,148 . ..

247
Vastaus: Suurin mahdollinen arvo on 2—7

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Monivalintakoe (12 p.)

Kokeessa on 10 monivalintatehtdvaa. Jokaisessa tehtavassa on nelja vaihtoehtoa,
joista vain yksi on oikein. Oikeasta vastauksesta saa 3 pistetta ja vaarasta saa -1 pis-
tetta. Lopuksi pisteet lasketaan yhteen, ja jos summa on negatiivinen, se muutetaan
pistemaaraksi nolla.

1. Eras opiskelija ei osaa vastata yhteenkdan tehtavaan tietojensa pohjalta, ja han
vastaa kaikkiin tehtaviin arvaamalla. Milla todennakdisyydella han saa kokeesta
nolla pistetta? (6 p.)

2. Toinen opiskelija pystyy sulkemaan jokaisesta tehtavasta pois yhden vaaran vas-
tausvaihtoehdon, ja han vastaa kaikkiin tehtaviin arvaamalla jaljella olevista vaih-
toehdoista. Milla todennakoisyydella han saa kokeesta taydet pisteet? (6 p.)

Ratkaisu.

9.1.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Todenndkdisyys, ettd monivalintatehtava menee oikein, on i. Talldin todenna-
koisyys, ettd monivalintatehtava menee vaarin, on 1 — 1

4~ 1

Selvitetaan, kuinka monella oikealla vastauksella kokeen yhteispistemadra on
0:

Kun oikeita vastauksia on nolla, niin kokeen yhteispistemaaraon —1-10 = —10.
Yhteispisteméaara on negatiivinen, joten kokeen pistemaaraksi tulee nolla.

Kun oikeita vastauksia on yksi, niin kokeen yhteispistemaara on
3+(-1-9)=3—-9=—6.

Yhteispistemaara on negatiivinen, joten kokeen pistemaaraksi tulee nolla.

Kun oikeita vastauksi on kaksi, niin kokeen yhteispistemaara on

2.3+ (—1-8) =6 8=-2.
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Yhteispistemaara on negatiivinen, joten kokeen pistemaaraksi tulee nolla.
Kun oikeita vastauksia on kolme, niin kokeen yhteispistemaara on
3:3+(—-1-7)=9-7=2.

Opiskelija saa kokeesta nolla pistetta, jos hanelld on korkeintaan kaksi tehtavaa

oikein.

Tapahtuma "korkeintaan 2 oikein” on sama kuin "0 oikein tai 1 oikein tai 2 oi-
kein”. Koska ndma tapahtumat ovat erilliset, niin

P(korkeintaan 2 oikein)

= P(0 oikein) 4+ P(1 oikein) 4+ P(2 oikein)
SORORORRHRGRON
(5)- (3 ()" e

= 0,525... [POnt5p)

053

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Todenndkdisyys, ettd monivalintatehtdva menee oikein, on i.

Selvitetaan, kuinka monella oikealla vastauksella kokeen yhteispistemadra on
0:

Kun oikeita vastauksia on nolla, niin kokeen yhteispistemaara on —1-10 = —10.
Yhteispistemaara on negatiivinen, joten kokeen pistemaaraksi tulee nolla.

Kun oikeita vastauksia on yksi, niin kokeen yhteispistemaara on
34+(=1-9)=3—-9=—6.

Yhteispistemaara on negatiivinen, joten kokeen pistemaaraksi tulee nolla.
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Kun oikeita vastauksi on kaksi, niin kokeen yhteispistemaara on
2:34+(—-1-8)=06-8=-2.

Yhteispistemadara on negatiivinen, joten kokeen pistemaaraksi tulee nolla.

Kun oikeita vastauksia on kolme, niin kokeen yhteispistemaara on
3:3+(—-1-7)=9-7T=2.

Opiskelija saa kokeesta nolla pistetta, jos hanelld on korkeintaan kaksi tehtavaa

oikein, (20728)

Tapahtuma "korkeintaan 2 oikein” on sama kuin "0 oikein tai 1 oikein tai 2 oi-
kein”. Koska nama tapahtumat ovat erilliset, niin

P(korkeintaan 2 oikein) = P(0 oikein) 4+ P(1 oikein) 4+ P(2 oikein)

Lasketaan tama todennakdisyys GeoGebran todennakoisyyslaskurilla kayttaen
binomijakaumaa:

» Todennikdisyyslaskuri X

Jakauma Tilastot

PX =k)
0.0563
0.1877
0.2816
0.2503
0.146
0.0584
0.0162
0.0031
0.0004

=0l N O~ W N -~ O

4 5 6 7 8 9 10

=25 o=1.3693

/" Binomijakauma ©

n 10 p 0.25
1B H
P(0 <X=x2 )= 0.5256

Siis P(korkeintaan 2 oikein) = 0,525. .. ~ 0,53.
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9.2.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Opiskelija pystyy sulkemaan jokaisesta tehtavasta yhden vaaran vastausvaih-
toehdon pois, joten todennakadisyys, etta tehtava saadaan arvaamalla oikein,

on 1

3
Lasketaan todennakoisyys, kun kaikki monivalintatehtavat arvataan oikein:

1 10 1
Proaien) = ( ;) _ L 0000017 EETRE=RY

59 049

Vastaus: 1. 0,53 2 ~ (0,000017

1
" 59049

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Opiskelija pystyy sulkemaan jokaisesta tehtavasta yhden vaaran vastausvaih-
toehdon pois, joten todennakdisyys, etta tehtava saadaan arvaamalla oikein,

on % 2P-UNt8P) | 741 |6in todennakaisyys, ettd monivalintatehtava menee vaarin,

1_2
onl 3= 3

Lasketaan todennakdisyys, kun kaikki monivalintatehtavat arvataan oikein:
10 1 10 2 10—-10
P(10 oikein) = (10) . (5) . (g)
1

= 59049

~ 0,000017

Vastaus: 1. 0,53 2 ~ (0,000017

_1_
" 59049
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Ratkaisuvaihtoehto 3

Opiskelija pystyy sulkemaan jokaisesta tehtavasta yhden vaaran vastausvaih-
toehdon pois, joten todennadkdisyys, etta tehtava saadaan arvaamalla oikein,

on l' 2p.(yht.8p.)

3

Lasketaan todennakdisyys, kun kaikki monivalintatehtavat arvataan oikein, kayt-
taen GeoGebran todennakdisyyslaskurin binomijakaumaa:

» Todennikoisyyslaskuri X
Jakauma Tilastot

P(X=k)
0.0173...
0.0867...
0.1951...
0.2601...
0.2275...
0.1365...
0.0568...
0.0162...
0.0030...
0.0003...
0.0000...

O o ~N oW N = O =

-
o

p=3.333 o=1.4907

/7 Binomijakauma i

n 10 p 0.3333
qHxE
P(10 < X) = 0.00001691

~ 0.000017
, .

GeoGebran asetuksista tulee muutta pyoristys esimerkiksi 10 desimaalin tark-
kuuteen, jotta vastaus nakyy todennakdisyyslaskurissa.

Siis P(10 oikein) = =55

Vastaus: 1. 0,53 2 ~ (0,000017

_1
* 59049
Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Lukujono (12 p.)

Lukujono alkaa luvuilla 4 ja 9. Kuinka moni lukujonon jasen on pienempi kuin 1 000,
jos lukujono on

1. aritmeettinen (6 p.)

2. geometrinen? (6 p.)

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Lasketaan lukujonojen jasenia taulukkolaskentaohjelmalla. Lasketaan ensiksi arit-
meettisen lukujonon erotusluku ja geometrisen lukujonon perakkaisten jasenten va-
linen suhde:
Aritmeettinen lukujono:

d= a9 — A

d=9—-4

1 — 5 [T

Geometrinen lukujono:
=5

i -
_ 1p.(yht.2p.)

Tehdaan nyt taulukko, kirjoitetaan siihen lukujonojen ensimmaiset jasenet ja kaavat,
joilla seuraavat jasenet saadaan laskettua:

q

A | B | 4 | D

1] aritmeettinen geometrinen

2
i3] d=9-4 q=9/4

4 =5
.
| 6 | 1 4 4
| 7] 2 9 9
| 8 | 3 =B7+5 =C7*(9/4)

9 4

2p. (yht. 4p.) 2p. (yht. 6 p.)
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Vedetdan kaavat alemmille riveille ja katsotaan, kuinka mones lukujonon jasen on
vield lukuarvoltaan alle 1000:

A | B | C | D

1] aritmeettinen geometrinen

2
|3 d=9-4 g=29/4

4 =5
5] n
|6 1 4 4
7 2 9 9
|8 3 14 20,25
| 9| 4 19 45,5625
| 10| 5 24 102,515625
|1 6 29 230,6601563
| 12 7 34 518,9853516
| 13 8 39 1167,717041
| 9 44
| 15 | 10 49
| 16 | 11 54
|7 12 59

1p.(yht. 7 p.)

Koska ¢ > 1, geometrisen lukujonon jasenet kasvavat jarjestysluvun kasvaessa.
Geometrisen lukujonon jasenista siis vain seitseman ensimmaista ovat

pienempia kuin 1000. Aritmeettisen lukujonon tapauksessa joudutaan vie-
rittdmaan kuvaa aikalailla alaspaéin:

E3 197 984

|23 198 989

| 204 199 994

| 205 200 999

Ed 201 1004
207

1p.(yht. 10 p.)

Koska d > 0, aritmeettisen lukujonon jasenet kasvavat jarjestysluvun kasvaessa.
Aritmeettisen lukujonon jasenista siis vain 200 ensimmaista ovat pienem-

oia kuin 1000.

10.1. Vastaus: Lukujonon 200 jasenta ovat pienempia kuin 1000.

10.2. Vastaus: Lukujonon 7 jasenta ovat pienempia kuin 1000.
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Ratkaistaan lukujonojen yleiset jasenet ja muodostetaan niiden avulla epdyhtalot.
10.1 Lasketaan aritmeettisen lukujonon erotusluku:

d:aQ—al

d=9-4

1= 5 [T

Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen on nyt
ap,=Mm—1)-d+ a

an = (n—1) -5+ 4 (E20m3p)
a, =5n—5+4

a, =onm —1

Ratkaistaan epayhtald, jossa tdma yleinen jasen on pienempi kuin 1000:

a, < 1000

(n—1)-544 <1000 ||laskinohjelmalla

n < 200,2

Suurin n:n arvo, jolla epayhtald viela toteutuu on siis n = 200. Siis lukujonon

200 ensimmaista jasenta ovat pienempia kuin 1000.

Vastaus: Lukujonon 200 jasenta ovat pienempia kuin 1000.
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10.2 Lasketaan geometrisen lukujonon perakkaisten jasenten valinen suhde:

_b
-

1p.(yht. 7 p.)

q

Geometrisen lukujonon yleinen jasen on nyt

b, =by-q"

n—1
=1 (§)
! 4

Ratkaistaan epayhtal®, missa tdma yleinen jasen on pienempi kuin 1000:

b, < 1000

9 n—1
4. (—) < 1000 ||laskinohjelmalla

4
n < 7,808799. .

Suurin n:n arvo, jolla epayhtald viela toteutuu on siis n = 7. Eli lukujonon 7

ensimmaista jasenta ovat pienempia kuin 1000.

Vastaus: Lukujonon 7 jasenta ovat pienempia kuin 1000.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksiad, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Virustartunnat (12 p.)

Syksylla 2020 koronaviruspandemian toisen aallon alkuvaiheessa Suomessa rapor-
toitiin edeltavien kahden viikon (14 vuorokauden) aikana havaittujien tartuntatapaus-
ten lukumaaria. Tama lukumaara oli 7. syyskuuta 389 ja kaksi viikkoa myéhemmin
21. syyskuuta 719 koronavirustartuntaa. (Lahde: www.hs.fi. Luettu 21.9.2020.) Ole-
tetaan, ettd havaittujen tartuntojen maara noudattaa eksponentiaalista mallia.

1. Kuinka monta koronavirustartuntaa havaittiin mallin mukaan pdivamaaraa 8.1.2021
edeltavalla kahden viikon jaksolla? Tammikuun 8. paivé on 140 vuorokautta pai-
vamaaran 21.9.2020 jalkeen. (4 p.)

2. Merkitadn muuttujalla ¢ aikaa vuorokausina niin, etta paivdmaara 7.9.2020 vastaa
arvoa t = 0. Eksponentiaalisen mallin mukaan edeltavan kahden viikon aikana
havaittujen tapausten lukumaaralle k patee k = a - 2%, Maarita vakiot a ja b.

(4p)

3. Pohdi syita sille, miksi tassa tehtavassa kaytetty malli ei ole hyva ennuste tartun-
tamaarien kehitykselle pitkalla aikavalilla. (4 p.)

Ratkaisu.

11.1 Eksponentiaalisessa kasvussa tautitapausten lukumaara kasvaa samalla kertoi-
mella jokaisen perakkaisen aikavalin aikana. Nyt aikavali on kaksi viikkoa eli 14
paivaa ja kerroin on

s T i)
389
~ 1,84832 ...

Tammikuun 8. paivaan vuonna 2021 on 140 paivaa eli kymmenen aikavalia

mydéhemmin kuin syyskuun 21. paiva vuonna 2020. Tautitapausten
lukumaara ehtii siis kasvaa eo. kertoimella kymmenen kertaa. Tautitapausten
lukumaara on siis

n

k=ay-q

719\
=719. = 1p.(yht. 3p.)
<389)

= 334596,7983 . ..

~ 335000
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Vastaus: Mallin mukaan paivamaaraa 8.1.2021 edeltavalla kahden viikon jak-
solla havaitaan 335 000 koronavirustartuntaa.

Huom! Tehtavanannossa on virhe: pdivasta 21.9.2020 paivaan 8.1.2021 kuluu
aikaa 109 paivaa eika 140 paivaa, kuten tehtavanannossa vaitetaan. Tehtavasta
saa taydet pisteet, jos on laskenut oikein kayttaen kumpaa tahansa luvuista 109
ja 140.

11.2 Maaritetdan eksponentiaalinen malli annettujen tietojen perusteella. Paivamaa-
ralld 7.9.2020 muuttujan ¢ arvo on nolla, elit = 0 ja koronavirustartuntojen lu-
kumaara on 389. Muodostetaan tasta tehtavdanannon mukainen yhtalo ja sijoi-
tetaan siihen ajan ja koronavirustartuntojen lukumaarat ja ratkaistaan vakion
a arvo:

k=aq-2%
380 = ¢ - 200

o — 350 (0=

Tehtavdannossa on annettu toistakin paivamaaraa edeltavan kahden viikon
jakson koronavirustartuntojen lukumaara. Eli paivamaaralla 21.9.2020 korona-
virustartuntojen lukumaara edeltavalla kahden viikon jaksolla oli 719. Toisaal-
ta paivamaaralla 21.9.2020 aikamuuttujan ¢t arvo on t = 14. Sijoitetaan nama
arvot mallin yhtaloon ja ratkaistaan sieltad puuttuvan vakion b arvo:

k=a-2%

719 = 389 - 2014 (2p.bhc7p))

b= 0,06330154. ..

b~ 0,063
Vastaus: Eksponentiaalisen mallin vakiot ovat a = 389 ja b = 0,063.

Pisteytyksesta: Myds lukuarvo b = 0,0633 hyvaksytaan.
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11.3 Lyhyella aikavalilla tautitapausten lukumaara voi kasvaa eksponentiaalisesti.
Pitkalla aikavalilla malli ennustaisi kahden viikon jaksolle enemman tartunto-
ja kuin Suomessa on asukkaita. Malli ei myodskaan ota mitenkaan huomioon
rajoitustoimien tai rokotusten vaikutusta tartuntamaarien kehitykseen. Myos
taudille alttiiden suomalaisten maaran pitaisi vahentya, kun koronan kerran
sairastaneilla on pienempi todennakoisyys sairastua tautiin uudelleen.

Pisteytys: yksi piste kustakin ndista
+ pitkalla aikavalilla malli ennustaisi tartuntojen maaraksi Suomen asukas-
lukua suuremman luvun
+ malli ei ota huomioon koronarajoitusten vaikutusta
+ malli ei ota huomioon rokotusten vaikutusta

« malli ei ota huomioon sita, etta sairastaneille tulee immuniteettia

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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12. Myyntitulojen maksimointi (12 p.)

Tuotteen nykyinen hinta on 60 euroa. Kauppias arvioi, etta talla hinnalla tuotetta
myydaan 1000 kappaletta. Myyntituloja kasvattaakseen kauppias paattaa muuttaa
tuotteen hintaa. Vastaavan tuotteen myynnista kertyneen kokemuksen perusteel-
la kauppias arvioi, etta jokainen euro, jolla tuotteen hinta nousee, vahentaa myyn-
tid kymmenelld kappaleella. Vastaavasti jokainen euro, jolla tuotteen hintaa laskee,
kasvattaa myyntia kymmenella kappaleella.

1. Kuinka suuret myyntitulot ovat, jos tuotteen hinta on 55 euroa? (2 p.)

2. Muodosta myyntituloja mallintava funktio f(x), kun z on tuotteen hinnan muu-
tos, ja laske sen derivaatta f'(z). (5 p.)

3. Maéarita se tuotteen hinta, jolla saadaan suurimmat mahdolliset myyntitulot. (5 p.)

Ratkaisu.
12.1. Kun tuotteen hinta on 60 euroa, myydaan tuotetta 1000 kappaletta.

Jos tuotteen hinta on 55 euroa, on tuotteen hintaa laskettu viidella eurolla.
Koska hinnan laskeminen yhdella eurolla kasvattaa myyntia kymmenella kap-
paleella, niin hinnan laskeminen viidella eurolla kasvattaa myyntia 5 - 10 = 50
kappaleella.

Kun tuotteen hinta on 55 euroa, niin tuotetta myydaan 1000 4+ 50 = 1050

kappaletta. Talléin myyntitulot ovat
55€ - 1050 = 57 750 €.

Vastaus: 57 750 euroa
12.2. Merkitaan tuotteen hinnan muutosta euroina kirjaimella x.
Kun tuotteen hinta muuttuu x euroa, on tuotteen uusi hinta 60 + x euroa.

Koska tuotteen kappalemyynti vahenee kymmenelld, kun hinta nousee yhdella
eurolla (ja vastaavasti nousee kymmenell, jos hinta alenee yhdella eurolla),
niin tuotetta myydaan 1000 — x - 10 kappaletta, kun hinta muuttuu x eurolla.

1p.(yht.3p.)
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Myyntitulot saadaan, kun tuotteiden kappalemaara kerrotaan yhden tuotteen
hinnalla. Koska yhden tuotteen hinta on (60 + x) euroa ja tuotetta myydaan
(1000 — x - 10) kappaletta, on myyntituloja mallintava funktio muotoa

f(x) = (60 + )(1000 — z - 10),

jossa x on tuotteen hinnan muutos euroina.

] Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Sievennetaan funktion lauseke laskinohjelmalla.

f(x):=(60+x)(1000-10x)
- f(x) := —10 x? + 400 x + 60000 T oMt 5 p)

1

Derivoidaan funktio f.

2  f(x)
- —20x+ 400 2p. (yht. 7p.)

Vastaus: f(z) = —10z% + 400z + 60 000 ja f'(z) = —20z + 400

] Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Sievennetaan funktion lauseke
f(z) = (60 + x)(1000 — z - 10),
= 60 - 1000 4 60 - (—10z) + z - 1000 + x - (—10x)
= 60000 — 600z + 1000z — 10z°

— —1022 + 400z + 60 000.

Derivoidaan funktio f.

Fi(x) = —2- 1007 — 1+ 400 = —20z + 400.
Vastaus: f(x) = —1022 + 400z + 60000 ja f'(z) = —20x + 400
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12.3. Myyntituloja kuvaa funktio
f(z) = —102* + 400z + 60 000,
jossa x on tuotteen hinnan muutos.

Funktion f suurin arvo |6ydetaan derivaatan nollakohdista.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat laskinohjelmalla.

f(x):=(60+x)(1000-10x)

- f(x) := —10 x? + 400 x + 60000
2  f(x)
- —20x + 400

3 | Ratkaise(f'(x)=0)
- {x =20}

Laskinohjelmalla saatiin ratkaisu = = 20.

Ratkaistaan laskinohjelmalla, milloin derivaatta saa negatiivisia arvoja ja mil-
loin positiivisia arvoja.

4 Ratkaise(f(x)>0)
- {x < 20}

5 | Ratkaise(f'(x)<0)

- {x>20)

Koska f'(z) > 0, kunz < 20ja f'(z) < 0, kunz > 20, niin funktio on
kasvava, kun z < 20 ja vaheneva, kun x > 20. Funktio f saa siis

suurimman arvonsa kohdassa x = 20.

Suurimmat myyntitulot saadaan siis silloin, kun tuotteen hinta on 60 €420 €
80 €.

Vastaus: 80 euroa
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

f(x) =0
—20z + 400 = 0 | — 400
—20z = —400 || : (—20)

= 20 (5]

Hahmotellaan funktion f’ kuvaaja. Funktion f'(z) = —20z + 400 kuvaaja on
suora, koska kyseessa on ensimmaisen asteen polynomifunktio. Koska ensim-
maisen asteen termin kerroin on negatiivinen, on kyseessa laskeva suora.

1p.(yht.9p.)

Muodostetaan kulkukaavio kuvaajan perusteella.

20

max 1p.(yht. 10 p.)

Kulkukaavion perusteella funktio f saa suurimman arvonsa kohdassa z = 20.

Suurimmat myyntitulot saadaan siis silloin, kun tuotteen hinta on 60 €420 €
80 €.

Vastaus: 80 euroa
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Ratkaisuvaihtoehto 3

Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

f(x)=0
—20z + 400 = 0 | — 400
—20z = —400 | : (—20)

» — 20 (535

Lasketaan derivaatan merkki derivaatan nollakohdan kummallakin puolella.
(1) =—=20-1+400=380>0

F£(21) = —20 - 21 + 400 = —20 < 0 ((p6neop)]

Muodostetaan kulkukaavio.

max 1p. (yht. 10 p.)

Kulkukaavion perusteella funktio f saa suurimman arvonsa kohdassa z = 20.

Suurimmat myyntitulot saadaan siis silloin, kun tuotteen hinta on 60 €420 €
S0 €.

Vastaus: 80 euroa

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Kuutioista monitahokkaita (12 p.)

Aineisto:

13. A Kuva: Puuveistokset

Puisen kuution sarman pituus on 2,0 cm. Tarkastellaan kahta monitahokasta, jotka
saadaan sahaamalla pois kuutioiden nurkista pyramidin muotoiset kappaleet, alla
kuvatuilla tavoilla, ks. kuva 13.A.

1. Piirretdan kuution tahkoihin janat, jotka yhdistavat vierekkaisten sarmien keski-
pisteet. Poistetaan kuution nurkista pyramidit, joiden pohjasarmina ovat piirretyt
janat. Maarita nain saadun monitahokkaan tilavuus. (6 p.)

2. Piirretdan kuution tahkoihin sellaiset janat, joiden paatepisteet ovat vierekkaisil-
Ia sarmilla niin, etta tahkoihin muodostuu saannéllinen 8-kulmio. Poistetaan kuu-
tion nurkista pyramidit, joiden pohjasarmina ovat piirretyt janat. Maarita nain saa-
dun monitahokkaan pinta-ala. (6 p.)

Ratkaisu.

13.1.

Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Kuution alkuperainen tilavuus on
Ve — (2.0cm)® — 8,0 c

Kuutiosta poistetaan nurkista pyramidit. Jaljelle jaaneen monitahokkaan tila-
vuus saadaan, kun alkuperaisesta kuution tilavuudesta vahennetaan poistet-
tujen pyramidien tilavuudet.

Selvitetaan yhden poistetun pyramidin tilavuus.
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Poisleikatun pyramidin tilavuus saadaan kartion tilavuuden avulla. Kartion poh-
ja muodostuu tasakylkisesta suorakulmaisesta kolmiosta, jonka pinta-ala on

1 1
A=3-10-1,0 = (cm?). [Zo0mer)]
Kartion korkeus on 1,0 cm, joten kartion eli yhden pyramidin tilavuus on
1.0 = Lem)
) 6 .

Pyramideja poistetaan yhteensa 8 kappaletta, joten koko monitahokkaan tila-
vuus on

V=V, -8V,
3

1
:8,Ocm3—8-gcm

20
= — CIn

3
= 6,666 ... cm®

~ 6,7011’13. 1p. (yht. 6 p.)

Vastaus: 6,7 cm?®
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| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Valitaan koordinaatiston yksikoksi senttimetri. Piirretadn GeoGebralla kuutio,
jonka sarman pituus on 2. Aloitetaan piirtamalla pohja.

y
29
1.5
1
0.5
X
0 0.5 1 1.5 2
1p.(yht. 1 p.)

Laajennetaan pohja 3D-piirtoalueessa sarmioksi, jonka korkeus on 2.

1p.(yht. 2 p.)
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Piirretaan yhden sivun ja kahden taman sivun vierekkaisen sivun keskipisteet.
Piirretdan pyramidi, joka naiden pisteiden avulla muodostetaan

= 0.1666666667

+ keskipisteet piirretty
* pyramidi piirretty
+ pyramidin tilavuus kirjoitettu nakyviin

Yhden pyramidin tilavuus on V,, = 0,166 .. .. cm?. Pyramideja poistetaan yh-
teensa 8 kappaletta, joten koko monitahokkaan tilavuus on

V=V, -8V,
=80cm®—8-0,166... cm?
= 6,666. .. cm?

6T

Vastaus: 6,7 cm?
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| Ratkaisuvaihtoehto 3|

R

Poisleikatun pyramidin pohja on tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on .
Piirretaan kuva yhdesta tahkosta. Tahkoihin piirretyt janat yhdistavat vierek-
kaisten sarmien keskipisteet.

1,0cm

1,0 cm

2,0cm

Pythagoraan lauseella saadaan
2 =12+ 1%
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Laskinohjelmalla saadaan ratkaisu x = ++/2. Koska sivun pituus ei voi olla
negatiivinen, hylataan negatiivinen vaihtoehto. Pyramidin pohjan sivun pituus

on siis z = /2.

Selvitetaan tasasivuisen kolmion korkeus k.

Pythagoraan lauseella saadaan
vz\’ 2
(7) v (va)

6
Laskinohjelmalla saadaan ratkaisu k = :l:T. Koska sivun pituus ei voi olla

V6

negatiivinen, on k = -

Pyramidin pohjan pinta-ala saadaan tasasivuisen kolmion pinta-alasta. Pyra-
midin pohjan pinta-ala on

A=tio=tove B ), (D)

Pyramidin pohjan pinta-ala voidaan laskea myds taulukosta l6ytyvalla tasasi-
vuisen kolmion pinta-alan kaavalla: kun sivun pituus on a = v/2, on tasasivui-
sen kolmion pinta-ala

A=

V3 VE VBB
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Selvitetadn tasasivuisen kolmion keskipisteen etaisyys tasasivuisen kolmion
karjesta. Merkitaan tata pituutta kirjaimella y.

V2
2
Pythagoraan lauseella saadaan, etta
2 2
B 5 Y Yy
6
Laskinohjelmalla saadaan ratkaisu y = L—( cm).

Selvitetaan sitten pyramidin korkeus h.
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Pythagoraan lauseella saadaan, etta

y2+h2:12

(?) +h*=12

3
Laskinohjelmalla saadaan ratkaisu h = j:?. Pyramidin korkeus on siis h =

V3 om0

3

Yhden pyramidin tilavuus on

ool oL Y3 V3L (e

3 3 2 3 6
Pyramideja poistetaan yhteensa 8 kappaletta, joten koko monitahokkaan tila-
vuus on
V=V -8V,

1
= 8,0cm? —8-gcm3

20
= —CIm
3
= 6,666. .. cm?
~6 7cm3. 1 p. (yht. 6 p.)

Vastaus: 6,7 cm?
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13.2. Tarkastellaan kuution yhta tahkoa, jonka kulmista on poistettu suorakulmaiset

kolmiot.

Merkitaan kirjaimella = suorakulmaisen kolmion kateetteja. Tall6in suorakul-
maisen kolmion hypotenuusa on 2—2x, koska tahkon sisalle muodostuu saan-
noéllinen 8-kulmio, jonka kaikki sivut ovat yhta pitkia. Pythagoraan lauseella
saadaan

2?42t = (2 —22)%

Laskinohjelmalla saadaan ratkaisuksi z = v/2+2 =3414.. . jaz = —v/2 +
2 = 0,585. ... Hylataan ratkaisu = /2 + 2 = 3,414 .. ., koska se on suu-
rempi kuin kuution sdrman pituus. Suorakulmaisen kolmion kateetin pituus

onsiisz = 2 — /2. (Lp-0ht8p))

8-kulmion pinta-ala on siten

AS—kuImio = Anelib - 414kolmio

1
:22_4.§.x2

2
—1-2.(2-V2)
— 82 — g[(lputse)]

Monitahokkaan pinta-ala muodostuu kuuden 8-kulmion pinta-alasta ja kah-
deksan poisleikatun pyramidin pohjan pinta-alasta.

Yhden poisleikatun pyramidin pohja on tasasivuinen kolmio, jonka sivun pi-
tuuson2 — 217 =2 —2- (2 —/2) = 22 - 2,
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Tasasivuisen kolmion korkeus h jakaa kannan kahteen yhta pitkaan osaan.

Muodostuu suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat h ja 22 = 1 — z =
1 —(2—1+/2) = v/2 — 1, jajonka hypotenuusa on 2 — 2z = 2v/2 — 2. Muo-
dostetaan yhtalé Pythagoraan lauseen avulla.

K2+ (\/5—1>2: (2\/5—2)2

Laskinohjelmalla saadaan h = V3—+v/6taih = —/3+6.Koska/3—v6 =
—0,717... < 0, niin h = —/3 + V6.

Tasasivuisen kolmion pinta-ala on siten

1
Atasasivuinen kolmio — 5 ' (2 - 21;) h

-5 (v22) (a0)
= 26 +3V53.
Koko monitahokkaan pinta-ala on siten
A = 6Aguuimio + 8Arasas.
=6 (sv2-8) +8- (-2v6+3v3)

= 22,2596. ..
~ 22.

Monitahokkaan pinta-ala on siis noin 22 cm?.
Vastaus: 22 cm?

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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