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1. Sopivia lukuja (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 3 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1.

Mika on lausekkeen 1 — 3z arvo, kun x = 2? (3 p.)

[ ]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: —10, —9, —8, —7, —6, —5, —4, —3, =2, —1, 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9, 10.

1.2. Jonon (a,) yleinen termi on muotoa a,, = 3-2", n € N. Miké on termi a3? (3 p.)

[ ]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28, 29, 30.

1.3. Jono (b,,) toteuttaa ehdot bg = 6 ja b, 11 = b, + 4, n € N. Mika on termi by?

1.4.

3 p)
Vastauslaatikon vaihtoehdot: —10, —9, —8, —7, —6, —5, —4, —3, =2, —1, 0, 1,
2,3,4,5,6,7, 8,9, 10.

Polynomi (22 + 5x + 1)(z + 3) kerrotaan auki, jolloin muodostuu kolmannen
asteen polynomi. Mika on sen toisen asteen termin kerroin? (3 p.)

]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 20.
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Ratkaisu.

11 —5.

Miten vastaukseen paadyttiin: Sijoitetaan x = 2 lausekkeeseen 1 — 3.

1-3-2=1-6=-5.

12 21, B

Miten vastaukseen paadyttiin: Termi ag saadaan, kun sijoitetaan yleisen termin
lausekkeeseen n = 3. Lasketaan talla tavalla as.

a3 =3-22=3.8=24.

13 o, )

Miten vastaukseen paadyttiin: Tehtdvanannon mukaan b,,.1 = b, + 4, eli vas-
taavasti b,, = b,, 1 —4. Lisaksi tehtdvdnannon mukaan bg = 6. Lasketaan tdman
avulla bs.

Lasketaan vastaavasti b,.

by=bs —4=2—4=_2

14 5. @0

Miten vastaukseen paadyttiin (tapa 1); Huomataan, etta toisen asteen termin
kerroin muodostuu tulossa ainoastaan termeistd 22 - 3 ja 5x - z, joten toisen
asteen termion

22345z - x = 822,

eli toisen asteen termin kerroin on 8.
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Miten vastaukseen paadyttiin (tapa 2:) Lasketaan tulo auki.

(2> +524+1)(z+3)=2®c+2*>-3+5z-x+52-3+1-24+1-3
— 23+ 322+ 522+ 150+ 2+ 3
= 2% + 822 + 16z + 3.

Tasta nahdaan, etta toisen asteen termin kerroin on 8.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 4


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

2. Geometrisia pikkutehtavia (12 p.)

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara
vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

2.1

2.2.

2.3.

2.4,

2.5.

2.6.

Paraabelity = 422 jay = 22 — 1 (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "eivat leikkaa”, "leikkaavat yhdessa pisteessa”, "leik-
kaavat kahdessa pisteessa”, "leikkaavat useammassa kuin kahdessa pisteessa”.

Pisteiden (1,6) ja (—1, —6) valisen janan keskinormaalin kulmakertoimelle k&
on voimassa (2 p.)

[ ]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: k < —1, k= -1, -1 <k <0,k =0,0 < k < 1,
k=1 k> 1.

Ympyran 922 + 9y? = 1 sade on (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: 1,9, 1/9, 3, 1/3, /3, \/1/3.

Tasokayra koostuu kaikista niista pisteista, jotka ovat yhta kaukana yhdesta kiin-
tedsta pisteesta ja yhdesta kiintedsta suorasta. Tama tasokdyra on (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "ympyra”, "suora”, "Gaussin kellokdyra”, "paraabe-

"on

li", "kolmio”, "sinikayra”.

Kuinka monta ratkaisua on yhtalolla cos(3z) = 0,5 valilla 0 < x < 7?2 (2 p.)

[]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.

Ympyrélle (z — 1)2 + (y — 1)? = 4 on piirretty tangentti, joka kulkee pisteen
(0, —4) kautta. Tangentti (2 p.)

nmon "o,

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "ei voi olla laskeva”, "ei voi olla nouseva”, "voi olla

nmon non

laskeva tai nouseva”, "on x-akselin suuntainen”, "on y-akselin suuntainen”.
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Ratkaisu.

2.1 Eivit leikkaa.

Miten vastaukseen paadyttiin: Paraabelit leikkaavat sellaisissa pisteissa, joissa
niiden x- ja y-koordinaatit ovat keskenaan samat, eli kun patee

422 = 2 — 1
3224+1=0

Termi 322 on epénegatiivinen kaikilla z, joten lauseke 322 + 1 > 0 kaikilla z.
Yhtaldlla ei siis ole ratkaisuja, joten paraabeleilla ei ole leikkauspisteita.

2.2 —1<k<0.

Miten vastaukseen p&adyttiin: Lasketaan ensin pisteiden (1, 6) ja (—1, —6) vali-
sen janan kulmakerroin.
_Y2—hn

T2 — I
~ 6—(-6)
11— (-1)
_6+6
1+1
12
2

ki

= 6.

Keskinormaali on kohtisuorassa janaa vastaan, joten keskinormaalin kulmaker-
toimelle k ja janan kulmakertoimelle k; patee.

k’/{flz—l Hikl

-1

k=—
ki

-1

k=—
6

k::—l.
6

N&in ollen oikea vaihtoehto on —1 < k < 0.
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23 1/3.

Miten vastaukseen paadyttiin: Muunnetaan ympyran yhtalo keskipistemuotoon.

922+ 9y =1 ||: 9

1\2
2 2 _ (14
x—l—y—(S)

Tasta nahdaan, ettad ympyran sade on 1/3. Jos keskipistemuoto ei muistunut ko-
keessa mieleen, tasta pystyy myos Pythagoraan lauseen avulla paattelemaan,
etta taman yhtalon toteuttavat pisteet (x, y), jotka ovat etaisyydella 1/3 origos-
ta.

2.4 Paraabeli.

Miten vastaukseen paadyttiin: Kokeessa oli paras vain muistaa, etta paraabeli
on maaritelty talla tavalla pisteen ja suoran avulla. Jos tata ei muistanut, oikean
vastauksen pystyi myds varsin helposti arvata piirtamalla pisteen ja suoran ja
hahmottelemalla silmamaaraisesti pisteita, jotka ovat yhta kaukana pisteesta
ja suorasta. Nain pystyi paatella, etta paraabelia lukuunottamatta muut anne-
tut vaihtoehdot (ympyra, suora, gaussin kellokayra, kolmio ja sinikayra) eivat ole
mahdollisia.)

2.5 3. (ur20)
Miten vastaukseen paadyttiin (tapa 1, nopea paattely):
Jos0 < = < m niin 0 < 3z < 3m, eli yhtalélla cos(3z) = 0,5 on valilla

0 < z < 7 yhtd monta ratkaisua kuin yhtalélla cos(y) = 0,5 valilla 0 < y < 3.
Hahmotellaan ratkaisut yksikkdympyraan.
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>

Y

7

Yksikkdympyran avulla huomataan, etta yhtalolla cos(y) = 0,5 on kolme ratkai-
sua valilla 0 < y < 3, joten vastaus on 3.

Miten vastaukseen paadyttiin (tapa 2, tarkka laskelma):
Vali 0 < x < 7 vastaa asteina valia 0 < z < 180°. Muistetaan (I0ytyy myos
MAOL-taulukosta), etta
cos (60°) = 0,5.
Nain ollen kosiniyhtalon cos(3x) = 0,5 kaikki ratkaisut saadaan yhtalosta
3z = £60°+360°-n | :3
r = £20°+120°-n
eli yhtaldista
xr=20°+120°-n )
r = —20°+120°-n (2)

Yhtalon (1) ratkaisuista kysytylla valilla ovat z = 20° ja z = 140°, ja yhtalon (2)
ratkaisuista z = 100°. Nain ollen ratkaisuja on kysytylla valilla 3 kappaletta.

2.6 Voi olla laskeva tai nouseva. 2P0t 2p)

Miten ratkaisuun paadyttiin: Ympyran yhtalo keskipistemuodossa on
(2= 1)+ (y - 1)* =2%
eli ympyran keskipiste on (1, 1, ) ja sen séade on 2. Hahmotellaan ympyréa suttu-

paperille.
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Kuvan perusteella voidaan paatella, etta tangentti voi olla nouseva tai laskeva.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Integraaleja (12 p.)

Jokaisesta osatehtavasta voi saada 4 pistetta.

1. Laske
/(x2 +1)dx.
2. Laske .
/2 cos(2x) dx.
0
3. Laske )
/ |z|? da.
—1
Ratkaisu.
1.

1 5. 1

/(:v2—|—1)dx— 2+1:I?2+l+17+02 §x3—|—x—i—C.

2. Muistetaan, etta funktion sin(x) derivaatta on cos(x). Derivoidaan sin(2x).
Dsin(2x) = cos(2z) - D 2z = cos(2x) - 2 = 2 cos(2x).

Tasta voidaan huomata, ettd funktion £ sin(2z) derivaatta on cos(2z), jolloin saa-
daan laskettua tehtavan integraali.

sin(2x)

cos(2z) dx

O\w\ﬁ
|
O\N\:‘
N | —

1 1
=§sm<2-g> —Q.sin(Q.O)
1 1
~ 9 sin(7) — 5 sin(0)
_ 1 0 1 0
- 2

()

I
=
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Funktion 3y = |x|3 kuvaaja on symmetrinen y-akselin suhteen, joten

1 1
/|w[3daz = 2-/\3:]3(136
. 0

1

:2-/:v3da:

>

N /‘\
»-bl*—‘
\_/
i
‘2
=2
w
=
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Ratkaisuvaihtoehto 2

1 0 1
/|x|3dx:/|x|3dx+/|m|3dx
s s 0

0 1
:/(—x)3dx+/x3dx

-1 0

DN = =D = =

|

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 12


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

4. Tasokayra (12 p.)
. — 7. 1 -
Tarkastellaan vektoreita v(t) = ti + 2 kunt > 0.

1. Laske pistetulo (i — 7) - 9(3). (3 p.)
2. Maarita vektorin v(3) pituus. (2 p.)

3. Milld muuttujan t > 0 arvolla vektori v(¢) on mahdollisimman lyhyt? (7 p.)

Tallaista jatkuvaa vektoriarvoista funktiota kutsutaan kdyrdn parametrisoinniksi.

Ratkaisu.

1. Lasketaan kysytty pistetulo.

(=300 = G- (37+ 57 ) D

=(i—J) (3E+%7)

— 1.3 1. L (o)
9
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2. Lasketaan vektorin T(3) pituus.

— - 1_.
(3)| = |3Z+—J|

/32 1p(yht 1p)

7129 N 1

V81 81

. [730

V81

_ V730
9

Pisteytyksesta: Jos on laskettu vain likiarvo, saa kohdasta 2 korkeintaan 1 p.

3. Muodostetaan vektorin () pituuden nelién lauseke.

2
pOr =2+ (%) =+ . Enmw)
t2

t4
Merkitaan tata lauseketta
fit) =+t

Selvitetaan, milla ¢ > 0 arvolla tdma lauseke saa pienimman arvonsa. Derivoi-

daan f(t).
fl(t) =2t 4!

o — 4475

PN e
5
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Selvitetdan derivaatan nollakohdat.

f(t)=0
4
2t 4
w5
2t —4
15 0
210 — 4 =
2t5 =4
N_E
T2
0 =2

¢ — + /3 )

mafy.fi

Koskat > 0, vaint = /2 = 1,1224 ... on derivaatan nollakohta. Lasketaan

derivaatta kohdissat = 1ljat = 2.

F)=2-1- % =220

15
, 4
f(2):2-2—%:—>0
Kulkukaavio:
V2
f'(t) +

Huomaa! Kulkukaavion saa piirrettya Abitin vastauseditorin taulukkotoiminnolla

ja valikosta Ioytyvilla symboleilla.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Funktio f(¢) saa siis pienimman arvonsa kohdassa ¢t = /2. N&in ollen myos
vektorin 7(t) pituus on pienin talla muuttujan ¢ arvolla.

Vastaus: Vektori 7(t) on mahdollisimman lyhyt, kun t = v/2.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. llmanpaine (12 p.)

[Imanpaine pienenee maanpinnalta yldspdin noustaessa kaavan

0,00976hA 3,50
p(h) = po (1 T>
mukaisesti, kun py ja Ty ovat ilmanpaine ja lampdétila maanpinnalla (yksikkoina kPa
ja K), ja h on korkeus maanpinnalta (m). Lentokoneen ldhtiessa nousuun on py =
101,3 (kPa) ja To = 301 (K). Kuinka monta prosenttia ilmanpaine muuttuu, kun
lentokone nousee kahden kilometrin korkeudesta kolmen kilometrin korkeuteen?

Ratkaisu.

Po = 101,3
Ty, = 301
llImanpaine korkeuden funktiona:
0,00976h\ >
p(h) = po (1 - T)
0

3,50
p(h) = 1013 (1 _ _anggjﬁh)
Lasketaan ilmanpaine korkeuksilla & = 2000 ja h = 3000.
p(2000) = 80,111176.. ..

p(3000)

70,803109. ..

Kun lentokone nousee kahden kilometrin korkeudelta kolmen kilometrin korkeu-
teen, ilmanpaine siis muuttuu

p(3000) — p(2000)  70,803109... —80,111176. ..

»(2000) 80,111176.. ..

= —0,116189...
= —11,6189 ... % (1pohe1on)]
—11,6% (20R: 15

Q
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Vastaus: [Imanpaine pienenee 11,6%, kun lentokone nousee kahden kilometrin kor-
keudelta kolmen kilometrin korkeuteen.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Yhtaloita tasossa (12 p.)

1. Tasojoukko A koostuu niista pisteista (x, y), joiden etdisyys pisteestd (—3,1) on
4. Miké yhtalo kuvaa joukon A pisteita? Miksi joukon A pisteita ei voida esittaa
muodossa y = f(x) minkaan funktion f avulla? (6 p.)

2. Maarita niiden ympyréiden yhtalot, joiden keskipiste on (1,2) ja jotka sivuavat

ympyrad 22 + (y — 2)*> = 4. (6 p.)

Ratkaisu.

1. Kyseessa on ympyra, jonka keskipiste on (—3, 1) ja sade on 4. Tallaisen ympyran
yhtalo keskipistemuodossa on

(z = (=3))+ (y—1)* =4

(@ +3)2 + (y — 1)* = 16. (o030

Muodossa y = f(x) voidaan esittaa pistejoukot, joissa tiettya x:n arvoa vastaa
tasmalleen yksi y:n arvo, eli jos piste (x1, y1 ) kuuluu pistejoukkoon, ei ole olemas-

sa sellaista yo # y1, ettd myods (x1, yo) kuuluisi pistejoukkoon. (e uht29) Tehtsvan
pistejoukko A on ympyra, joten siind melkein kaikkia pistejoukon pisteita (1, y1)
vastaa toinen piste (1, ¥2), joka my6s kuuluu joukkoon A. Taten pistejoukkoa A

ei voida esittdd muodossa y = f(x). (zp wh.ep))

2. Ympyran Y7 yhtalé on

- (y—2)7=4

eli sen keskipiste on (0, 2) ja sade on 2. Piirretdan koordinaatistoon ta-
ma ympyra, seka ne ympyrat, joiden keskipiste on (1, 2) ja jotka sivuavat ensim-
maista ympyraa. Kuvat ovat lisaselitysta, jota ei vaadita ratkaisussa, mutta niiden
lisadminen ratkaisun selkeyden parantamiseksi on hyva ajatus.
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(1,2)
(0.2)¢

Merkitaan Ya:lla ympyraa, jonka keskipiste on (1,2). Ympyroiden Y7 ja Y5 kes-
kipisteiden y-koordinaatit ovat samat, joten niiden etdisyys on z-koordinaattien
erotus, eli 1 —0 = 1. Tama on pienempi kuin ympyran Y; sade, joten ympyran Y5
keskipiste on ympyran Y} sisapuolella.

Ympyrat sivuavat toisiaan, kun niilld on tasmalleen yksi yhteinen piste. Tama to-
teutuu kahdessa tilanteessa.

1) Kun ympyran Y; sade on suurempi kuin ympyran Y5 sade, jolloin ympyran Y5
sade on ympyran Y] sdteen ja ympyroiden keskipisteiden etaisyyden erotus, el

ympyran Y; sddeon2 — 1 = 1.

2) Kun ympyran Y5 sade on suurempi kuin ympyran Y7 sade, jolloin ympyran Y5
sade on ympyroiden keskipisteiden etdisyyden ja ympyrdn Y; sateen summa, el

ympyran Y, sddeon 1+ 2 = 3.

Kyseisten ympyroiden Y5 yhtalot ovat siis:

(=12 +(y—-2°=1°

(2 — 1)2 + (y — 2) = 1 (p0hesw)
ja

(2 -1+ (y -2 =3

(v = 1) + (y - 2)? = 9. (0men)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Avaruuskappale (12 p.)

Tama tehtava on tarkoitettu ratkaistavaksi ohjelmistolla. Vastaukset voi antaa likiar-
voina, ja perusteluiksi riittavat kuvakaappaukset tai selitykset, joista ilmenee, mita
on mitattu. Tehtavan voi myods ratkaista algebrallisesti laskemalla. Tarkastellaan mo-
nitahokasta M = ABC'DEF, jonka pohja ABC D E on saannéllinen viisikulmio ja
jonka sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita.

1.

Piirrd kuva monitahokkaasta M. (4 p.)
Maarita monitahokkaan M sarmén AF ja pohjan valinen kulma. (2 p.)
Maérita monitahokkaan M tahkon ABF ja pohjan valinen kulma. (2 p.)

Maarita monitahokkaan M tilavuus, kun sdrman pituus on a. (4 p.)

Ratkaisu.

. Piirretaan ensin GeoGebralla piirtoalueelle sadannoéllinen viisikulmio ABCDFE,

jonka sivun pituuden voi valita itse. Piirretaan talla kertaa saanndllinen viisikul-
mio, jonka sivun pituus on 1.

0 1 2 3 4 £
_1 D
E C
-2
A B
-3
kuvio1

1p (yht. 1p)

Maaritetaan seuraavaksiviisikulmion ABC' D keskipiste G GeoGebran Keskipiste-
tyokalulla:
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_A

kuvio1

Piirretaan GeoGebralla 3D-piirtoalueessa viisikulmiolle ABC' D E kohtisuora suo-

ra keskipisteeseen G.

Koska monitahokkaan M = ABC DFEF sivutahkot ovat tasasivuisia kolmioita,

on kolmion sivun pituus piirroksessa 1.

Piirretaan johonkin viisikulmion ABC' D FE karkipisteeseen pallo, jonka sade on

1.
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Maaritetaan pallon ja viisikulmion keskipisteen G kautta kulkevan suoran leik-
kauspisteet F'ja H.

Piilotetaan kuvasta piste H, pallo ja pisteen G kautta kulkeva suora.
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Piirretdaan sivutahkot AFB, BFC, CFD, DFFE ja EF A, jolloin saadaan moni-
tahokas M = ABCDEF'. Sivutahkot voi piirtaa joko Monikulmio- tai Pyramidi-
tyokalulla.

2. Monitahokkaan M sarman AF ja pohjan vélinen kulma on sama kuin kolmion
AGF kulma GAF. Méaaritetaan GeoGebran Kulma-tyokalulla kulma GAF":

Monitahokkaan M sarméan AF ja pohjan valinen kulma on noin 31,7°.

3. Monitahokkaan M tahkon ABF ja pohjan vélinen kulma on sama kuin kolmion
IGF kulma GIF, jossa piste I on sivun AB keskipiste.

Maaritetaan GeoGebran Kulma-tyokalulla kulma GI F*:
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Monitahokkaan M tahkon ABF ja pohjan valinen kulma on noin 37,4°.

4. Maaritetaan GeoGebralla Tilavuus-tyokalulla GeoGebralla piirretyn monitahok-
kaan ABC'DEF tilavuus:

Kappaleen b tilavuus = 0.302

Piirroksessa sarman pituus on 1 ja tehtavassa sarman tulee olla a, joten kerrotaan

tilavuus 0,302 luvulla a®.
Tilavuus on siis 0,302a?.
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8. Raja-arvon suhteellinen virhe (12 p.)

Tarkastellaan raja-arvoa

. 1
sint — —=
lim V3
t*)z —_— Z

1. Laske raja-arvolle likiarvot, kun t — % =107% k=23 4.4 p.)

1

mafy.fi

2. Osoita, etta raja-arvon tarkka arvo on —= tulkitsemalla tutkittava lauseke erotus-

V2
osamaaraksi. (4 p.)

3. Maarita osatehtavassa 1 laskemiesi likiarvojen suhteelliset virheet. (4 p.)

Ratkaisu.

Merkitaan

1. Tarkastellaan tehtavanannon mukaisesti ¢:n arvoja

™
t—=—=10""
4
™
t=-—+107"
4Jr ’
kun k = 2,3, 4, eli arvoja
™ _
tzzz—f—lo 2
™ _
ty = +10 3
b= Ty 1074 @0
4

Lasketaan nait4 vastaavat f(t):n likiarvot CAS-ohjelman avulla.

f(t2) = 0,7035594 ... ~ 0,703559
f(t3) = 0,7067531 ... = 0,706753
f(ts) = 0,7070714 . .. ~ 0,707071
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2. Tiedetaan, etta

n ()=
sin(— | =—
4 V2’
joten tehtdvanannon raja-arvo on

lim sin(t) — sin (%)

T
t—7 t—z

Y

Tama on erotusosamaaran raja-arvona funktion sin(t¢) derivaatta kohdassa = =

o Funktion sin(t) derivaatta on cos(t), joten raja-arvon tarkka

arvo on
on(T) = -
4/ V2

3. Suhteelliset virheet ovat

flts) = 75
2 — 00050166 ..
S
— —0,50166.... %
~ —0,502%
fts) — >
—2 — _0,00050016 ...
z
= —0,050016 ... %
~ —0,0500%
f(ts) — %

M2 (),00005000. . .

= —0,005000. .. %

~ —0,00500%

Pisteytyksesta: Kohdassa 3 saa 2 p ensimmaisen suhteellisen virheen laskemises-
ta, ja 1 p/ suhteellinen virhe seuraavien kahden laskemisesta.
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9. Tilin tyhjennys (12 p.)

Mikko tyhjentaa tilinsd nostamalla pankkiautomaatista 370 euroa. Automaatti an-
taa hanelle x kappaletta kahdenkymmenen ja y kappaletta videnkymmenen euron
seteleita.

1. Muodosta tapahtumaa kuvaava yhtalo, jonka luvut x ja y toteuttavat. (3 p.)

2. Kuinka monella eri tavalla automaatti voi antaa 370 euroa pelkkina 20 ja 50 euron
seteleind? Seteleiden jarjestysta ei oteta huomioon. (9 p.)

Ratkaisu.

1. Koska x ja y ovat seteleiden kappalemaaria, ovat ne ei-negatiivisia kokonaisluku-
ja.

Automaatti antaa x kappaletta 20 euron seteleita ja y kappaletta 50 euron sete-
leitd, joten rahaa on yhteensa 20x + 50y. Mikko tyhjensi tilinsg, joten tilannetta
kuvaa yhtalo

20x + 50y = 370,

jossa x ja y ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Yksinkertaistetaan ensin yhtaloa:
20x 4+ 50y =370 || : 10

20 + 5y — 57, (80TD)

Koska x ja y ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, yhtalélla
2v + by = 37
tulee olla siis kokonaislukuratkaisuja x > 0jay > 0.

Paatellaan seuraavaksi, mita kokonaislukuarvoja muuttujat x ja y voivat saada:
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Taytyy olla 2z < 37, joten x voi olla korkeintaan kokonaisluku 18. Toisin sanoen
0<z< 18

Taytyy olla by < 37, joten y voi olla korkeintaan kokonaisluku 7. Toisin sanoen

0 <y < 7. (20030

Taman lisaksi huomataan, etta summan 2x + 5y tulee olla pariton (= 37). Koska
2z on aina parillinen, tulee siis luvun 5y olla pariton. Luku 5y on pariton, kun luku

1 on pariton, joten luvuiksi y kelpaavat vain luvut 1, 3, 5ja 7.

Kaydaan lapi kaikki nelja eri vaihtoehtoa sijoittamalla muuttujan y arvot 1, 3, 5 ja
7 yhtaloon 2x + Sy = 37 ja ratkaisemalla z.

Kun y = 1, niin
2c+5-1=37 ||-5
20 =32 | :2
r = 16.
Kun y = 3, niin
2r4+5-3=37 ||—15
20 =22 | :2
r =11.
Kun y = 5, niin
20 4+5-5=37 || —25
20 =12 | :2
r =06
Kuny = 7, niin
204+5-7=37 ||—35
2 =2 | :2
r=1
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Kaikki nelja eri ratkaisua toteuttavat kokonaislukuyhtalén ehdot, joten pankkiau-

tomaatti voi antaa rahat neljalla eri tavalla.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Yksinkertaistetaan ensin yhtaloa:
20z + 50y = 370 || : 10

21 + 5y = 37. (1Pone1P)

Koska x ja y ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja, yhtalolla
2x + by = 37
tulee olla siis kokonaislukuratkaisuja z > Ojay > 0.

Kyseessa on Diofantoksen yhtald. Etsitdan yksittaisratkaisu kokeilemalla. Eras yk-

sittdisratkaisuonxg = ljayg = 7, koska2-1+5-7 = 37. Yksittaisrat-
kaisun voi etsia myds Eukleideen algoritmilla.

Maéritetaan laskinohjelmalla syt(2,5) = 1. Lukujen 2 ja 5 suurin yhteiden tekija
1 voidaan myds perustella silla, ettda molemmat luvut 2 ja 5 ovat alkulukuja.

Diofantoksen yhtalén 2x + 5y = 37 yleinen ratkaisu on

n-5 i n-2
TR i) s T w25
1:1—1—” ’ ja _1/:7—¢—-2

1 1
r=1+5n ja y="717-—2n,

jossa n on kokonaisluku. Koska muuttujien z ja y tulee olla ei-negatiivisia, saa-
daan epayhtalot:
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x>0 ja y=>0
1+5mn >0 ja 7T—2n>0

Ratkaistaan epayhtalot laskinohjelmalla, jolloin saadaan
Lol
5 T2

Tahan valiin kuuluvat kokonaisluvut 0, 1, 2 ja 3. Koska n on kokonaisluku, nama
ovat siis kaikki luvun n arvot, jotka toteuttavat epayhtalot.

Kunn =0,saadaanz =1+4+5-0=1ljay=7—-2-0="1.
Kunn =1,saadaanz =1+4+5-1=6jay=7—2-1=05.
Kunn = 2,saadaanz =1+4+5-2=1ljay=7—-2-2=3.
Kunn = 3,saadaanz =1+4+5-3=16jay=7—-2-3 = 1.

Diofantoksen yhtaldlle 2o + 5y = 37 1dytyy siis nelja kokonaislukuratkaisua, joten
pankkiautomaatti voi antaa rahat neljalla eri tavalla.

Varilliset tekstit ovat lisdaselityksiad, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Osittaisderivaatta (12 p.)

Aineisto:

10. A Kuva: Funktion kuvaaja

Tarkastellaan kahden muuttujan funktiota
f(z,y) = 2* 4+ 322 + y* — 6y + 60.
1. Laske funktion osittaisderivaatat f, ja f,. (4 p.)

2. Oletetaan tunnetuksi, etta taman funktion f pienin arvo saadaan siina tason pis-
teessa, jossa yhtalopari
fa: =0
fy =0

toteutuu (ks. kuva 10.A). Maarita funktion f pienin arvo tata tietoa kayttamalla.
8p.)

Huomautus: Osittaisderivaatalle f, kadytetaan my6s merkintoja f., D, f, D1 f, 9z ja
x
0, f; vastaavalla tavalla osittaisderivaatalle f,.

Ratkaisu.
1. Funktio on

f(z,y) = 2* + 322 + 4* — 6y + 60.

Lasketaan osittaisderivaatta f,, eli derivoidaan ,/'(.’r, ) muuttujan  suhteen.
folz,y) =42+ 32 1271 40

— 4a? + 32, (2p0nt20)]

Lasketaan osittaisderivaatta f,, eli derivoidaan f(z, y) muuttujan y suhteen.
fu@y)=0+2y""" 6.1y +0

= 2y — 6. (o)
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2. Yhtalopari on siis kohdan 1 nojalla

423 +32 =0
2y —6=0.

Ratkaistaan yhtalét CAS-ohjelman avulla. Saadaan
P
=3

Selvitetaan funktion pienin arvo sijoittamalla * = —2 ja y = 3 funktion lausek-
keeseen.

f(=2,3) = (-2)* +32-(—2) + 3> —6-3+60
=3

Vastaus: Funktion pienin arvo on 3.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Noppapeli (12 p.)

Eraassa pelissa kaksi pelaajaa A ja B heittavat noppaa vuorotellen, kunnes toinen
pelaaja voittaa ja peli loppuu.

Pelaaja A voittaa pelin, jos han heittda vuorollaan tuloksen 1 tai 2.

Pelaaja B voittaa pelin, jos han heittaa vuorollaan tuloksen 1, 2 tai 3.

Pelaaja A aloittaa.

1. Milla todennakdisyydella peli paattyy siihen, etta A voittaa ensimmaisellad heitol-
laan? (2 p.)

2. Milla todennakoisyydella peli paattyy siihen, ettd B voittaa ensimmaisella heitol-
laan? (4 p.)

3. Mika on kummankin pelaajan todennakdisyys voittaa peli? (6 p.)

Ratkaisu.

Oletetaan, etta kyseessa on 6-tahkoinen noppa, jossa ovat numerot 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.

1. Pelaaja A voittaa pelin, jos han heittaa vuorollaan tuloksen 1 tai 2. Kaikkien al-
keistapausten lukumaara on 6. Suotuisia alkeistapauksia on 2. Pelaaja A voittaa
siis ensimmaisella heitollaan todennakdisyydella

2 1
P(Avoittaa 1. heitolla) = 6= 3

2. Merkitaan:

A = A voittaa 1. heitolla

A = Aeivoita 1. heitolla

B = B voittaa 1. heitolla

Pelaaja A ei voita pelia ensimmaisella heitollaan todennakaisyydella

P(A) = 1— P(A)
1
3

— 2
P(4) = 7. (e

P(A) =

—_
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Pelaaja B voittaa pelin, jos han heittda vuorollaan tuloksen 1, 2 tai 3. Kaikkien
alkeistapausten lukumaara on 6. Suotuisia alkeistapauksia on siis 3. Pelaaja B
voittaa ensimmaisella heitollaan todennakoisyydella

1p (yht. 2p)

(@)
DN | —

Todennakdisyys sille, etta pelaaja B voittaa ensimmaisella heittovuorollaan ja peli
paattyy, on

P(Aja B) = P(A)

- P(B)
1
2

|

Wl Wl

\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Ensimmaiselld kierroksella pelaajan A voittotodennakoisyys on %ja pelaajan B
voittotodennakaisyys on % Siis ensimmaisella kierroksella kummankin pelaajan

todenndkoisyys on sama.

Jos kumpikaan ei voita ensimmaisella kierroksella, toisen kierroksen alussa tilan-
ne on identtinen ensimmaisen kierroksen alun kanssa, ja sama patee kaikille seu-
raavillekin kierroksille. Nain ollen milla tahansa kierroksella pelaajien voiton to-

denndkoisyydet ovat keskendaan samat.

Peli paattyy varmasti toisen pelaajan voittoon, joten todenndkdisyys, etta peli
ei paaty, on 0. Siis kummankin pelaajan todennakoisyys voittaa on %

Ratkaisuvaihtoehto 2

Oppimateriaalit - [aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 35


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi
Molemmilla pelaajilla on voittotodennakdisyys joka kierroksella % To-

dennakoisyys, etta edetaan toiselle kierrokselle, on siis

Vastaavasti todennakdisyys, etta peli paatyy kierrokselle n asti, on

1 ()

3n-

—_

Taten pelaajan voittotodennakdisyys koko pelissa on

1,11

ot

!
3 3 3 32

1
pP—-
3
jag = 5. Suppenevan sarjan

joka on suppeneva geometrinen sarja, missa a; = 3

summa on

Kummankin pelaajan voiton todennakdisyys on siis %

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 36


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

12. Paraabelialueita (12 p.)

Tarkastellaan paraabeleja, jotka kulkevat pisteiden (—1,0) ja (1,0) kautta ja ovat
y-akselin suhteen symmetrisia.

1.

2.

3.

Kirjoita tallaisen paraabelin yleinen yhtalé. (2 p.)
Milla ehdolla kaksi tallaista paraabelia leikkaa toisensa kohtisuorassa? (5 p.)

Tarkastellaan pinta-alaa, joka jaa kahden tallaisen toisensa kohtisuoraan leikkaa-
van paraabelin valiin. Mika on taman pinta-alan pienin mahdollinen arvo? (5 p.)

Ratkaisu.

1.

Paraabelit ovat y-akselin suhteen symmetrisig, joten niiden yhtaldt ovat muotoa
_ 2
y=azr” +b,

missa a # 0 ja b ovat reaalilukuja. Paraabelit kulkevat pisteen (1,0)
kautta, joten niille patee

a-12+b=0
a+b=0
b= —a.

Paraabelit kulkevat myos pisteen (—1,0) kautta, mistd saadaan sama ehto kuin
ylla. Paraabelin yhtald on siis muotoa

= ar? - o [55)

y = a(z? —1).
Huomaa! Kumpi vain yllaolevista muodoista kay vastaukseksi.

Paraabelit leikkaavat toisensa kohtisuorassa, jos niiden leikkauspisteeseen piirre-
tyt tangentit ovat keskenaan kohtisuorassa, eli jos tangenttien kulmakertoimille
patee

ky - ko= —1.
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Merkitaan kahta eri paraabelia yhtalailla
y = filz) = al(x2 - 1)
y = fo(x) = as(a® — 1),
missa a; # as.

Paraabelit leikkaavat, kun

Tiedetdan, ettd a; — as # 0, koska a; # as, joten tulon nollaséannén nojalla
taytyy olla

2 —1=0
=1
r=1 tai x=-—1.

Ehdot tayttavat eri paraabelit leikkaavat siis vain tehtdvanannossa mainituissa
pisteissa (—1,0) ja (1,0). Derivoidaan paraabelien lausekkeet.

fi(x) = ay - 22 = 2a1x
fo(x) = as - 2z = 2aqz.
Derivaatat (tangenttien kulmakertoimet) kohdassa x = 1:
fi(1) =2a; -1 =2ay
fo(1) = 2a5 - 1 = 2a,.
Nain ollen paraabelit leikkaavat toisensa kohtisuorassa, kun
2a1 - 2a9 = —1

1
aq 'CLQZ—Z.
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Kaksi tehtdvdnannon mukaista paraabelia y = a;(x*—1) ja ay(x* —1) leikkaavat
toisensa kohtisuorassa, jos niiden kertoimille a; ja ay patee yhtald

1
PR e

Ehdon voi esittdaa myds muodossa

1
ap = ——.
4(l2

Ratkaisuvaihtoehto 1

Olkoon yksi paraabeleista
y = fi(r) = a(z® - 1).

Kohdassa 2 johdetun ehdon mukaisesti toisen taytyy olla

y= fole) = =~ 1)

Olkoon a > 0. Naista kahdesta paraabelista toinen aukeaa yldspain ja toinen
alaspain. Ei ole valia, kumpi on kumpi, joten riittaa tutkia tilanne, jossa kayra y =

J1(x) on ylospadin aukeava paraabel, eli tilanne a > (. Talloin paraabelien valiin
jaava pinta-ala on

Al@) = [(lo) ~ fla)) s

4a

:/<—i(x2— 1)~ a(a® - 1)) A )

-1

CAS-ohjelmalla saadaan:
_ el
3a
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CAS-ohjelman toiminnolla saadaan, etta pinta-ala saa pienimman arvonsa, kun

a = % POt 4P) ) T5116in pinta-alan arvo on siis

Vastaus: Kysytty pienin mahdollinen pinta-ala on %.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Olkoon yksi paraabeleista
y = fi(z) = a(z® = 1).

Kohdassa 2 johdetun ehdon mukaisesti toisen taytyy olla

y= fola) = =~ 1)

Olkoon a > 0. Talléin paraabelien valiin jaava pinta-ala on

1

Aa) = / (fol2) - fu()) da

1

= [ (6= - ate - 1)) o D
a
—1

CAS-ohjelmalla saadaan:

_ 0+ 1 orean)
3a

Selvitetdan pienin arvo. Derivoidaan A(a) CAS-ohjelman avulla.

40 — 1
A'la) =
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Ratkaistaan derivaatan nollakohdat CAS-ohjelman avulla.

Alla) =0
402 — 1
=0
3a?
1
- 4
¢T3

Luku a > 0, eli derivaatan nollakohta on a = % Lasketaan derivaatan arvot, kun

a = }ljaa =1
Az (1) — 4
4
A'(1)=1.

Kulkukaavio:

1/2
A'(a) - +
A(a) \ /

N,
”

Pinta-ala saa siis pienimman arvonsa, kun a = % POt 4P) | pinta-alan pienin arvo
on

Vastaus: Kysytty pienin mahdollinen pinta-ala on %.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Eksponenttiyhtalé (12 p.)

Tutki yhtalon e*® = Inax positiivisten ratkaisujen lukumaaraa kaikilla parametrin
a > 0 eri arvoilla.

Tehtavananto tassa yo-tehtavassa oli epaselva ja olisi tarvinnut tallaisen tarkennuk-
sen: Esita perustellen kaikki mahdolliset ratkaisujen maarat ottaen huomioon, etta
parametri a voi saada mita tahansa arvoja a > 0. Sinun ei tarvitse sanoa, milla muut-
tujan a arvolla mikakin maara ratkaisuja saadaan. Riittaa, kun osoitat, etta kukin an-
tamistasi vaihtoehdoista on mahdollinen.

Ratkaisu.

Tarkastellaan erotusfunktiota

f(x) = e* —In(z),

missa a > 0ja z > 0. Silla on tdsmalleen sama maara nollakohtia kuin tehtavanan-

non yhtaldlla on positiivisia ratkaisuja.

Derivoidaan f.
f'(z) = ae™ — 1
x

Derivoidaan f’.

f"(z) = a®e™ + %

T

Toisen derivaatan f”(x) lauseke on positiivinen kaikilla a > 0jaz > 0,
joten derivaattafunktio f’ on aidosti kasvava. Derivaattafunktio f’ on myos jatkuva,
joten nain ollen silla on korkeintaan yksi nollakohta. Nain ollen jatkuvalla funktiolla

f on korkeintaan kaksi nollakohtaa.

Tutkitaan viela, mitka nollakohtien lukumaarista 0, 1 ja 2 ovat mahdollisia. Huoma-
taan, ettd In(x) < 0, kun z < 1 ja toisaalta e** > 0 kaikilla x, joten

f(z) =e** —1In(z) > 0,

kunx < 1.

Toisaalta f'(z) — oo, kun x — o0, joten myds f(z) — oo, kun z — o0o. N&in
ollen riippumatta a:n arvosta f(x) saa positiivisia arvoja myoés tiettya suuremmilla
arvoilla.
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Nyt siis jos f(z) saa jossain kohtaa negatiivisia arvoja, silla on kaksi nollakohtaa. Jos
taas f(z) ei saa negatiivisia arvoja, mutta saa yhdessa kohdassa arvon 0, silla on yksi
nollakohta. Jos taas f(x) saa vain positiivisia arvoja, silla ei ole yhtaan nollakohtaa.

Piirretaan funktion f kuvaajia a:n eri arvoilla, jotta saadaan selville a:n arvot, joiden
avulla voidaan osoittaa, etta eri nollakohtien maarat ovat mahdollisia. Alla oleva kuva
on osa lisaselitysta eika sita vaadita ratkaisussa.

fl(x):e 20 —ln(x)

10

Tarkastellaan funktiota f kohdassa = = 10, kuna = %.

£(10) = €21 — In(10)
= e2 — In(10)
— —0,6538... <0

Funktio f saa siis negatiivisia arvoja, kun a = =, eli funktiolla on talloin tismalleen

20"
kaksi nollakohtaa.

Alla oleva kuva on osa lisaselitysta eika sita vaadita ratkaisussa.
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Uﬂ (x)=el ¥ -In(x)

B8]

Tarkastellaan funktiota f, kun a = 1. Funktion f derivaatta on tall6in

f(z) =¢€" — l

x
Kunz > 1,e” > 1> 1, eli f'(z) > 0. Toisaalta aiemmin todettiin, ettd f(z) > 0,
kun & < 1. Nain ollen a:n arvolla 1 ei ole lainkaan nollakohtia.

Tarkastellaan funktiota
g(a) = e* —In(z).

Funktio g on jatkuva ja aiemmin osoitettin, etta [6ytyy z, jolla g (%) < 0 ja toisaalta
ei 1oydy x:n arvoa, jolla g(1) < 0. N&in ollen g:n jatkuvuuden nojalla tietylld a:n
arvolla loytyy z, jolla g(a) = 0, mutta ei I16ydy x:33, jolla g(a) < 0. Tatd a:n arvoa

vastaa siis tilanne, jossa funktiolla f on yksi nollakohta.

Huomaal! Ylldoleva perustelu tilanteesta, jossa on tasmalleen yksi nollakohta, ei ole
ihan tyydyttavalla tavalla tasmallinen. Perustelussa vedotaan osittain intuitioon siita,
mita jatkuvuudesta seuraa. YTL:n hyvan vastauksen piirteissa (luettu 22.9.2021) oli
tehty vastaavalla tavalla, joten tama tapa melko varmasti hyvaksytaan. Taman koh-
dan voi perustella lukiotiedoilla tdsmallisestikin osoittamalla, etta 16ytyy sellainen q,
jolla funktion f pienin arvo on nolla. Toisin sanoen tutkimalla yhtéloparia f(z) = 0
ja f'(x) = 0. Kyseinen laskelma perusteluineen on kuitenkin varsin pitka ja tyolas
suhteessa siita saataviin pisteiisin.

Vastaus: Yhtal6lla e** = In(x) voi olla 0, 1 tai 2 positiivista ratkaisua riippuen posi-
tiivisen parametrin a arvosta.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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