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1. Lukujonoja ja funktioita (12 p.)

Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

Lukujono (1,2,4,7,...) (2 p.)

"o,

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "voi olla aritmeettinen”, "voi olla geometrinen”,

"voi olla seka aritmeettinen ettd geometrinen”, "ei voi olla aritmeettinen eika
geometrinen”.

Lukujono (32,16,8,4,...) (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "voi olla aritmeettinen”, "voi olla geometrinen”,

"voi olla seka aritmeettinen ettd geometrinen”, "ei voi olla aritmeettinen eika
geometrinen”.

Lukujono (7,9,11,13,...) (2 p.)

"o,

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "voi olla aritmeettinen”, "voi olla geometrinen”,

"voi olla seka aritmeettinen ettd geometrinen”, "ei voi olla aritmeettinen eika
geometrinen”.

Olkoon f(x) = (2 — )2 Silloin funktion arvo f(—1) on (2 p.)

[ ]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: —10, —9, —8, —7, —6, —5, —4, —3, =2, —1, 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9,10.

Olkoon f(x) = 22 — z. Silloin funktion derivaatan arvo f'(1) on (2 p.)

[ ]

Vastauslaatikon vaihtoehdot: —10, —9, —8, —7, —6, —5, —4, —3, =2, —1, 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9,10.

Funktion derivaatan arvo kertoo (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: "funktion arvon”, "funktion suurimman arvon”, "funk-

tion maksimikohdan”, "funktion kuvaajan tangentin kulmakertoimen”, "funktion
kuvaajan ja x-akselin valisen alueen pinta-alan”.
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Ratkaisu.

1.1. Vastaus: Lukujono (1, 2, 4, 7,...) eivoi olla aritmeettinen eika geometrinen.

2p (yht. 2p)

Miten vastaukseen paadyttiin:

Aritmeettisessa lukujonossa perakkaisten jasenten erotus on vakio. Lasketaan
perakkadisten jasenten erotuksia.

ag—a1:2—1:1
a3—a2:4—2:27£1

Perakkaisten jasenten erotus ei ole vakio, joten lukujono ei voi olla aritmeetti-
nen.

Geometrisessa lukujonossa perakkaisten jasenten suhde on vakio. Lasketaan
perakkaisten jasenten suhteita.

@_2_,
aq 1
a_4_,
a9 2

7
M _ L7542
as 4

Perakkaisten jasenten suhde ei ole vakio, joten lukujono ei voi olla geometrinen.

1.2. Vastaus: Lukujono (32, 16, 8, 4, . ..) voi olla geometrinen.

Miten vastaukseen paadyttiin:
Lasketaan perakkdisten jasenten erotuksia.
as —ap =16 —32=—-16
a3 —as =8 —16 = —8 # —16

Perakkaisten jasenten erotus ei ole vakio, joten lukujono ei voi olla aritmeetti-
nen.
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Lasketaan perakkdisten jasenten suhteita.

CL27167
a 32
CL3_ 8 o
a 16
CL4_4_
a8

1
2
1
2

mafy.fi

Perakkaisten jasenten suhde on ainakin neljan ensimmaisen jasenen tapauk-

sessa vakio, joten lukujono voi olla geometrinen.

1.3. Vastaus: Lukujono (7, 9, 11, 13,...) voi olla aritmeettinen.

Miten vastaukseen paadyttiin:

Lasketaan perdkkdisten jasenten erotuksia.

CLQ—CL1:9—7:2
CL3—CL2:11—9:2
as—az =13 —11 =2

Perakkaisten jasenten erotus on ainakin neljan ensimmaisen jasenen tapauk-

sessa vakio, joten lukujono voi olla aritmeettinen.

Lasketaan perakkdisten jasenten suhteita.

=—=1222...#1,285...

a9 9

— = -=1,285...
aq 7 '

as 11

a9 9

Perakkaisten jasenten suhde ei ole vakio, joten lukujono ei voi olla geometrinen.

1.4. Vastaus: 9

Miten vastaukseen paadyttiin:
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Lasketaan f(—1).

1.5. Vastaus: 3

Miten vastaukseen paadyttiin:

Derivoidaan funktion f lauseke.
flx)=2-22""1 -1 =4z —1

Lasketaan derivaatan arvo, kun x = 1.

f(ly=4-1-1=3

1.6. Vastaus: Funktion derivaatan arvo kertoo funktion kuvaajan tangentin kulma-

kertoimen.

Miten vastaukseen paadyttiin:

Funktion f derivaatta kohdassa x on funktion arvon hetkellinen muutosnopeus
kohdassa x. Hetkellinen muutosnopeus on samalla funktion f kuvaajalle piirre-
tyn tangentin kulmakerroin.

Vaite "Funktion derivaatan arvosta voidaan paatella funktion maksimikohta"on
monitulkintainen. Vaitteen voidaan ajatella tarkoittavan esimerkiksi seuraavia
asioita:

1) Jos tiedetaan funktion derivaatan arvo yhdessa kohdassa, voidaan paatellg,
onko tama kohta funktion maksimikohta.

2) Jos tiedetaan funktion derivaatan arvo kaikissa kohdissa, joissa funktio on
derivoituva, tiedetaan funktion kaikki maksimikohdat.

3) Jos tiedetaan etta funktio on derivoituva koko maarittelyjoukossaan ja tiede-
taan funktion derivaatan arvo jokaisessa maarittelyjoukon kohdassa, tiede-
taan funktion kaikki maksimikohdat.
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Kun kaytetaan tulkintaa 1), vaite on epatosi. Derivaatan nollakohta voi olla mak-
simikohta, mutta ei kuitenkaan aina ole sita. Esimerkiksi jos funktion derivaat-
ta ei vaihda merkkiaan derivaatan nollakohdassa, derivaatan nollakohta ei ole
maksimikohta.

Kun kaytetaan tulkintaa 2), vaite on epatosi. Funktion maksimikohta voi nimit-
tain olla kohta, jossa funktio ei ole derivoituva. Esimerkki funktiosta, joka ei ole
maksimikohdassaan (eika missaan muussakaan kohdassa) derivoituva:

1, kunz €Q
flo) = 0, kunz € R\ Q

Kun kaytetaan tulkintaa 3), vaite on tosi, kunhan toispuoleista derivoi-tuvuutta
ei pideta derivoituvuutena. limeisesti vaitetta ei kuitenkaan ole tarkoitettu tul-
kittavaksi ndin, koska vain vastausvaihtoehdosta "Funktion derivaatan arvo ker-
too funktion kuvaajan tangentin kulma-kertoimen"saa taydet pisteet.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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2. Vektoreita ja analyyttistd geometriaa (12 p.)

Olkoon @ = 5i + 12j.
1. Maarita vektorin u pituus. (3 p.)
2. Maarita vektorin u kanssa vastakkaissuuntainen vektori, jonka pituus on 5. (3 p.)

3. Suora L kulkee pisteiden A = (4,4) ja B = (—1, —8) kautta. Ovatko suora L ja
vektori @ yhdensuuntaisia (3 p.)

4. Maarita suoran L yhtalé muodossa y = kx + b. (3 p.)

Ratkaisu.

2.1. Vektorin @ = ai + a,j pituus on |a| = /a2 + a2.
Vektorin @ pituus on

7] = V&7 + 122 (E@omn)

@] = 13.

Vastaus: 13

2.2. Olkoon kysytty vektori .
Mé&éritetaan ensin vektorin @ kanssa samansuuntainen yksikkévektori @i,

|

Vektorin % kanssa samansuuntainen yksikkévektori saadaan yhtéléstd @° = -

£l

Teht&véan kohdasta 1 saadaan vektorin @ pituus |a| = 13.
Vektorin @ kanssa samansuuntainen yksikkévektori on

W= =
|
o bi+125
u = —
13
5. 12
00 = iy 25 [ieoein)
R TR
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Vektorin % kanssa samansuuntainen vektori, jonka pituus on 5, on siis 5u". Vek-

torin 5@ vastavektori on talloin —5aP.

Vektorin @ kanssa vastakkaissuuntainen vektori 7, jonka pituus on 5, on talloin

5 = —5a0 (p6h20)

(512
v 13" " 137

. 5. 12..
U==5-21=5" ]
13 13
g= 207 _ 80
13 13
Vastaus: v = —§{ — @"
T T 1Y

2.3. Koska pisteet A ja B ovat suoralla L, niin suoran L suuntavektori on AB.
Madaritetaan suoran L suuntavektori AB.
Nyt A = (4,4) = (z1.11) ja B = (—1,—8) = (22, y2).
Pisteiden A ja B valinen vektori on

AB = (19— 21)i + (yo — 1)J

AB = (—1—-4)i+ (-8 —4)j

AB = —5i — 12j. (levht1p)

Suora L ja vektori u ovat yhdensuuntaisia tasmalleen silloin, kun © = tAB,

t 40,

Tutkitaan, toteutuuko yhtalé u = t@jollakin luvulla ¢ # 0.
u=tAB
5i + 125 = t(—5i — 127)
5i 4+ 12f = —5ti — 124]
Koska vektoreiden komponenttiesitys on yksikasitteinen, saadaan yhtaldpari:
5= —>ot (M
{ 12 = —12¢ (2)
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24.

Ratkaistaan yhtaldparin molemmista yhtaldista luku .
Yhtaldsta (1) saadaan

5=—5t |:(=5)

B _ B
-3 -5
1=t
t=—1

Yhtalosta (2) saadaan

A
- -7
-1 =
t=-—1
Molemmista yhtaldista saatiin sama ratkaisu ¢ = —1. Ratkaisu on tallgin yksika-
sitteinen. Koska ratkaisu t = —1 on yksikasitteinen, niin u = —AB ja vektorit

u ja AB ovat yhdensuuntaiset. Siis suora L ja vektori u ovat yhdensuuntaiset.

Vastaus: Suora L ja vektori u ovat yhdensuuntaiset.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Suora L kulkee pisteiden A = (4,4) ja B = (—1, —8) kautta.
Kahden pisteen kautta kulkevan suoran yhtalé saadaan yhtaldsta

Y2 — W1
Ty — X1

y—yo = k(x —xg), jossak =

NytA - (44) - (‘Tlryl)ja B = (_1 _8) - (IQ‘/yQ)
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Suoran kulmakerroin

k:y2—y1
To — X1
—8—14

k=
—-1-14

L A12

b= 12 (wm)
5

Valitaan suoralta piste A = (4,4) = (20, Yo)-
Suoran L yhtalé on

y—yozk(x—xo)

y—4=2(:1c—4)

5
12 12-4
e e 4
y e — |
12 4
5) )
12 48 20
y:—l‘—_ J—
5! 5) 5)
y= 12, 2 G
12 28
Vastaus: y = FZL‘— E

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Ratkaistaan suoran L yhtalo suoran suuntavektorin avulla.

Suoran ax + by + ¢ = 0 suuntavektori on 5 = bi — aj.

Tehtavan kohdassa 3 maaritettiin suoralle L suuntavektori AB = —5i — 127,
joten suora L on muotoa 12z — 5y + ¢ = 0. Ratkaistaan vakio c sijoittamalla
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suoran piste A = (4, 4) yhtaloon 12z — 5y + ¢ = 0.
120 —=by+c=0 ||[z=4,y=141
12-4— 5. 4 = o(RorP)

48 =204 ¢ =0
28+c=0 |28

— —og (1 20)]

Suoran L yhtal6 on siis
120 — 5y —28 =0 ||+ 5y
122 — 5y — 28 + Sy = Hy
120 —28 =5y || :5

12 28 5y
—_r - — = —
5 5 B
y=2,- % @
Vastaus 12 28
Y= =T — —
5 5

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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3. Murtolausekkeen integraali (12 p.)

Jokaisesta osatehtavasta voi saada 4 pistetta.

1. Osoita, ettd yhtalo
4 1 1

4—qz2 2—|—x+2—x
on voimassa kaikilla z # +2.

2. Laske integraali

1
1
/ dzx.
,12‘}'1'
1
1
dx.
/_14_$2 !

3. Laske integraali

Ratkaisu.

3.1. Yhtalén
4 1 1

4—x2_2+x+2—x

vasen puoli on maéritelty, kun 4 — 22 # 0. Ratkaistaan nimittdjan 4 — 22 nolla-
kohdat.

4—2=0 | + 2

4 — 2?4+ 2% =2

4 = g
vt =4
= +V4
r =22

Yhtélén vasen puoli on siis maaritelty, kun  # +2.

Vasemman puolen madarittelyehto = 1p
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Yhtélon oikea puoli on maaritelty, kun 2 + 2 # 0ja 2 — x # 0. Ratkaistaan

nimittajan 2 + x nollakohdat.

2+x=0 | —2
240 —-2=-2
T = -2

Ratkaistaan nimittdjan 2 — x nollakohdat.

2—2=0 |+ =
2—r+ax==z
2=x
T =2

Yhtalon oikea puoli on siis maaritelty, kun x # +2.

Oikean puolen maarittelyehto = 1p

Sievennetaan yhtalon oikea puoli laventamalla murtolausekkeet samannimisik-

si ja yhdistamalla osoittajat.
2—1)

2z 2z (C-0C+n Croe-2

Oikean puolen lausekkeet lavennettu oikein =1 p

B 2—x 24+
S92 g2 92 g2
2—=x 24 x

4 -2 4 — g2
2—-2)+2+2x)
4 — g2

2—x+2+4z
4 — x?
242 —ax+=x
BT
4
T4 g2

1p (yht. 4p)
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Tulos on sama kuin yhtalén

4 1 1

4—x2_2+x+2—x

vasen puoli, joten yhtal6é on voimassa kaikilla x # +2.

3.2. Osoittajassa on nimittajan derivaatta, joten kaytetaan integrointikaavaa

f'(z) =In|f(x
/f(@ de = In|f(z)| + C.

Tassa on f(’lj) :2+xja f’(l’) _ 1.
! 1
/de=/1nl2+x|
2+ .
_1 _

=In[2+1—In|2+ (—1)]

=In|3] —In|2 — 1|
=In|3| — In|1|

= ln3—ln1
—1In3—0

_ 13 (o)

Vastaus: In3

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 14


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

3.3.

RATKAISUVAIHTOEHTO 1

1 1 4
1 1
/4—x2 x:/z'él—ﬁdx
-1 -1
1
-1 [ () w D
4 242 2—=x
-1
1 1
1 1 1 1
_ - dz + - d
4/2+x x+4/2—x o
-1 —1

Symmetrian nojalla jalkimmaisen integraalin arvo on sama kuin ensimmaisen
integraalin arvo. Nain ollen

1

1 1
—9.= d
4/2+x .

-1

N M )
1
— Ly 3 (e0ncm)
2

1
Vastaus: 3 In3

Oppimateriaalit - [aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 15


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

RATKAISUVAIHTOEHTO 2

1 1 4
1 1
— dx= = —q
/4—x2 * /4 4—g2 "
-1 -1
1
-1 [+ ) aEEm
4 24 2—x
-1
1 1
1 1 1 1
_Z/2+xdx+1/2—xdx
—1 -1

Edellisen integraalin arvo laskettiin jo kohdassa 3.2. Lasketaan jalkimmaisen in-
tegraalin arvo.

Muokataan lauseketta niin, ettd osoittajaan saadaan nimittajan derivaatta ja
kaytetaan integrointikaavaa

F@)
/m) de = In|f(2)] + C.

Tassaon f(z) =2 —xja f'(z) = —1.

1 1

[ P
2

2—x —x
-1 -1

1
= —_{ln|2—x|

=—(n[2— 1] —In[2 - (-1)])

— —(nf1]— T2+ 1))
— (n 1]~ J3)

=—(In1—-1n3)
—(0—1n3)

=1In
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Siis
1 1 1
1 1 [ 1 1 [ 1
dz = - dz + = d
/4—x2 v 4/2+a; x+4/2—$ v
el el el

:lln3+11n3
4 4

1 1
=|-+—-)In3
_ L3 (o)

_ln3
2

\)

1
Vastaus: 3 In3
Vastaus voidaan antaa myods muodossa In (\/3) silla

In (\/§> =1In (3%> = —In(3).

1
2

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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4. Peraaalto (12 p.)

Aineisto:

4,

1.

A Kuva: Funktion kuvaaja

Osoita, etta funktion
tan x

fle) = 2+ tan’x

suurinarvo M vililla 0 < 2z < Zon M = ‘/Ti ~ 0,3536. Funktion kuvaaja on
esitetty kuvassa 4.A. (9 p.)

Veden pinnalla vakionopeudella liikkuvan kappaleen (kuten veneen tai sorsan)
taakse muodostuu V-kirjaimen muotoinen peraaalto, jonka avautumiskulma ei
tietyilla oletuksilla riipu kappaleen nopeudesta. Kelvinin aaltoteorian mukaan tal-
le kulmalle o on voimassa yhtald

(6%
tan — = M
an2 ,

jossa M on kohdassa 1 laskettu arvo. Maarita kulman a € [0°, 180°] likiarvo
asteen tarkkuudella. (3 p.)

Ratkaisu.

4.1.

_ tan(z)
2 + tan?(z)’

()

Funktion suurin arvo |6ytyy aineiston kuvaajan perusteella tarkasteluvalilla deri-
vaatan nollakohdasta. Derivoidaan funktio f. Merkitaan g(x) = tan(z)
jah(z) =2+ tan?(z).
. 9(x)
T) =
Kaytetaan derivoinnissa osamadaran derivaatan kaavaa

102y = I (@)ME) — g(2)W (2)
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Tangentin derivaatan kaavalla saadaan
g (x) =1+ tan*(z).

Merkitdan a(z) = 22 Funktio h(z) = 2 + g(z)? = 2 + a(g(x)). Yhdistetyn
funktion derivaatan kaavalla saadaan siis

W(@) = d(9(2))g'(x) = 29(2)g (x) = 2tan(x)(1 + tan’ ().

Derivaatan lauseke on siis

) = (1 + tan?(z))(2 + tan*(z)) — tan(z) - 2tan(z)(1 + tan®(z))

(2 + tan?(z))?
)= (1 + tan?(2))(2 + tan?(z)) — (1 + tan?(x))2 tan?(z)
(2 + tan?(z))?
o (14 tan®*(x))(2 + tan®(z) — 2 tan?(x))
Ja)= (2 1 tan2(z))?
() = (1+ tan?(z))(2 — tan?(x))

(2 + tan?(x))?

Nimittdja (2 + tan?(x))? seké osoittajan tekija 1 + tan?(z) ovat positiivisia kai-
killa z, joten derivaatta on nolla tdsmalleen silloin, kun

2 — tan?(z) = 0 (2059
tan2 (ZE) e 2

tan(z) = ++/2 (1070

Tehtavassa tarkastellaan vain vélia 0 < x < 7, jolla tan(x) > 0, joten ainoas-

taan se nollakohta, missa tan(z) = /2, on tarkasteluvalilla. Laske-
taan funktion arvo derivaatan nollakohdassa, eli funktion suurin arvo.

Mo Y2 V2 53 (@)
2+ (V2?2 4 ’
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4.2.

o (3)
o (3)

Kulman a/2 voi laskea esimerkiksi Speedcrunch-ohjelmalla komennolla
degrees(arctan(sqrt(2)/4)).

M
V2 (o)
4

S =10471... @S] .5
o =2-19471...°
o =38,042...°

az39°

Vastaus: Kulma o = 39°.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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5. Rantatontti (12 p.)

Matti omistaa jarven rannalla suorakulmaisen kolmion muotoisen metsapalstan, jon-
ka kateettien pituudet ovat 150 m ja 120 m. Pidempi kateetti on suoralla rantaviival-
la. Matti myy palstastaan Marjalle pinta-alaltaan mahdollisimman suuren suorakul-
mion muotoisen rantatontin, jonka kaksi sivua ovat metsapalstan kateeteilla. Mitka
ovat Marjan ostaman rantatontin sivujen pituudet?

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Piirretaan tilanteesta mallikuva. Asetetaan suorakulmainen kolmio koordinaatistoon
niin, ettd kolmion karkipisteet ovat pisteissa (150, 0), (0,0) ja (0, 120). Merkitaan
suorakulmion rannan suuntaisen sivun pituutta kirjaimella x ja rantaa vastaan kohti-
suorassa olevan sivun pituutta kirjaimella . Myytavan suorakulmion muo-
toisen rantatontin karkipisteet ovat talloin (0,y), (0,0), (z,0) ja (z, y).

130

1o0 (0, 120)

110 .

100 ™
a0 ™,

80 .

70 I:“.In'lf] \\\ " :|
60 -

50 | ™
an | .
a0 { .

20 { e

| o
", -
(0.0) |(z,0) N (150,0)
-10 0 10 20 30 #0 50 &0 FI:I BD 90 100 110 120 130 140 1‘50 160

=10

Myytavan suorakulmion muotoisen rantatontin sivujen pituudet ovat talldin z ja v.
Tontin pinta-ala on talloin A = xy.
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Muodostetaan seuraavaksi suoran yhtalg, jolla myytavan suorakulmion muotoisen
rantatontin karkipiste (x, y) sijaitsee. Kahden pisteen kautta kulkevan suoran yhtalo
ony — yo = k(x — ), jossa k = 20
To — X

Suora kulkee pisteiden (0, 120) ja (150, 0) kautta, joten suoran kulmakerroin on

L0120
150 — 0
120
h=——
150
4
k=—-
5

Valitaan suoran piste (0, 120) = (¢, yo). Suoran yhtalé on siis

4
y—120 = —=(x — 0)
5
4
y—120= ——z | + 120
4
y—120 4120 = —=z + 120
9)
y= 2o 120,
5

Muodostetaan seuraavaksi myytavan tontin pinta-alan lauseke.

A:xy

A=z (—%x+120)

A= L2 4190, (5
5)

Tontin sivujen pituuksien on oltava ei-negatiivisia, joten z > O jay > 0.
Selvitetaan taman avulla méaarittelyjoukko funktiolle A.

y=>0

4 190 > o (moten)
- >
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Laskinohjelman avulla saadaan epdyhtaldlle ratkaisuksi < 150. Kun huomioidaan
x > (0 saadaan maarittelyjoukoksi 0 < x < 150.

4
Myytavan tontin pinta-alaa kuvaa funktio A(x) = —ng + 120z, jossa x € [0, 150].

Funktio A saa suurimman arvonsa joko valin paatepisteissa tai valille kuuluvassa
derivaatan nollakohdassa.

Laskinohjelman avulla saadaan funktiolle A derivaattafunktio
Alz) = —éx +120.

Laskinohjelman avulla saadaan derivaattafunktion A’ nollakohta z = 75. Derivaatan
nollakohta z = 75 kuuluu maarittelyvalille. Lasketaan seuraavaksi funktion A arvo
valin paatepisteissa ja derivaatan nollakohdassa.

Laskinohjelmalla saadaan A(0) = 0, A(75) = 4500 ja A(150) = 0, (PUR9)] jqista
A(75) on suurin.

Myytavalle tontille saadaan suurin mahdollinen pinta-ala, kun z = 75 ja
4 4
y=——x+120=—— - 75+ 120 = 60.
) D
Marjan ostaman rantatontin sivujen pituudet ovat 60 m ja 75 m.

Vastaus: Rannan suuntainen sivu on 75m ja rantaa vastaan kohtisuorassa oleva

sivu on 60 m.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Merkitdan suorakulmion muotoisen tontin sivujen pituuksia kirjaimilla z ja y niin,
ettd y on rantaviivan suuntainen sivu ja x on rantaviivaa vastaan kohtisuorassa oleva

Sivu.
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C
150 — y
150 E
D =
)
A B

120

mafy.fi

Koska suorakulmion sivut ovat kolmion kateeteilla,on 0 < z < 120ja 0 < y < 150.

Kolmioissa C DFE ja C'AB on yhteinen kulma C' ja suora kulma, joten ne ovat kk-

lauseen mukaan yhdenmuotoisia.

Yhdenmuotoisuuden perusteella saadaan seeuraava yhtalo:

150~y _ + ()

150 120

Kun yhtalosta ratkaistaan laskinohjelmalla x, saadaan
r=—ty1120
)

Suorakulmion pinta-ala on
A= uxy.

Kun pinta-ala esitetaan muuttujan y funktiona, pinta-ala on

4
Aly) - (_gy . 120) ).
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jossa 0 < y < 150.

Derivoidaan pinta-alafunktio laskinohjelmalla.
1
A'(y) = = (=8y + 600)

Ratkaistaan derivaatan nollakohta yhtalosta A’(y) = 0 laskinohjelmalla. Derivaatan

nollakohdaksi saadaan y = 75.

Suljetulla valilld derivoituva funktio saa suurimman arvonsa kyseisella valilla valin
padtepisteissa tai valilld olevassa derivaatan nollakohdassa. Lasketaan pinta-alafunktion
arvot naissa kohdissa laskinohjelmalla.

A(0)
A(75) = 4500
A(150) = 0.

Naista suurin on A(75), joten pinta-ala on suurin, kuny = 75.

Talldin
4
$:—5-75+120:60.

Vastaus: Rannan suuntainen sivu on 75m ja rantaa vastaan kohtisuorassa oleva

sivu on 60 m.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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6. Kellarimestarin suunnitelma (12 p.)

Erdita juomia ja maustekastikkeita kypsytetaan puisissa astioissa, jolloin niihin liuke-
nee astian seinamasta makuaineita. Kellarimestarilla on teoria, jonka mukaan sai-
lytysaikana nesteeseen liukenevien makuaineiden maara on suoraan verrannolli-
nen sailytysastian pinta-alan ja tilavuuden osamaaraan. Kellarimestari suunnittelee
kypsyttavansa eran tuotetta astioissa, jotka ovat tavallisten kanssa yhdenmuotoisia,
mutta joiden tilavuus on vain neljasosa tavallisesta. Astian materiaali ja kypsytysaika
ovat samat kuin tavallisesti.

Kuinka monta prosenttia enemman makuaineita tallgin liukenee tuotteeseen kella-
rimestarin teorian mukaan?

Ratkaisu.

Merkitaan tavallisen astian pinta-alaa kirjaimella A; ja tilavuutta kirjaimella 1. (22"t 20

Teorian mukaan nesteeseen liukenevien makuaineiden maara on suoraan verran-
nollinen sailytysastian pinta-alan ja tilavuuden osamaaraan, joten liukenevien ma-
kuaineiden maara on tavallisessa astiassa

Ay
—a
Vi
jossa a on vakio.
Uuden astian tilavuus on

v, = v, (eonen)
1

Tilavuuksien suhde on mittakaavan k kuutio. Ratkaistaan mittakaava k.
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Voo 3 1
Vl_k HV2—4V1
ﬁiki%

i

l1

4 7k,3

Vi

1

Z =3

4

5/ 1

3 :lf

4

k:

b= L

Merkitaan uuden astian pinta-alaa kirjaimella A,.

Pinta-alojen suhde on mittakaavan nelio. Muodostetaan yhtald ja ratkaistaan uuden
astian pinta-ala A,.

A2
Ay

= k2 |k =

3

Sl

A, 12
R
2
A= A

AQZ 1 'Al

Merkitaan liukenevien makuaineiden maaraa uudessa astiassa kirjaimella ms. Las-
ketaan liukenevien makuaineiden maara uudessa astiassa.
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A 1 1
m2:a-72 |Ay = — - A1, Vo=-W
; :

g

4A,
mo=—a - ——

VY,
VA A
NZU

s = o9 21 D
1

Mo = a -

Lasketaan, kuinka suuri liukenevien variaineiden muutos on alkuperaiseen maaraan
verrattuna.

a4 -4 g A
my = _ VA~ 0 5 g
- LA
mq avl
3
a4 (VA1)
a-71

= v4-1
Makuaineita liukenee uuteen astiaan

(VA1) - 100% (2919 — 58 740 % ~ 59% (L0 120)

enemman kuin vanhaan astiaan.
Vastaus: (v/4 — 1) - 100% = 59% enemman.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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7. Afrikan téhti (12 p.)

Aineisto:

7. A  Kuva: Afrikan tahti

Liisa pelaa Afrikan tahti -pelia. Han on Idytanyt Afrikan tahden ja on palaamassa Kai-
roon voittaakseen pelin (aineisto 7.A). Han on neljan askeleen paassa Kairosta. Kai-
roon saa pysahtya, vaikka nopan silmaluku oikeuttaisi matkustamaan pidemmalle.

Jos han heittda vahintaan silmaluvun neljd, han padsee Kairoon ja voittaa pelin. Jos
han heittaa silmaluvun kolme, han voi olla varma, etta seuraavalla heitolla han paa-
see Kairoon ja voittaa pelin. Liisa tarvitsee korkeintaan nelja heittoa paastakseen
Kairoon. Oletetaan, ettd kukaan muu ei voita pelia tata ennen.

1. Milla todennakoisyydella Liisa voittaa ensimmaisella heitolla? (2 p.)

2. Milla todennakoisyydella Liisa tarvitsee vahintaan kolme heittoa paastakseen Kai-
roon? (4 p.)

3. Laske niiden heittojen lukumaaran odotusarvo, jotka Liisa tarvitsee paastakseen

Kairoon. (6 p.)

Ratkaisu.

7.1. Merkitaan

P(1) = Todennakaisyys, etta Liisa voittaa pelin yhdella heitolla.

Liisa voittaa pelin ensimmaisella heitolla, jos han heittaa silmaluvun 4, 5 tai 6.

Todenndakoisyys on suotuisten alkeistapausten maaran ja kaikkien alkeistapaus-
ten maaran suhde, eli todennakoisyys voittaa ensimmaisella heitolla on

suotuisten lkm

P(l) = ———
kaikkien [km
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1
Vastaus: Liisa voittaa pelin ensimmaisella heitolla todennakoisyydella 5

Vastaus voidaan antaa myds muodossa 0,5 tai 50 %.

7.2.

RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Liisa tarvitsee vahintaan kolme heittoa paastakseen Kairoon, jos han etenee

kahdella ensimmaiselld heitolla korkeintaan kolme askelta. Tama voi
tapahtua silmaluvuilla 1 ja 1; 1 ja 2 tai 2 ja 1.

Kahdella nopanheitolla voidaan saada yhteensa 6 - 6 = 36 erilaista tulosta.

POt 3P) ) Todennakdisyys on siis

suotuisten lkm
P(véhintéén 3) =

kaikkien [km
_3
- 36

_ 1 (o)

12

Vastaus: Liisa tarvitsee pelin voittamiseen vahintaan kolme heittoa todenna-

1
koisyydella —.
oisyydella D

RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Merkitaan

P(3) = Todennakaisyys, etta Liisa voittaa pelin kolmella heitolla.
P(4) = Todennakaisyys, ettéa Liisa voittaa pelin neljalla heitolla.

ja
p(1) = Todennakaisyys, etta yksittaisen nopanheiton silmaluku on 1.
p(2) = Todennakaisyys, etta yksittaisen nopanheiton silmaluku on 2.

jne.
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Lasketaan todennakdisyydet tapahtumille “Liisa voittaa pelin neljalla heitolla.”
ja “Liisa voittaa pelin kolmella heitolla.”.

Liisa voittaa pelin neljalla heitolla, jos han heittda kolmella ensimmaisella hei-
tolla ykkésen. Neljdnnen nopanheiton tuloksella ei ole merkitysta. Todennakoi-
syys, etta Liisa saa kolmella ensimmaisella heitolla pelkastaan ykkosia on kerto-
laskusaannon nojalla

_ ! (o)
216

Liisa voi voittaa pelin kolmella heitolla kahdella tavalla. Jos han heittaa kahdel-
la ensimmaisella nopalla silmaluvut 1 ja 2 kummassa tahansa jarjestyksessa,
kolmannella heitolla han voittaa milla tahansa silmaluvulla. Merkitaan tata to-
dennékoisyytta P(3a):lla.

Toinen mahdollisuus on, etta Liisa heittda kahdella ensimmaisella nopalla ykko-
set ja kolmannella minka tahansa muun luvun kuin ykkésen. Merkitaan tata to-
dennakaisyytta P(3b):1la. Todennakdisyys P(3) on naiden todennakaisyyksien
summa.
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_ 5 ()
216

P(3) = P(3a) + P(3b)
1 5%

=18 216

_ 17 (g
216

x: Kerroin 2 on erilaisten mahdollisten jarjestysten lukumaara. Se voidaan las-
kea myo6s binomikertoimella (?) = 2.

Todenndkoisyys tapahtumalle “Liisa tarvitsee vahintaan kolme heittoa voittaak-
seen” on todennakoisyyksien P(3) ja P(4) summa.

P(vahintaan 3) = P(3) + P(4)

1 . 17
216 216
_ L
12
Vastaus: Liisa tarvitsee pelin voittamiseen vahintadn kolme heittoa todenna-
1
koisyydelld —.
Yy 19
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7.3.

RATKAISUVAIHTOEHTO 1|

Kohdassa 7.2. laskettiin vain todennékaisyys P(vahintaan 3)

Koska Liisa voittaa pelin joka tapauksessa korkeintaan neljalla heitolla, toden-
nakoisyyksien P(1), P(2) ja P(vahintaan 3) summa on yksi:

P(1) + P(2) + P(vahintaan 3) =1
P(2) =1— P(1) — P(vahintaan 3)

_ 5 (o)
12

Liisa tarvitsee nelja heittoa vain, jos han heittda kolmella ensimmaiselld heitolla
ykkdsen. Neljannen nopanheiton tuloksella ei ole merkitysta. Todennakdisyys,
etta Liisa saa kolmella ensimmaisella heitolla pelkdstaan ykkdsia on kertolas-
kusaannon nojalla

_ ! (o)
216

Todennakoisyys, etta Liisa tarvitsee tasmallee kolme heittoa voittaakseen on
siis

P(véahintaan 3) = P(3) 4 P(4) [Pht3p)
P(3) = P(véhintaan 3) — P(4)

1 1
12 216

_ 17 (o)
216
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Voittoon tarvittavien heittojen lukumaaran odotusarvo saadaan laskemalla lu-
kumaarien ja niiden todennakoisyyksien tulojen summa, eli

E=1- P(l) +92. P(Q) +3.P(3) +4-P(4) 1p (yht. 5p)

=1 1+2 5+3 17+4 !
92 12 216 216
_ 33 (pumen)

216

= 1,5879...

Vastaus: Odotusarvo heittojen lukumaaralle, jotka Liisa tarvitsee paastakseen

) 343
Kairoon on —.
216

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Todennakoisyydet P(3) ja P(4) on laskettu jo kohdassa 7.2.

Kohdissa 7.1. ja 7.2. on laskettu todennakaéisyydet P(1), P(3) ja P(4). (zphe2p))
Jos laskettu jo aiemmin oikein P(1), P(3) ja P(4), tassa 3p.

Koska Liisa voittaa pelin joka tapauksessa korkeintaan neljalla heitolla, toden-
nakaisyyksien P(1), P(2), P(3) ja P(4) summa on yksi:

P(1)+ P(2)+P(3)+P4) =1

_ 5 (iowmen)
12

Voittoon tarvittavien heittojen lukumaaran odotusarvo saadaan laskemalla lu-
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kumaarien ja niiden todennakoisyyksien tulojen summa, eli

E=1-P(1)+2: P(2)+3- P(3) + 4 P(4)(e050)

1 5 17 1
—1--4+492. —4+3.— 4+4. —
2+ 12+ 216+ 216
_ 313 ()
216
= 1,5879...

Vastaus: Odotusarvo heittojen lukumaaralle, jotka Liisa tarvitsee paastakseen

) 343
Kairoon on —.
216

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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8. Pinta-alan arviointi simuloinnilla (12 p.)

Tasojoukon A pisteet (z,y) maaraytyvat epayhtéloistd 0 < z < 2,0 < y < 4
jay > x°. Tassa tehtivassa on tarkoitus arvioida joukon A pinta-alaa simulaation
avulla kayttamalla sita tietoa, ettad todennakdisyys on suoraan verrannollinen pinta-
alaan. Arvotaan pisteita (z, y) suorakulmiosta B, jonka maaraavat epayhtalot 0 <
r<2ja0 <y <4

1. Tee sopivalla ohjelmistolla koodi, joka arpoo 1000 pistettd suorakulmiosta B ja
tulostaa vastauksena niiden pisteiden lukumaaran, jotka kuuluvat joukkoon A.
Kerro sanallisesti ja sopivien kuvakaappausten avulla, miten toteutit koodisi. (Vih-
je: Voit kayttaa esimerkiksi taulukkolaskennan satunnaislukugeneraattoria.) (6 p.)

2. Hille ajoi kohdassa 1 tekeméansa koodin 10 kertaa ja sai alla olevat luvut. Laske
tulosten keskiarvo ja arvioi taman perusteella joukon A pinta-alaa. (6 p.)

Hillen koodin tulosteet: 673, 664, 672, 679, 667, 650, 640, 678, 660, 667. (6 p.)
Ratkaisu.

8.1.

RATKAISUVAIHTOEHTO 1

Laaditaan taulukko LibreOffice Calcilla. Alla on esitetty, millaiset kaavat kirjoite-
taan taulukon kuhunkin soluun.

LibreOffice Calc:issa kaavat saa nakyviin valikosta Nayta / Nayta kaava

A | 8 | c \ D |
_ 1 |1000 kpl suorakulmion B sisélla olevia pisteitd
2?2 Ix v Onko joukon A piste  Yhteensi joukon A pisteitd
3 | =SATUNNAISLUKU(*2  =SATUNNAISLUKU(*4 =JOS(B3==A3"2;1.0) =SUMMA(C3:C1002)
4 | =SATUNNAISLUKU(Q*2  =SATUNNAISLUKU(*4 =JOS(B4==A4"2:1.0)
-5 | =SATUNNAISLUKU(*2  =SATUNNAISLUKU(*4 =JOS(B5==A5"2;1:0)
_ 6 |  =SATUNNAISLUKU(*2  =SATUNNAISLUKU(*4 =JOS(B6==A6"2;1.0)
7 =SATUNNAISLUKU(*2  =SATUNNAISLUKU(*4 =JOS(B7==A7"2;1:0)
_ & |  =SATUNNAISLUKU(Q*2  =SATUNNAISLUKU(}*4 =JOS(B8==A8"2;1.0)
9 =SATUNNAISLUKU(*2  =SATUNNAISLUKU(*4 =JOS(B9==A9"2;1.0)

Sarake B =1 p, Sarake C = 2p, Sarake D = 1p

Seuraavassa kuvassa on kaavojen tulokset. Taulukko jatkuu alas pain siten, etta
pisteita lasketaan yhteensa 1000 kpl
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A | B | [4 | D |
1 |1000 kpl suorakulmion B sisélli olevia pisteitd
2 Ix y Onko joukon A piste  Yhteensé joukon A pisteitd
3 0,8631148930182113 0,42890108430439 0 660
4| 1,65364308949706 0,942192110754995 0
5| 0,3926416840672 3,98797178998551 1
_6 | 0,671126274281129 2,91010143789164 1
7 0,946970068411052 2,2874628800116 1
_8 | 1,56536403563606 1,02281020514969 0
9| 1,67374432570116 3,77390160422171 1

Funktio SATUNNAISLUKU () tuottaa satunnaisluvun nollan ja yhden valilta. Kun
tama satunnaisluku kerrotaan kahdella tai neljalla, saadaan satunnaisluku nol-
lan ja kahden tai nollan ja neljan valiltd vastaavasti. Talla tavoin on saatu las-
kettua sarakkeisiin A ja B satunnaiset koordinaatit sellaisille pisteille, jotka ovat
suorakulmion B sisalla. Naita pisteita on laskettu 1000 kpl eli tuhat rivia.

Tehtavanannon mukaan suorakulmion B piste kuuluu tasojoukkoon A, jos pis-
teen koordinaatit toteuttavat ehdon y > x2. Sarakkeen C kaava testaa taman
ehdon ja tulostaa soluun luvun 1, jos ehto toteutuu ja luvun 0, jos ehto ei toteu-
du.

Soluun D3 lasketaan summa sarakkeesta C, eli niiden pisteiden maara, jotka

kuuluvat tasojoukkoon A. Selitys = 2p

Huomaa, ettd et voi kdyttaa valmista funktiota SATUNNAISLUKU . VALILTA(O; 4),
koska se antaa vain kokonaislukuarvoja

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Tehdaan ohjelma, joka arpoo 1000 pistetta suorakulmion B sisélle ja laskee
tasojoukkoon A kuuluvien pisteiden lukumaaran. Alla on esitetty tallainen oh-
jelma TI-Nspiren Python-tulkilla, saman ohjelman TI-Basic -ohjelmointikielella
seka JavaScript-koodi, jonka voi ajaa Abitin verkkoselaimeilla.

[ 1p+2p+1p+2p (yht. 6p)]

+ Satunnaiset z- ja y-koordinaatit tuotettu oikein = 1p,
* Testattu kuuluuko piste tasoalueeseen A = 2p,
+ Laskettu ja tulostettu alueeseen kuuluvien pisteiden maara = 1p,

+ Selitys = 2p, voi olla kommentteina koodissa tai erillinen selitys.
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Python-koodi:

(2 pm_k21_teht 8.py 12/12
from random import * # ladataan satunnaislukugeneraattori
suotuisat = 0 # alustetaan laskuri
foriin range (0, 1000): # kadyd&an l&pi tuhat pistetta

X = uniform(0,2) # pisteen x-koordinaatti

y = uniform(0,4) # pisteen y-koordinaatti

if y >= x**2: # jos piste on alueessa A

suotuisat = suotuisat +1  # kasvatetaan laskuria yhdella

print("Alueen A sis&ll olevien pisteiden lukum&ara on ")
print(suotuisat)

() python Shell 4/4

>>>#Running pm_k21_teht 8.py

Alueen A sisélla olevien pisteiden lukum&éara on
675

>>

Basic Tl -koodi:

|
pm_yo_k21_teht_8 10110

Define pm_yo_k21_teht_8 0:
Prgm
Local suotuisat

0 - suotuisat

For #,1,1000
x:=rand|)- 2
y:=rand|()- 4

If y2x2 Then
suotuisat+1 — suotuisat
EndIf
EndFor
Disp "Alueen A sisilld olevien pisteiden lukumiérd on ",suofuisat
EndPrgm
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-]
pm_yo_k21 _Ieht_S()

Alueen A sisilld olevien pisteiden lukumédird on 661
Valmis
pm _yo_k21_reht_80
Alueen A sisilld olevien pisteiden lukumédrd on 685
Valmis
pm, _yo_kZI_IehI_S()

Alueen A sisélld olevien pisteiden lukuméird on 669

Valmis
JavaScript-koodi:

1 «<«script>
2
3 wvar suotuisat = 0; // alustetaan muuttuja
4 wvar x =0, y = 0; // alustetaan muuttujat
6 for (1 =0; 1 < 1000; i++){ // for-silmukka, 1000 toistoa
7 X = Math.random() * 2; // pisteen x-koordinaatti
8 vy = Math.random() * 4; // pisteen y-koordinaatti
9 if (y »= x%%2 ) { // jos piste on alueessa &
10 suotuisat++; // kasvatetaan laskuria yhdella
11 }
12 }
13
14 document.write(*Alueen R sisdlld olevien pisteiden lukumddrd on ${suotuisat}‘):
15 // tuloksen kirjoittaminen
16 </script>
17

&« C @ Tiedesto | file:/fnome/digabifpm_yo_k21 teht 8_htm

Alueen A sisilld olevien pisterden lukumiird on 652

JavaScript-koodin saa suoritettua Abitissa kirjoittamalla sen esim. Mousepad-
ohjelmalla, tallentamalla .html -tiedostoksi ja avaamalla taman tiedoston Abi-
tin Firefox-selaimella.

8.2. Taulukkolaskentaohjelmalla saadaan Hillen tulosteiden keskiarvoksi 665.

Todennakoisyys, etta suorakulmion B piste kuuluu tasojoukkoon A on Hillen
simulaation perusteella

p= 20 _ 665, (R0

~ 1000
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Toisaalta p on geometrinen todennakoisyys

p—A—B,

jossa A4 ja Ap ovat tasojoukon A ja suorakulmion B alat vastaavasti. Tasta

saadaan yhtalo
0.665 = ﬂ 1p (yht. 4p)
Y A *

B
Sijoittamalla Ag = 2 - 4 = 8 saadaan

Ay
0,665 = — -8
? 8 ||

Ay =532
Vastaus: Tulosten keskiarvo on 665 ja joukon A pinta-ala on arviolta 5,32.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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9. Paloittain maaritelty funktio (12 p.)

Funktion f: R — R maaritellaan kaavalla

3+ 1, kun z <0
fx) = 2
(ax +1)*+a(l —a), kun z > 0.

1. Selvita, milld parametrin a € R arvoilla f on kaikkialla jatkuva. (6 p.)

2. Selvita, milla parametrin a € R arvoilla f on kaikkialla derivoituva. (6 p.)
Ratkaisu.

9.1. Polynomifunktiot ovat jatkuvia maarittelyjoukossaan. Funktion f lausekkeet ovat
polynomeja, joten ne ovat selkeasti jatkuvia valeilla x < 0 ja x > 0. Funktion
f jatkuvuutta tarvitsee tutkia vain kohdassa x = 0, koska funktion f lauseke

muuttuu taman kohdan laheisyydessa. 1PY"t 1P

Funktio f on jatkuva kohdassa x = 0, kun funktion toispuoleiset raja-arvot ovat
yhta suuret kuin funktion arvo kohdassa x = 0.

Funktion f arvo kohdassaz = 0on f(0) = 0° +1 =1.

Maaritetaan funktion f toispuoliset raja-arvot kohdassa x = 0. Funktion f va-
semmanpuoleinen raja-arvo on

lim f(z) = lim (2®+1)

x—0~ r—0~

Ii )= (0 +1

Jim f(w) = (0°+1)

lim f(z) = 1 (et 2)
x—0—

Funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo on

lim f(z) = lim ((az+1)*+a(l—a))

z—0t z—0—

1. ‘f/' —= 0 1 2 / 17 /
Jim f(z) = ((a-0+1)*+a(l - a))
lim f(z) = 1+ a - o?. (20130
z—0
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Funktio f on jatkuva kohdassa z = 0, kun

Selitys = 1p, yhtald = 1p.
Laskinohjelman avulla yhtalon ratkaisuksi saadaan a = 0 tai a = 1.

Vastaus: Funktio f on kaikkialla jatkuva, kuna = 0 taia = 1.

9.2. Polynomifunktiot ovat derivoituvia maarittelyjoukossaan, joten tarvitsee tutkia

vain kohtaa z = 0.

Funktion f lauseke muuttuu kohdassa x = 0, joten funktion derivaatta kohdas-
sa 0 maaritetaan toispuolisten raja-arvojen avulla.

Funktio f on derivoituva kohdassa ¢, jos toispuoliset derivaatat ovat yhta suu-

ret. Talloin f/(t) = f.(t) = f.(t).

Lasketaan funktion f vasemmanpuoleinen derivaatta kohdassa = = 0.

vy g (@) = f(0)
fﬁ(O)_mll{(r]l* .CL’—O
Con o P+ 1—(0°+1)
fﬁ(O)_xligl* z—0

-3

f2(0) = lim T

=0~ T

f(0) = lim 2?

z—0~
fL(0) = 0?
f£.(0) =0
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Lasketaan funktion f oikeanpuoleinen derivaatta kohdassa = = 0.

f1(0) = 11%1+ L(J)C() | £(0) =1 kohdan 9.1. perusteella
(ax +1)*+a(l —a)—1

f+< ) 1:—>r(I)1+ z—0
(a*z? 4+ 2ar + 1) +a(l —a) — 1

f1(0) = lim

z—0t T

a’r? +2ar +1+a(l —a)—1

f1(0) = lim

z—0t T
a*r? +2ax  a(l —a)
'(0) = 1i
0= i (S )
a’z? + 2ax a(l —a)
(0) = lim ST gy S0
LO=n v

Funktio voi olla derivoituva vain, jos se on jatkuva. Kohdassa 9.1. osoitettiin, etta
funktio on jatkuva vain, josa = O taijosa = 1 eli1 — a = 0. Talla perusteella
jalkimmaisen raja-arvon osoittaja on nolla, eli

a’x? + 2ax 0
lim —— lim —
f(0) = Jim ———+ lm 2
v (a’x + 2a)
"(0) =1
+(0) = lim ——
fi(0) = hlgl+ a’x + 2a
xr—r
£1(0) = a* -0+ 2a

F1.(0) = 2a
Siispa f7(0) = f.(0), kun 0 = 2a, josta saadaan a = 0.

Vastaus: Funktio f on kaikkialla derivoituva, kun a = 0.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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10. Matemaattista tekstia (12 p.)

Aineisto:

10. A Teksti: Matematiikan tekstipatkia

Matemaattinen teksti rakentuu mm. kasitteiden maaritelmista, yleisesti patevista
tuloksista (lauseet), tulosten todistuksista ja erikoistapauksiin sovelletuista laskuis-
ta (esimerkit).

1.

3.

Valitse aineiston 10.A kunkin tekstin (a)-(c) kohdalla, onko kyseessa maaritelma,
lause, todistus vai esimerkki. Vastauksia ei tarvitse tdssa kohdassa perustella.

(3p)

Minka lauseen kohdassa 1 valitsemasi todistus osoittaa todeksi? Muotoile lauseen
sisaltd tasmallisesti niin, ettd sen yhteys todistukseen kay iimi. (4 p.)

Kohdassa 1 valitsit yhden tekstin lauseeksi. Todista tama lause. (5 p.)

Ratkaisu.

10.1. a) Todistus.

Tekstissa a osoitetaan, etta kolmion, jonka sivujen pituuksille a, b ja ¢ patee
a® + b> = ¢? ja suorakulmaisen kolmion, jonka kateettien pituudet ovat a ja
b, kaikki kulmat ovat yhta suuret ja erityisesti sivujen a ja b valinen kulma on
suora kulma molemmissa kolmioissa. Lyhyesti sanottuna tekstissa osoitetaan,
ettd jos kolmion sivujen pituuksille a, b ja ¢ patee a? + b*> = ¢?, kolmio on
suorakulmainen. Kyseessa on siis todistus.

b) Maaritelma.

Tekstissa b ei esiteta tietyn vaitteen seuraavan tietyista oletuksista eika siina
osoiteta minkaan vaitteen todenmukaisuutta. Ndin ollen kyseessa ei ole lause
eika todistus. Tekstissa b ei mydskaan kasitella mitdan erikoistapausta, joten
kyseessa ei ole esimerkki. Sen sijaan tekstissa b esitetaan, mita logaritmi tar-
koittaa, eli kyseessa on maaritelma.

c) Lause.

Tekstissa c esitetadn tietyn vaitteen ("luku n on jaollinen kolmella”) seuraavan
tietysta oletuksesta (“luvun n numeroiden summa on jaollinen kolmella”), jo-
ten kyseessa on siis lause.
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10.2.

10.3.

Tekstissa osoitetaan, ettd jos kolmion 1 sivujen pituuksille a, b ja ¢ patee a? +
b? = ¢? ja suorakulmaisen kolmion 2 kateettien pituudet ovat a ja b ,
kolmioiden 1 ja 2 vastinkulmat ovat yhta suuria ja erityisesti sivujen a

ja bvalinen kulma on suora kulma molemmissa kolmioissa. Lyhyesti
sanottuna tekstissa siis osoitetaan, etta jos kolmion sivujen pituuksille a, b ja ¢

patee a? + b = ¢, kolmio on suorakulmainen kolmio.

Lause: "Jos positiivisen kokonaisluvun n numeroiden summa on jaollinen kol-
mella, niin myos luku n on jaollinen kolmella.”

Todistus: Olkoon tarkasteltava luku a ja olkoon sen numerot a,, a,_1, ..., a1

ja ag, eli toisin sanoen

=0y, 10" + a1 - 10"+ .+ ay - 10 + qp. (0829

Huomataan, ettd 10 = 3 -3 + 1, joten 10 =1 (mod3).

Nain ollen siis

a=ay-10"+a, 110"+ ... +a;-10+ay (mod3)

ap 1"+ ap_y - 1"+ .. +a;-1+ay (mod3)

a

a=ap+a,1+...+a1+a (mod3)

Luku a on siis kongruentti sen numeroiden summan kanssa modulo 3, jo-
ten jos luvun a numeroiden summa on jaollinen kolmella (jakojaannés nolla),
myds luku a on jaollinen kolmella. O

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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11. Kokonaislukuja (12 p.)

1. Kumpi luvuista
099

99100™" 54 10110

on suurempi?. (4 p.)

2. Lukujono (a,,) méaaritellaan rekursiivisesti kaavoilla a; = 1, as, = a, ja asgpy1 =
1 —a, kunn =1, 2,3, .... Madrita lukujonon seitsemas jasen ar ja 2021. jasen
agp21- (8 p.)

Ratkaisu.

11.1.

RATKAISUVAIHTOEHTO 1

101
n = 99100

m = 101100”

L.
Tarkastellaan lukujen 11009 ja m 1009 erotusta.

1 1
R — o = (99100101> 0 <10110099> 1009 ((1p+1p yht. 2p)

100101 10099
— 99710099 — 1()] 10099
= 99! — 101

>0 1p (yht. 3p)

Nain ollen

1 1
1, 10099 > 17,10099

eli myos
n>m.

101 . . 99
Vastaus: Luku 99'°°"" on suurempi kuin 101190,
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RATKAISUVAIHTOEHTO 2

0101

n = 990

m = 101100”

Tarkastellaan lukujen lg(lg(n)) ja lg(lg(m)) erotusta.

lg(lg(n)) — lg(lg(m)) = lg <lg (99100101>> lg <lg (10110099>)

=1g (100" 1g(99)) — 1g (100%1g(101))

100" 1g(99)
100% 1g(101)

|, ((100°15(99)
&\ Tlg(101)

=lg

lg 991002
lg(101)

lg(1)
_o

Erotus on positiivinen, joten
lg(lg(n)) > lg(lg(m)).
Logaritmi on aidosti monotoninen, joten myods

n>m.

101 . . 99
Vastaus: Luku 99'°°"" on suurempi kuin 101190,
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11.2. Madritetdan jasen a; suoraan laskemalla rekursiokaavan avulla.

s = 01 = 1 — 0, ()
— 1= a1 =1 (1—ay) (20020
=1 (1-1) = 1. (tR6R30)

Madaritetaan jasen aop2; Vastaavasti:

2021 = 42.1010+1

=1— a0 1p (yht. 4p)
=1—azs505

=1 — a5
=1—asa11

— 1 . (1 . CL252) 1p (yht. 5p)

= 4252

= (2.126

= A126

= a2.63

= Ug3
= G2.31+1
=1-axn
=1—az1541
= ]_ — (]_ — CL15)
= ays 1p (yht. 7p)
= G2.741

—1—a;=1—1=0. (runsp)]

Vastaus: Jasen a; = 1 ja jasen agpo; = 0.
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12. Piilotetut pallot (12 p.)

Poydalla on kolme 3-sateista palloa, joista kukin pallo koskettaa kahta muuta. Pallot
yritetdan peittaa puolipallon muotoisella kuvulla, jonka sdde on R. Kupu on kuiten-
kin liian pieni, jolloin sen reuna jaa joka kohdassa 1 yksikon korkeudelle pdydasta.
Maarita sateen R tarkka arvo.

Ratkaisu.

Kukin kolmesta pallosta sivuaa puolipallon muotoisen kuvun sisapintaa, joten sivua-
miskohtaan piirretty kuvun sade kulkee pallon keskipisteen kautta. Kuvun sade saa-
daan siis summana pallon sateesta ja pallon keskipisteen etaisyydesta kuvun keski-
pisteeseen.

Pallojen keskipisteet ovat pallojen sateen korkeudella, eli korkeudella 3 ja kuvun kes-
kipiste on kuvun reunan korkeudella, eli korkeudella 1, silld kupu on puolipallon
muotoinen. Pallon keskipisteen ja kuvun keskipisteen pystysuuntainen etdisyys on
siis

Ay=3—1=2.

Kuva tai vastaava perustelu = 2p

Symmetrian nojalla kuvun keskipiste on yhta kaukana kustakin pallon keskipistees-
ta. Pallojen keskipisteet muodostavat alla olevan kuvan mukaisen tasasivuisen kol-

mion . eli kuvun keskipiste on siis tdman tasasivuisen kolmion keskijano-
jen leikkauspisteen alapuolella. Tasasivuisen kolmion kulmanpuolittajat ovat samat
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kuin sen keskijanat, joten kuvun keskipiste on siis alla olevaan kuvaan piirretyn pis-
teen alapuolella. Tasasivuisen kolmion kulmien suuruus on 60°, joten kuvaan piir-
retyn suorakulmaisen kolmion kulma o = 30°. Suorakulmaisen kolmion pidempi

kateetti on pallon sateen pituinen, eli sen pituus on 3.

Tasta saadaan pallon keskipisteen ja kuvun keskipisteen vaakasuuntainen etaisyys:

cos(30°) = 3
Az
V3 3

2 Ar
AJJ:2\/§

Pituuden Ax voi laskea myos esimerkiksi laskemalla tasasivuisen kolmion korkeus-

janan pituuden ja kayttamalla hyvaksi tietoa, etta korkeusjanojen leikkauspiste jakaa
korkeusjanat suhteessa 2 : 1.

Nain ollen kuvun sade on siis

R =3+ /A2 1 Ay? (vt 100)]
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1p / termi

=3+1/(2v3)2 + 22
_ 7 (e ren)

Toisen termin sieventaminen arvoon 4 = 1p, lopullinen oikea vastaus = 1p TAIl suo-
raan oikean arvon laskeminen = 2p.

Vastaus: Kuvun sade on 7.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa!
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13. Polynomien esitysmuodot (12 p.)

Olkoot n > 1 kokonaisluku ja o; € R, a; # 0, kaikille kokonaisluvuille 0 < 7 < n.

Tutkitaan polynomeja

P(z)=(z—a)(®x — ) (x — @) = ppa”™ + por@™ ' + -+ pra + po

Q(ff): <"L‘_o%1> (x_i>...<x_t> :qnxn+qn_1xn—1+...+q11’+qO.

Tassa siis kertoimet p; ja ¢; maaraytyvat yhtaldiden perusteella annettujen lukujen
a; avulla.

1. Laske kaikki luvut p; ja ¢;, kunn =2, a1 = 2jaas = 3 (2 p.)
2. Ratkaise kaikki luvut p; ja g; lukujen o ja ap avulla tapauksessa n = 2. (4 p.)

3. Esita luvut g; lukujen p; (0 < 72 < n, 0 < j < n) avulla yleisessa tapauksessa
(6p.)

Ratkaisu.

13.1. Sijoitetaan oy = 2 ja ap = 3 polynomin P(z) lausekkeeseen ja avataan sulut.
Pr) = (r — a1)(z — az)
P(z) = (z — 2)(x — 3)

P(m):x2—5x+6

Saadaanssiisps = 1, p1 = —Hjapy = 6.

Sijoitetaan a; = 2 ja iy = 3 polynomin Q(z) lausekkeeseen ja avataan sulut.
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13.2.

13.3.

Saadaansiisg, =1, ¢ = —%ja Go = %,

Vastaus: Kertoimet ovatps = 1,p; = —Sjapy =6sekd g =1, ¢1 = —%ja

_ 1
do = §-

Avataan polynomin P(x) lausekkeesta sulut tapauksessa n = 2.
P(r) = (= o)z — a)

Pla) = % = (o1 + aw)w + oz
Saadaansiis py = 1, p1 = — (a1 + o) ja po = a1a.

Avataan polynomin )(x) lausekkeesta sulut tapauksessa n = 2.

058 %)

R e e

Saadaansiisg, = 1,1 = — <c%1 + a%) jaq = allaz' 1p (yht. 4p)
Vastaus: Kertoimet ovat p, = 1, p; = — (a1 + az) japo = ayap sekd ¢o = 1,

n=- (0%1—’_ 0%2) ja do = 0411042'

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Tarkastelemalla polynomin @ () tulomuodossa annettua lauseketta ndhdaan,
ettd jokaisessa tekijassa x—a%_ muuttujan x kerroin on 1. N&ain ollen, kun kerro-
taan sulut auki ja paadytaan polynomin normaalimuotoon, tulee korkeimman
asteen termiksi x™. Toisin sanoen

qn = 1.
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Tulon nollasdannén perusteella polynomi () saa arvon nolla silloin, kun jo-
kin sen tekijoista on nolla. Siten nollakohdat ovat

1
r——=20
(%)
1
r=—.
Q;

Tukitaan nyt lauseketta

P l — 1_041 l_Oég l_a ‘Zp(yht.Zp)
T T T T n

Tulon nollasaannolla tama lauseke on nolla, kun

——OéiZO
x

1

T =—

Q;

Lausekkeen P (1) ja polynomin Q(x) arvo on siis nolla samoilla z:n arvoilla.
Tassa keksinndssa on ratkaisun avain! Lahdetaan tutkimaan, voisiko lausek-
keen P (1) muuttaa polynomiksi kdyttden vain sellaisia laskutoimituksia, et-
ta nollakohdat sailyvat entisellaan. Silloin saisimme polynomin, jolla on samat
nollakohdat kuin polynomilla Q(x).

Kirjoitetaan lauseke P (%) auki kayttaen tehtavassa annettua polynomin P(x)
normaalimuotoa.

1
P (—) =P(z™!)  (z#0)
T
1
P <§) =put " ppar T o pir g | 2"
n 1 n—1 n
PP (=) =putpoaz o pa T per” o
ﬁp(l):&+pn_1x+”,—}-]ﬂxn_l+xnw M
Do x Do Do Po

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 54


https://www.mafy.fi

Mafynetti mafy.fi

Saatu lauseke (1) on polynomi. Sillda on samat nollakohdat kuin yhtalén va-
semmalla puolella olevalla lausekkeella P (i) ja siten my6s samat nollakoh-
dat kuin polynomilla Q(z). Lisaksi polynomin (1) korkeimman asteen termin
kerroin on 1, eli sama kuin polynomilla Q(x). N&in ollen polynomien Q(x) ja
(1) kaikki tekijat ovat tekijalauseen nojalla samoja ja siten ne ovat sama po-
lynomi. Kddnnetaan polynomin (1) termit vastaavaan jarjestykseen kuin poly-
nomin ()(z) lausekkeessa ja vertaillaan polynomeja termeittdin. Muistetaan,
ettd g, = 1.

x"—l—%x”_l—{—...—i—p;lx—l—% :w”+qn,1x”_1+...+qlx+%
0 0 0

Nahdaan, etta
Prn—i (1pyht6
g = 2=t (e ont 6p)
Do

Prn—i

Po

Vastaus: Yleisessa tapauksessa q; =

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Polynomi Q(z) on

°(3)

Il
VR
| —
|
Q
iy
N~
N
SN
|
Q
[\
~_
7N
K| —
|
Q
3
~_
<
<
3
8

1
=—(1—-az)(1—ax)...(1—a,z)
xn
St (L) (Dea) (2 -a)
xn aq (0% Qp
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Lausekkeessa on n kappaletta tekijoita % — x, joten jos lauseke kerrotaan

(—1)™:114, kukin niista kaantyy muotoon z — .
a?,

a0y ... o, < 1 ) ( 1 > ( 1 )
= 1| ——x ——z)...|——x
xrm (a7 Q9 Yy,
11 . .. Ol 1 1 1
xr" a7} Q9 Q,
—1)" - aqas ... ay 1 1 1
:( )" ey QW(—I)”-(—JL’) <—x)<—.r>
xm (03] (%) (079
_ (_1)n . a1a2 P an T — i T — i o T — L 1p(yht4p)
" (o7 (&%) Oy,

P <l) _ (=)™ ajay. .. ay Q(x)

:ETL

P (2)

T

- (-1)” X1y .. L Oy

Osoittajassa oleva z" P (1) on

1 1 1
" P <—> =z". (pnﬁ —I—pn_1—1 + ... +p0)

x xn—

= Pn + Pp1T + ...pox"

Polynomin 2" P (%) vakiotermi on siis p,,, ensimmaisen asteen termin kerroin
on p,_1, jne kunnes lopulta n:nnen asteen termin kerroin on py.

Nain ollen siis

Pn—i
(—Drajag . ..o

q; =

Toisaalta kun kerrotaan sulut auki polynomin P(z) yleisestd muodosta, huo-
mataan, ettd vakiotermiin tulee kaikkien «; tulo ja sen etumerkki on nega-
tiivinen, kun n on pariton, ja positiivinen, kun n on parillinen. Saadaan siis
po = (—1)"aqz . . . . Sijoitetaan tdma4 vield ¢;:n lausekkeeseen.

o — Pt ()

Po
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Vastaus: Yleisessa tapauksessa q; = p"ﬂ..

Do

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa!
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