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1. Yhtalbita (12 p.)

Oikea vastaus 3 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

e | 20—1 .
1.1. Milld luvun x arvolla yhtalo IT + mT = % on tosi? (3 p.)

Tr =

Valintalaatikon vaihtoehdot: —1, —3/4, —1/2, —1/4,0,1/4,1/2,3/4, 1
1.2. Milla vakion a arvolla yhtéld (z+a)(x—a) = 2*—81 on tosi kaikilla reaaliluvuilla
x? (3 p.)
a=[_|
Valintalaatikon vaihtoehdot: 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, 9, 10, 11, 12

1.3. Mika seuraavista vaihtoehdoista patee yhtaloon 2(z — 1) = 3z — (x +1)? (3 p.)

|

Valintalaatikon vaihtoehdot: "Yhtal6lla on tdsmalleen yksi ratkaisu.”, "Yhtalolla ei
ole ratkaisuja.”, "Jokainen reaaliluku toteuttaa yhtalén.”, "Ei mikaan edellisista.”

1.4. Maarita sellainen luku b, etta piste (—7, b) on suoralla 6z + 4y = 2. (3 p.)

=[]

Valintalaatikon vaihtoehdot: —12, —11, —10, —9, —8, —7, —6, —5, —4, —3, —2,
—-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12
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Ratkaisu.

1.1. Vastaus: z = —3.

Miten vastaukseen paadyttiin:

Dr+1 22-1 2z
> 1T 32

2 +1) 2z—-1 22
22 I T2

20+ 2 2x—1_2x

11 r
20 +2+2x —1 =2z
20+242x—1—-22=0
20+1=0

2r=—1 | :2
.
5

Vaihtoehtoisesti oli myds mahdollista sijoittaa jokainen annettu vaihtoehto yh-
taloon ja tutkia, milla vaihtoehdoista yhtalon eri puolista tuli sama luku.

1.2. Vastaus: a = 9.

Miten vastaukseen paadyttiin:

(z +a)(r —a) =2°—81
2? — xa + ar — a® = 2* — 81
r? —a® =2* - 81
—a® = —81
a* =81
a=9 tai a=-9.

Naista vastausvaihtoehdoissa oli vain vaihtoehto ¢ = 9.
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1.3. Vastaus: "Yhtaldlla ei ole ratkaisuja”

Miten vastaukseen paadyttiin:

20 —1) =3z —(z+1)
20 —2=3rv—x—1
20 —2=2zx—-1

—2=-1

Yhtalolla ei ole ratkaisuja.

1.4. Vastaus: b = 11.

Miten vastaukseen paadyttiin:

Piste (—7,b) on suoralla, jos se toteuttaa suoran yhtalon. Sijoitetaan suoran
yhtaléon x = —Tjay = b.

6-(=7)+4b=2

—42 4+ 4b =2
4b =2 + 42
A =44 | :4
b=11.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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2. Kuusi pienta tehtavaa (12 p.)

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Tehtavassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria,
joten toinen potenssi 2 kirjoitetaan vastauslaatikkoon muodossa x~2. Kunkin vas-
tauksen maksimipituus on 15 merkkia. Vastaukset arvostellaan tietokoneavusteises-
ti ja ohjeiden noudattamatta jattaminen voi johtaa pistevahennyksiin.

2.1.

2.2.

2.3.

2.4,

2.5.

2.6.

Sievenna lauseke (21)°(—4x)~!, kun z # 0. (2 p.)

Vastaus: ] \

Laske pisteiden A = (1, —1) ja B = (7, 7) valinen etaisyys. (2 p.)

Vastaus: ] \

Derivoi lauseke 23 — 222, (2 p.)

Vastaus: ] \

Ratkaise yhtald 1 — V2cosz = 2, kun 0° < 2z < 180°. Anna vastaus astei-
na. (2 p.)

Vastaus: x = ] \astetta

16 1
Laske integraali / —dz.
4

VT

Vastaus: ] \

Kolmiossa ABC' kulman A suuruus on 42° ja kulman B suuruus on 55°. Sivun
AB pituus on 122 mm. Laske sivun BC' pituus millimetrin tarkkuudella. (2 p.)

Vastaus: | |mm
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Ratkaisu.

2.1. Vastaus: —8x"\4.

Miten vastaukseen paadyttiin:

(22)°(—4x) ™" =

2.2. Vastaus: 10.

Miten vastaukseen paadyttiin: Pisteiden valinen etdisyys on

VI =724 (-1-17)2=10.

2.3. Vastaus: 32/\2 — 4x.

Miten vastaukseen paadyttiin: Polynomin derivaatan kaavalla

saadaan

Dz? — 222 = 337!

Daz" =an-x

n—1

— 2. 2% !

= 322 — 4.
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2.4. Vastaus: 135.

Miten vastaukseen paadyttiin:
1 —V2cos(r) =2
1—2=+v2cos()
—1=+2cos(z) |:V2

1
_ﬁ = COS(I’)
1
cos(z) = %

Yhtalon ratkaisut ovat
r=135°4360°-n  tai x = 225° 4+ 360° - n,

joista valilla 0° < x < 180° onvain z = 135°.

2.5. Vastaus: 4.

Miten vastaukseen paadyttiin:

=/ 2V/x

= 216 — 2V/4
—2.4—-2.2
=4,
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2.6. Vastaus: 82.

Miten vastaukseen paadyttiin:

|AB| = 122 mm
a = 42°
B = 55°.

B
>
bYe

A

Kolmion kulmien summa on 180°, joten

v =180° — a — = 180° — 42° — 55° = 83°.

Sinilauseella:
|AB| |BC| :
= |- sin(e)
sin(y)  sin(a)
AB
|BC| = | | -sin(a)
()
BC| = 220 (499)
sin(83°)

|BC| = 82,246 ... mm
|BC| ~ 82 mm.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksiad, joita ei vaadita ratkaisussa.
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3. Logistinen regressio (12 p.)
Logistinen regressio on malli, jota kaytetaan esimerkiksi tutkittaessa riskia sairastua
erilaisiin sairauksiin, kuten esimerkiksi sepelvaltimotautiin.

Logistisessa regressiossa y riippuu muuttujasta x yhtalon

Y
- Y

In =a+ bx

mukaisesti. Vakiot a ja b valitaan mallinnettavan ilmion mukaan.

1. Ratkaise y logistisen regression yhtaldsta. (6 p.)

2. Olkoon a = 2 ja b = —1. Milla muuttujan z arvolla y saa arvon 0,5? (6 p.)

Ratkaisu.

1. Ratkaistaan y tehtdvanannon yhtaldsta.

Logaritmin maaritelman nojalla yhtalo In(x) = y on yhtapitava yhtalon © = e
kanssa.

Y erte 206063) (1 — )

I—y
y= (1 -y
y = ettt _ yeaths
y + yetths — gotbe

y (1 + ea—i—bx) — ea—i—bm || . (1 + ea—i-bgc)

(&

Yy = 1+6a+bx'
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2. Sijoitetaany = 0,5, a = 2 ja b = —1 tehtavanannon yhtaloon.

ln( 05 ):H
1-0,5

In(l)=2—-=x
0=2—=2

» = o (o)

Vastaus: Muuttuja y saa arvon 0,5, kun z = 2.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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4. Kdyran tangentteja (12 p.)
Kayralla
y=2" -5 +20+8= (v —4)(x —2)(z + 1)

on kaksi tangenttia, jotka kulkevat pisteen (2, 0) kautta. M&arita niiden yhtalot.

Vihje: Kéyran tangentti pisteessa (2, 0) antaa toisen kysytyista yhtaloista.

Ratkaisu.

Kayran
y = f(r) =2 — 52> + 22 +8

tangentin kulmakerroin kohdassa x on derivaatta

f'(z) = 32% — 10z + 2.

Selvitetdan ensin pisteessa (2, 0) olevan tangentin yhtélo. Sen kulmakerroin on siis

PR =32 ~10-2+ 2= —, (0D

joten sen yhtald on
y—0=—6(x—2)
y = —6x + 12.

Etsitaan sitten tangentti, joka kulkee seka pisteen (2, 0) kautta etta pisteen (z, f(z))
kautta, missa x # 2. Kulmakertoimen lausekkeen avulla saadaan yhtalo

f(x) -0 o f/(l’) 2p (yht. 7p)

r—2

=2t 1) _ g2 10, 4 o Goumen)
r—7

(x —4)(x+1) = 32% — 102 + 2

22 —dr 4+ —4=322—10x+2

222 — Tz + 6 = 0 (ROMER)
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Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saadaan

CTE(-7)?—4-2-6
B 2.2

X

ES!

4
r=2 tai o= [0own)
2

Vain r = % kay ratkaisuksi, koska tarkasteltiin tilannetta, jossa = # 2. Tangentin
kulmakerroin on siis

(2 N 1020 B )
fflg)=313) —10-5+2=—7 O

2 2 2

Nain ollen tangentin yhtalé on

—0=——(@—-2

Y 7 (@=2)
y:—§aj—l—§.

4 2

Vastaus: Kysyttyjen tangenttien yhtalot ovaty = —6x + 12jay = —24—590 + %
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5. Kolmiot (12 p.)

Aineisto:
5.A Kuva: Kolmiot

Suorakulmaiset kolmiot ABC' ja DEF' leikkaavat toisiaan kuvan 5. A mukaisesti.
Kolmioiden kateettien pituudet ovat AB = DF = 4ja BC = EF = 3. Lisaksi
janan B F pituus on 1. Maarita kolmioiden yhteisen osan pinta-ala.

Ratkaisu.

Ratkaisun ymmartamista helpottava kuva, jota ei vaadittu ratkaisussa:

A . D
F I B

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Merkitaan janojen DE ja BC' leikkauspistetta G113, janojen DE ja AC' leikkauspis-
tettd H:lla ja janan F'B keskipistetta /:lla. Kolmio D H I on symmetrian nojalla suo-
rakulmainen, joten kolmiot DG B, DH I ja DEF ovat keskendan yhdenmuotoiset,
silla ne ovat suorakulmaisia ja niilld on yhteinen kulma D.

Kolmion D E'F' pinta-ala on
1 1
Apgr == |DF|-|EF|=--4-3=6.
2 2
Janan D B pituus on
|DB| = |DF|—|BF|=4—-1=3

jajanan DI pituus on

1 1 7
[DI| = [DB|+5|BF| =3+ 5-1= . UpIE )
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Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on niiden vastinsivujen suhteen ne-

lio. Ratkaistaan kolmion DG B pinta-ala:

Apas _ <|DB\)2

2
Apes _ (3" (oo -6
6 4

3\ 2
ADG’B:<Z) -6

2
A — 2. ()

Ratkaistaan vastaavasti kolmion D H [ pinta-ala:

Aprr _ <|D]| )2
7

2
Aonr _ () -6
4

6

7 2
Apur = <i> -6

147
ADHI - 5

Symmetrian nojalla kolmioiden yhteisen osan pinta-ala on kaksi kertaa kol-

mioiden DH I ja DG B pinta-alojen erotus, eli

A =2 (Apur — Apcp)

_, 147 27
N 32 8

_ 3 ()
16

39
Vastaus: Kolmioiden yhteisen osan pinta-ala on 6

Oppimateriaalit - [aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Merkitaan janojen DE ja BC' leikkauspistetta G113, janojen DE ja AC' leikkauspis-
tettd H:lla ja janan F'B keskipistetta I:11a. Kolmio D H I on symmetrian nojalla suo-
rakulmainen, joten kolmiot DG'B, DH I ja DEF ovat keskendan yhdenmuotoiset,
silld ne ovat suorakulmaisia ja niilla on yhteinen kulma D.

Janan BD pituus on

|BD| = |FD| - |FB|=4-1=3.

Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivut ovat verrannolliset, joten saadaan verranto

|BG|  |FE]
|BD|  |FD|
BG| 3
1BG| . ‘:Z I-3
BG| = 2. (eozn)
4

Na&in ollen kolmion DG B pinta-ala on

1
ADGB:§'3'

= + — I — 1p (yht. 4p)

Yhdenmuotoisten kolmioiden DEF'ja D H I valille saadaan verranto:

|HI| |FE|
\DI|  |FD|
_|H;”:% I
2

7 3
|HI|==-°

2 4
71| = 2L (o)

o
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Nain ollen kolmion D H I pinta-ala on

17 21 147
2 2 8 327

Symmetrian nojalla kolmioiden yhteisen osan pinta-ala on kaksi kertaa kol-
mioiden DH I ja DG B pinta-alojen erotus, eli

A=2-(Apur — Apan) 2pnt. 199

_y 147 27
N 32 8

_ 39 (i)
16

39
Vastaus: Kolmioiden yhteisen osan pinta-ala on 6

| RATKAISUVAIHTOEHTO 3 |

Merkitdan janojen DE ja BC' leikkauspistetta G113, janojen DE ja AC' leikkauspis-
tettd H:lla ja janan F'B keskipistetta [:11a. Kolmio D H I on symmetrian nojalla suo-
rakulmainen, joten kolmiot DG B, DH I ja DEF ovat keskendan yhdenmuotoiset,
silld ne ovat suorakulmaisia ja niilld on yhteinen kulma D.

Janan BD pituus on
|BD| = |FD|— |FB|=4—1=3.

Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivut ovat verrannolliset, joten saadaan verranto

|BG|  |FE|

|BD|  |FD]|

BG| 3

1BG| : ‘:Z I-3

BG| = 2. ([0
4

Janan DI pituus on

1 1 7
[DI| = [DB|+5|BF| =3+ 5-1= . Uplhiee)
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Yhdenmuotoisten kolmioiden DE F'ja D H I valille saadaan verranto:

|HI| |FE|
|\DI|  |FD|
A1 _ 3 ) . !
2
7 3
|HI| =~ -~
2 4
1| = 2. (o)
8
Janan BI pituus on
1 1 1
|BI| = =|BF|==-1= .
2 2

Symmetrian nojalla kolmioiden yhteisen osan pinta-ala on kaksi kertaa puo-
lisuunnikkaan BG H I pinta-ala, eli

A:Q.W.|Bl|
2

2
5T

2

_ 39 ()
16

—_
[ Ne]

=9.

N | —

39
Vastaus: Kolmioiden yhteisen osan pinta-ala on 6

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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6. Vesijohto (12 p.)

Kolmiulotteinen koordinaatisto on valittu niin, ettd maanpinta on zy-tasossa ja pi-
tuusyksikkdna on metri. Maan alla oleva vesijohto kulkee pisteesta (0, 0, —2) vekto-
rin 3i + 47 suuntaan yhteensa 3 metria. Sen jalkeen vesijohto taytyy liittda yhdysput-
ken avulla runkoputkeen, joka kulkee pisteen (4, 4, —3) kautta vektorin —2i + 3j
suuntaan. Kuinka pitka yhdysputken on vahintaan oltava, jotta se riittda yhdista-
maan taman vesijohdon runkoputkeen?

Ratkaisu.

Ratkaisun hahmottamista helpottava kuva, jota ei vaadittu ratkaisussa:

z

T
Runkoputki

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Merkitaan pisteelld A vesijohdon paata (0,0, —2). Pisteen A paikkavektori on

OA = —2k.

Merkitdan vesijohdon suuntavektoria @ = 3¢ + 4j ja vesijohdon ja yhdysputken
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kiinnityspistetta B:lla. Selvitetaan B:n paikkavektori.

OB

I
s
+
w

= %it 7 - o O

Runkoputki kulkee pisteen C' = (4,4, —3) kautta. Pisteen C' paikkavektori on
OC =41+ 45 — 3k

Merkitdan runkoputken suuntavektoria 7 = —2i 4 37 ja runkoputkea kuvaavan suo-
ran mielivaltaista pistetta R:l1a. Muodostetaan runkoputkea kuvaavan suoran para-
metrimuotoinen yhtalo.

OR=0C+t-T
—4i4+45 — 3k +t- (=2 + 3)
= (4—2t)i+ (4 +3t)] — 3k

Vektori vesijohdon ja yhdysputken kiinnityspisteesta runkoputkeen on siis

BR=0OR-0B

5

i (9. 12
:(42t)72+(4+3t)j3k<z’+5j2k>

- - 92 12— -
:(4—2t)7?+(4+3t)j—3k—5i—g,j+2k

9\ - 12 = —
O 9]
11 - 8 _ —
=(——-2t )1 - +3t)j—k.
(527 (57
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Vektori BR on lyhimmilldan, kun se on kohtisuorassa vektoria 7 vastaan. Vektorit

ovat kohtisuorassa, kun niiden pistetulo on nolla. Saadaan siis

BR -7 = 0220060

11 _ /8 - o
<<r—2t>i+<r+3t>‘j— :)-(—21?4—3]’)—0
J J

65
Talldin siis lyhin BRon

(32 (G (or ()

147, 08
_/L — —
65 " 657

_ 147\ 2 98\ 2 (
|BR|min: + P + (—1)2
65 65

= 2,8961 . ..

2p (yht. 10p)

ja sen pituus on

~ 2,9 (metria)

Vastaus: Yhdysputken taytyy olla vahintaan 2,9 metria pitka.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Merkitaan pisteelld A vesijohdon p&ata (0, 0, —2). Pisteen A paikkavektori on

OA = —2k.
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Merkitaan vesijohdon suuntavektoria @ = 3i + 47 ja vesijohdon ja yhdysputken
kiinnityspistetta B:lla. Selvitetaan B:n paikkavektori.

OB=0A+3

|@I

=

3i+4j
1/32_'_42
3i+4j
5

%112 o

Runkoputki kulkee pisteen C' = (4,4, —3) kautta. Pisteen C' paikkavektori on

= —2k+3-

= —2k+3-

OC = 4i + 47 — 3k.

Merkitaan runkoputken suuntavektoria7 = —2i + 37 ja runkoputkea kuvaavan suo-
ran mielivaltaista pistetta R:lla. Muodostetaan runkoputkea kuvaavan suoran para-
metrimuotoinen yhtalo.

OR=0C +
=4i+45 — 3k +t- (=2 + 3j)

= (4 —2t)i+ (4 +3t)j — 3k.

Yhdysputken pienin tarvittava pituus saadaan, kun selvitetaan vektorin B R pienin
mahdollinen pituus.

BR=0OR-0B

- - 12
=(4—-2t)i+ (4+3t)j — 3k — <§Z+5j—2/€>

- . - a7 9T 12* N
=(4—2t)i+ (44 3t)j — 3k — O + 2k

12\ = —
(- Q)i (sr0-2) 7
O 9}
11 - 8 _
=|—=——=2t] - +3t)7—k.
(5-2)i+(5+u)3
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Vektorin B R pituus on pienimmilldan, kun pituuden neli¢ on pienimmillaan.

N 11 2 ] 2
BRP=(——2t) +(-+3t) +1°
i) 5
— 4 42
BR!? = 1362 + -t + —. (20w 6.1)

Kyseessa on ylospain aukeavan paraabelin lauseke, joten pienin arvo I6ytyy sen de-
rivaatan nollakohdasta.

p (13 + 214 2) ~ 201+ L G5

%
Derivaatan nollakohta:

4
26t +-=0
+5

=2 (o)
65

Yhtalén (6.1) nojalla saadaan siis, etta vektorin B R pienin pituus on

65 ) 65 )

2
| BR|min = \/13- (_3) + 3 (_3) L 42
— 2,8061...

~ 2,9 (metria)

Vastaus: Yhdysputken taytyy olla vahintaan 2,9 metria pitka. M

Taman tehtavan ratkaisussa sai valtettya runsaasti laskuvalivaiheita, jos hyédynsi
CAS-ohjelman vektoritoimintoja.

Huom! Virilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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7. Koripalloilijan vapaaheitot (12 p.)

Pitkaaikaisten tilastojen perusteella eraan koripalloilijan todennakoisyys heittaa pal-
lo vapaaheitolla koriin on p (0 < p < 1). Rautahermoisena pelaajana hanen heitto-
jensa onnistumistodennakoisyydet ovat riippumattomia aikaisempien heittojen tu-
loksista ja pelitilanteesta.

Eradssa ottelussa kyseinen pelaaja saa kaksi vapaaheittoa, jotka on heitettava pe-
rakkain. Merkitaan

P(0) = todennakaisyys sille, etta pelaaja ei saa yhtaan heittoa koriin
P(1) = todennakaisyys sille, ettad pelaaja saa tasmélleen yhden heiton koriin

P(2) = todennakaisyys sille, etta pelaaja saa kaksi heittoa koriin.

1. Laske P(2), kunp = 0,82.(3 p.)
2. Maarita P(2), P(1) ja P(0) todennakdisyyden p avulla lausuttuina. (6 p.)

3. Milla todennékaisyyden p arvoilla P(1) = P(2)? (3 p.)
Ratkaisu.

1. Heitot ovat rilppumattomat, joten

P(2) =p-p=082-082=0,6724 ~ 0,67.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1|

Kohdan 1. nojalla

P(2):p-p:p2.

Pelaaja joko saa korin tai ei saa koria, joten todennakdisyys, ettd pelaaja ei saa

yhdell& heitolla koria, on 1—p. Todennékéisyys P(0) on todennakaisyys,
etta pelaaja ei saa heitolla 1 koria JA pelaaja ei saa heitolla 2 koria. Heitot ovat
riippumattomat, joten

P(0)=(1-p)- (1—p)=p* —2p+ 1. (030
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Pelaaja saa varmasti joko nolla, yhden tai kaksi koria, joten
P(1) =1~ P(2) - P(0)

= 2p—2p2.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Kohdan 1. nojalla

P(2):p-p:p2.

Pelaaja joko saa korin tai ei saa koria, joten todennakdisyys, ettd pelaaja ei saa

yhdella heitolla koria, on 1 —p. Heitot ovat riippumattomat, joten yhden
korin todenn&kaisyys P(1) saadaan toistokokeen kaavalla:

2
P(1) = ( )p1<1 !

1
= 2p(1 —p)
— 2]9 o 2p2' 1p (yht. 5p)

Todennakoisyys P(0) on todennékdisyys, etta pelaaja ei saa heitolla 1 koria JA
pelaaja ei saa heitolla 2 koria. Heitot ovat rilppumattomat, joten

P(0) = (1—p) (1—p) = p* — 2p+ 1. (120

3. Kohdan 2 nojalla saadaan yhtald

P(1) = P(2)

2p — 2p2 = p2
CAS-ohjelmalla:

~ 0,67.

Wl N

p=20 tai p=

2
Vastaus: P(1) = P(2) todennékaisyyden p arvollap = 0 tai p = 3 ~ 0,67.
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8. Kayrien rajoittamat alueet (12 p.)

Epayhtalot
1 <y < 1
xn—‘rl - y - CL’n

r>1 ja

maarittavat tasoalueen, jonka pinta-alaa merkitaan symbolilla A,,. Tassa n > 2 on
kokonaisluku.

1. Kirjoita lauseke pinta-alalle A ja laske sen arvo kayttamatta osatehtavassa 2 an-
nettua kaavaa. (4 p.)

2. Osoita valivaiheineen, etta pinta-alan A,, yleinen lauseke on muotoa

1

)
2_n

A, =

n

kunn > 2.(8 p.)

Ratkaisu.

1. Kysytty pinta-ala on

e

1
2

Integraalin muodostamisen jalkeen sen arvon voi laskea suoraan CAS-ohjelmalla.
Ylla olevassa laskelmassa on naytetty varilliselld kasinlaskun valivaiheet, mutta
niita ei vaadita ratkaisussa.
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2. Pinta-ala A,, on

A= [ 1oL, GE)

I
T.—
g E

|
3
| —
—_

IS
Tl
—
S|
=
N——
|
/I\
3
| | =
—_
—_
3=
S|
Sl

)

_ 1 e

n—1 n

_ n _ n—1
" n(n—1) n(n-—1)
n—(n—1)

~ n(n—1)
_n—n—l—l
 n2—n
_ 1 @ww
n2—n

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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9. Yhdistettyja lukuja (12 p.)
Osoita lukua 1 000 001! + 2 kayttamalla, ettd on olemassa miljoona perakkaista ko-
konaislukua, joista yksikaan ei ole alkuluku.

Ratkaisu.

Merkitaan

a, = 1000001 +n, missin =2.3,...,1000001. (Pone1p)]

Luku

1000001 =1-2-3----- 999999 - 1000000 - 1000 001
on jaollinen kaikilla kokonaisluvuilla n = 2,3,...,1000 001, joten luku
a, = 1000001! + 7 on jaollinen luvulla 7, kun 7 = 2,3, ..., 1000001
Nain ollen luku a,, ei ole alkuluku millaan 7 = 2,3, ..., 1000001

Luvut ao, as, . .., a1000001 Ovat siis miljoona perakkaista lukua, joista yk-

sikaan ei ole alkuluku.

Pisteytyksesta:
Jos tarkasteli ensin erikseen lukua 1000001! + 2 ja osoitti sen olevan jaollinen kah-
della ja nain osoitti, ettei se ole alkuluku, tasta saijo 4 p.
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10. Vaitteita (12 p.)

Jos olet aloittanut tehtavaan vastaamisen, mutta et haluakaan jattaa tehtavaa arvos-
teltavaksi, merkitse jokaiseen osatehtavan 10.2. vaittdmaan vaihtoehto "En vastaa”
ja tyhjenna vastauskentat 10.1. ja 10.3.

10.1. Mika vaite tassa todistetaan?

Oikea vastaus 3 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p. (3 p.)

Koska

lin (£(x) — f(a)) = lim (M) (v~ a)

T—a T—a T — Q
= lim f(x) = J(a) lim(x — a)
T—a T —Q T—a
= F(@-0=0,

niin lim f(z) = f(a).

T—ra

| |

Valikon vaihtoehdot:

(@) Jos funktio f on jatkuva kohdassa a, niin se on derivoituva kohdassa a.

(b) Jos funktio f on derivoituva kohdassa a, niin se on jatkuva kohdassa a.

(c) Funktio f on jatkuva kohdassa a tasmalleen silloin, kun se on derivoituva
kohdassa a.

(d) Jos funktiolla f on raja-arvo kohdassa a, niin se on jatkuva kohdassa a.

(e) Jos funktiolla f on raja-arvo kohdassa a, niin se on derivoituva kohdassa a.
(f) Jos funktio f on jatkuva kohdassa a, niin silla on raja-arvo kohdassa a.

(g) Jos funktio f on derivoituva kohdassa a, niin silléd on raja-arvo kohdassa a.

10.2. Mitka vaitteista (a)-(g) patevat yleisesti kaikille funktioille f : R — R?

Oikea vastaus 1 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p. (7 p.)

(@) Jos funktio f on jatkuva kohdassa a, niin se on derivoituva kohdassa a.

O Patee.
O Ei pade.
O En vastaa.
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(b) Jos funktio f on derivoituva kohdassa a, niin se on jatkuva kohdassa a.
O Patee.
O Eipade.
O En vastaa.

(c) Funktio f on jatkuva kohdassa a tasmalleen silloin, kun se on derivoituva
kohdassa a.

O Patee.
O Ei pade.
O Envastaa.
(d) Jos funktiolla f on raja-arvo kohdassa a, niin se on jatkuva kohdassa a.
O Patee.
O Ei pade.
O Envastaa.

(e) Jos funktiolla f on raja-arvo kohdassa a, niin se on derivoituva kohdassa
a.

O Patee.
O Ei pade.
O Envastaa.
(f) Jos funktio f on jatkuva kohdassa a, niin silld on raja-arvo kohdassa a.
O Patee.
O Ei pade.
O Envastaa.

(g) Jos funktio f on derivoituva kohdassa a, niin silla on raja-arvo kohdassa
a.

O Patee.
O Ei pade.
O En vastaa.

10.3. Valitse vaitteista (a)-(g) kaksi vaaraa, ja osoita ne epatosiksi antamalla kum-

mastakin esimerkkifunktio, joka todistaa vaitteen vaaraksi. Esimerkiksi riittaa
kummassakin kohdassa pelkka funktion lauseke.
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Ratkaisu.

10.1. Vastaus: (b)Jos funktio f on derivoituva kohdassa a, niin se on jatkuva kohdassa

o, o)

Pisteytyksesta: Oikea vastaus 3 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

Perustelua ei edellytetty ratkaisussa, mutta tassa on perustelu, jos se kiinnostaa
sinua:

Todistuksessa paadytaan lopputulokseen lim,_,, f(z) = f(a), joka tarkoittaa,
etta funktion raja-arvo kohdassa a on sama kuin funktion arvo kohdassa a, eli
toisin sanoen f on jatkuva kohdassa a.

Perusteluissa oletetaan vain, etté erotusosamaaralla £ ) ( )
toisin sanoen oletetaan, ettad f on derivoituva kohdassa a.
Nain ollen oikea vastaus on "Jos funktio f on derivoituva kohdassa a, niin se on
jatkuva kohdassa a.”

on raja-arvo, el

10.2. Perusteluja ei edellytetty ratkaisussa, vaan ne ovat tassa malliratkaisussa lisa-
selityksena.

(a) Eipade.

Esimerkiksi funktio, jonka lauseke on
ei ole derivoituva kohdassa 0.

(b) Patee.

, on jatkuva kohdassa 0, mutta se

Tama osoitettiin tehtavassa 10.1.

(c) Eipade.

Tehtavan vaite on "Funktio f on jatkuva kohdassa a tasmalleen silloin, kun
se on derivoituva kohdassa a.”

lImaus "tasmalleen silloin, kun” tarkoittaa, etta lauseet ovat ekvivalentit.
Toisin sanoen, etta funktio f on jatkuva kohdassa a, jos se on derivoitu-
va kohdassa a. mutta myos toisin pain, eli f on derivoituva kohdassa a, jos
se on jatkuva kohdassa a. Jalkimmainen vaite ei kuitenkaan pida paikkaan-
sa, kuten kohdassa (a) todettiin.

(d) Eipade.

Yleisesti funktio on jatkuva kohdassa a, jos silla on raja-arvo kohdassa a
ja tama raja-arvo on yhta suuri kuin funktion arvo kohdassa a. Voidaan
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esimerkiksi maaritella funktio paloittain siten, etta se saa kaikkialla muu-
alla arvon 1, mutta kohdassa 0 se saa arvon 2. Kyseisella funktiolla on si-
ten kohdassa 0 raja-arvo 1, koska lahestyttaessa nollaa kummalta tahansa
puolelta, funktion arvo on joka kohdassa 1. Funktion arvo kohdassa 0 (tas-
malleen siina kohdassa) on kuitenkin 2, joten se ei ole jatkuva.

(e) Eipade.

Esimerkiksi funktiolla, jonka lauseke on |z
funktio ei ole derivoituva kohdassa 0.

(f) Patee.

, on raja-arvo kohdassa 0, mutta

Funktio on jatkuva kohdassa a, jos silla on raja-arvo kohdassa a ja tama
raja-arvo on yhta suuri kuin funktion arvo kohdassa a. Raja-arvon olemas-
saolo on siis valttamaton ehto jatkuvuudelle. Siten, jos tiedamme, etta funk-
tio on jatkuva kohdassa a, taytyy silla olla my&s raja-arvo kohdassa a.

(g) Patee.

Kohdassa (b) todettiin, ettd jos funktio f on derivoituva kohdassa a, niin
se on jatkuva kohdassa a. Kohdassa (f) taas todettiin, etta jos funktio f on
jatkuva kohdassa a, niin silla on raja-arvo kohdassa a. Nain ollen funktiolla
f on raja-arvo kohdassa a, jos se on derivoituva kohdassa a.

Pisteytyksesta: Oikea vastaus 1 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

10.3. Alla on naytetty vastaesimerkiksi sopiva funktio kaikkiin virheellisiin vaitteisiin.
Huomaa, etta tehtavassa edellytettiin vastaesimerkkia vain kahteen kohtaan,
jotka voit itse valita.

(a) Eipade.
Vastaesimerkiksi kay funktio |z|.

Esimerkin funktio on jatkuva kohdassa 0, mutta se ei ole derivoituva koh-
dassa 0.

(c) Ei pade.
Vastaesimerkiksi kay funktio |z|.
Lisaselitys: Katso kohta 10.2. (c).

(d) Eipade.
Vastaesimerkiksi kay funktio

1, kunz #0
f(x>_{2, kunz = 0.
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Lisaselitys: Katso kohta 10.2. (d).

(e) Eipade.
Vastaesimerkiksi kay funktio |z|.
Esimerkin funktiolla on raja-arvo kohdassa 0, mutta funktio ei ole derivoi-
tuva kohdassa 0.

1p+1p (yht. 2p)

Pisteytyksesta: 1p / oikea esimerkki.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksiad, joita ei vaadita ratkaisussa.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 32


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

11. Trigonometriset yhtalot (12 p.)
Seuraavia yhtaloita tarkastellaan vain muuttujan arvoilla z € [0, 7]

1. Ratkaise yhtalo cosz + sinz = 0. (2 p.)

2. Osoita, ettd yhtalélla (cos z)? + coszsinz + (sinz)? = 0 ei ole ratkaisua. (4 p.)

3. Selvita perustellen yhtalon Z(cos x)" " (sin 2)* = 0 kaikki ratkaisut, kun n =

k=0
3,4,5,....(6p.)

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Huom! Tapaus cos(z) = 0 tutkitaan aluksi, koska mydhemmin jaetaan cos(z):1la
ja nollalla ei saa jakaa.

Tutkitaan, onko tarkasteluvalilla ratkaisuja, kun cos(z) = 0. Talléin x = 7, eli
sin(x) = 1, jolloin yhtalén vasen puoli on

cos(xz) +sin(z) =0+ 1= 1.
Yhtaloll4 ei siis ole ratkaisuja, joilla cos(z) = 0.

Oletetaan, etté cos(z) # 0.

cos(x) +sin(z) =0 || : cos(z)
sin(z)
L cos(z) 0
1+ tan(z) =0
tan(z) = —1

3T
— + .

4

T
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Tehtdvassa tarkastellaan valia [0, 7], joten ainoa ratkaisu on siis

_37r

3

Vastaus: © = —, (2PNt 2P)
T

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Ratkaistaan yhtalo:

cos(z) + sin(z) = 0

cos(x) = —sin(z).

Yhtalo patee tasmalleen silloin, kun cos(x) ja sin(z) ovat vastakkaismerkkiset ja
niiden itseisarvot ovat yhta suuret. Yksikkdympyrasta nahdaan, etta yhtalo toteu-
tuu siis arvoilla

3T
Tr=—+7n,

4

missa n on kokonaisluku.

Tehtavassa tarkastellaan valia [0, 7], joten ainoa ratkaisu on siis

_37T

3
Vastaus: x = T

| RATKAISUVAIHTOEHTO 3 |

Ratkaistaan yhtald annetulla valilla CAS-ohjelmalla:

so]&-*e(cos(x)Jrsin(x)ZO, x)|0<x<:;3[ > '\-:%
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3
Vastaus: © = R 2p tyht. 2p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 4|

Ratkaistaan yhtalé CAS-ohjelmalla:

s0lve(cos(x)Jrsin(x)ZO,x) > .\:M

Yhtalon ratkaisuksi saadaan siis kaikilla reaaliluvuilla
(4n — )7 s

n-mw
4 4’
missa n on kokonaisluku. N&ista annetulle valille [0, ] kuuluu vain
T 3T

.CC:TF—Z: 4

3m
Vastaus: v = —-.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Tutkitaan, onko tarkasteluvalilla ratkaisuja, kun cos(xz) = 0. Talléin z = 7, eli
sin(x) = 1, jolloin yhtalén vasen puoli on

cos?(z) + cos(x) sin(z) +sin*(z) =0 +0-1+ 12 =1.
Yht&l6lla ei siis ole ratkaisuja, joilla cos(z) = 0.

Oletetaan, etta cos(x) # 0.

cos?(z) + cos(x) sin(z) + sin*(z) =0 || : cos?(x)
sin(z)  sin®(x)
b cos(z) + cos?(x) 0

1 + tan(x) + tan®(z) = 0 (11.1)
1+ 2tan(z) + tan®(z) = tan(x)

(1+ tan(z))? = tan(z). (2p0mt.3m))
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Yhtalén vasen puoli on epanegatiivinen, joten jos ratkaisuja on, niiden taytyy olla
sellaisia, ettd yhtalon oikea puoli tan(x) > 0, mika on ristiriidassa yhtalon (11.1)
kanssa, silla talléin sen vasen puoli on

1+ tan(z) + tan®(z) > 1+0+0 = 1.

Yhtal6lla ei siis ole ratkaisuja.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2

Tutkitaan funktiota
f(z) = cos?(x) + cos(x) sin(x) + sin®(z)
vélilla [0, 7). Derivoidaan f CAS-ohjelman toiminnolla:

f'(x) = 2cos®(z) — 1.

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat tarkasteluvalilla CAS-ohjelman toiminnolla:

4

s
r = —

Suljetulla valilla jatkuvan funktion suurin ja pienin arvo [6ytyvat derivaatan nolla-
kohdista tai valin paatepisteista.

£(0) = cos*(0) + cos(0) sin(0) + sin?(0) = 1

f(ﬂ_) —1. 1p (yht. 3p)

1
Nain ollen funktion f pienin arvo tarkasteluvalilla on é,joten silla ei ole nollakoh-
taa tarkasteluvalillg, eli yhtalolla

cos?(x) + cos(x) sin(x) + sin(z) = 0

ei ole ratkaisua tarkasteluvalilla.
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| RATKAISUVAIHTOEHTO 3

Trigonometrian peruslauseen nojalla
sin?(z) 4 cos?(z) = 1,

joten tehtdvanannon yhtaldsta saadaan

cos?(z) 4 cos(x) sin(z) 4 sin®(z) = 0
sin?() + cos®(z) + cos(x) sin(z) = 0

1 + cos(z) sin(z) =0
cos(z) sin(x) = —1

Tiedetdan, etta sin(x) ja cos(z) ovat molemmat itseisarvoltaan korkeintaan 1, jo-
ten jos kumpi tahansa niista on itseisarvoltaan pienempi kuin 1, myés niiden tulo
on itseisarvoltaan pienempi kuin 1 ja talldin yhtalo ei pade. Ainoat mahdolliset
ratkaisut ovat siis sellaiset, ettd seka sin(z) on 1 tai —1 ja cos(x) on 1 tai —1.
Kuitenkin silloin, kun cos(z) on 1 tai —1, sin(x) = 0, joten tallaisia ratkaisuja ei
ole.

Nain ollen yhtaldlla

cos?(z) + cos(x) sin(z) + sin®(z) = 0

ei ole ratkaisua. 'POht4p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 4|

Muokataan yhtalon vasenta puolta. Trigonometrian peruslauseen nojalla
202 2 _
sin”(z) + cos*(z) = 1,

joten saadaan
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cos?(x) + cos(x) sin(x) + sin?(z)

= SinZ(CE) + COSQ(I) + COS(Z‘) Sin(x)
= 1+ cos(z) sin(z)

1
=1+ 5 2sin(x) cos(z)

Kaksinkertaisen kulman sinin kaavan sin(2z) = 2sin(x) cos(z) avulla saadaan

=1+ % sin(2x)

Tiedetdan, ettd —1 < sin(2x) < 1 kaikilla z, joten

1 1 1
1+§sin(2x)21+§-(—1):§>0.

Nain ollen yhtalolla

cos?(z) + cos(x) sin(z) + sin®(z) = 0
ei ole ratkaisua.

Huom! Jos ei keksinyt ratkaisua, syottamalla yhtalon CAS-ohjelmaan saattoi huo-
mata, ettd CAS-ohjelma ilmoittaa, ettei yhtalolla ole ratkaisua. Jos tasta otti ku-
vakaappauksen ratkaisuun, saattoi saada ainakin osan pisteista. Tama on kuiten-
kin vain hataratkaisu. Jos tehtavassa pyydetaan osoittamaan, perustelemaan tai
todistamaan, ei ratkaisusta yleensa anneta taysia pisteita tai valttamatta yhtaan
pisteitd, jos perustelu nojaa lahes kokonaan laskinohjelman kayttéon. Sen sijaan,
jos tehtdvassa pyydetaan ratkaisemaan tai laskemaan jotakin, ei ole tarvetta ra-
joittaa laskinohjelman kayttoa.
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| RATKAISUVAIHTOEHTO 1]

Tutkitaan, onko tarkasteluvalilla ratkaisuja, kun cos(z) = 0. Talléin x = 7, eli
sin(z) = 1. Yhtdlon vasemmalla puolella kaikissa termeissa on tekijana cos(x)
lukuunottamatta termia sin"(z), joten jos cos(z) = 0, yhtalén vasen puoli on

n

Z cos™ F(x)sin®(z) =0+ 1" = 1.

k=0
Yhtal6lla ei siis ole ratkaisuja, joilla cos(x) = 0.

Oletetaan, etta cos(x) # 0.

n

Zcos”‘k(m) sin®(x) =0 || : cos"(x)

k=0

Ztank(x) =0
k=0

Yhtalén vasen puoli on geometrinen summa. Jos tan(x) = 1, yhtalon vasen puoli
on

il":n—i—l#O,

k=0
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joten tan(z) = 1 ei ole yhtalén ratkaisu. Yhtalon ratkaisuille patee siis
tan(z) # 1. Nain ollen saadaan geometrisen summan kaavalla yhtalé muotoon

L tan"(x) _ ) (Gogream)

1 — tan(z)
Rationaalifunktion nollakohdat I6ytyvat osoittajan nollakohdista:

1 —tan"t(z) =0

tan"t!(z) = 1.

Taman yhtalon ratkaisut ovat tan(z) = 1 kaikilla n ja lisaksi tan(z) = —1 parit-
tomilla n. Ailemmin todettiin, ettd tan(z) = 1 ei ole yhtalon ratkaisu, joten yhta-

16113 ei ole siis ratkaisua parillisilla n, ja parittomilla n ratkaisut saadaan
yhtalosta

tan(z) = —1

3m
r=—+7n,

4
3T
eli tarkasteluvalilld yhtalén ainoa ratkaisu on r = e M

Vastaus: Yhtalolla ei ole ratkaisuja, kunn = 4,6, 8. .. ja yhtdldn ainoa ratkaisu

onx:¥,kunn:3,5,7....

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2|

Kohtaan z = 7 liittyva tarkastelu tehdaan tassa ensin, koska myéhemmin halu-
taan kertoa yhtalo puolittain cos(z) — sin(z):l14, jonka arvo on nolla kohdassa

=T
Tr = 1

Kunz = 7, on cos(z) = sin(x) = \/% > 0, joten yhtalon vasen puoli on sel-
vasti positiivinen ja ndin ollen x = 7 ei ole yhtalon ratkaisu. Kohta z = 7 on
myos tarkasteluvalin ainoa kohta, jossa cos(xz) = sin(z), joten voidaan olettaa

ratkaisussa, ettd cos(x) # sin(x).
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Tutkitaan tehtdvanannon yhtaldn vasenta puolta:

n

S(z) = Z cos™ () sin® (x)

k=0
= cos"(z) + cos™ () sin(x) + cos"?(x) sin®(z) + ...
+ cos?(x) sin™ " ?(x) + cos(wx) sin" () + sin™(x)

Huomataan, ettd jos toinen termi kerrotaan cos(x):1l3, siitd tulee cos™ sin(x),
joka on sama kuin mika ensimmaisesta termista tulisi, jos lausekkeen kertoisi
sin(x):1la. Vastaavasti kolmannesta termista tulisi cos(z):l1a kertoessa sama, mi-
k& toisesta termista tulisi sin(x):1la kertoessa, ja niin edelleen. Ainoat termit, joille
ei 16ydy téllaista paria, ovat ensimmainen termi cos(x):1la kertoessa ja viimeinen
termi sin(z):11& kertoessa. Jos siis lasketaan

cos(z) - S(x) —sin(z) - S(z),

eli
(cos(z) — sin(x))S(z),

termeja cos™ ! (z) ja — sin™ ! (z) lukuunottamatta kaikki termit supistuvat pois,
jajaljelle jaa
08" (z) — sin" ().

Yhtal6 voidaan siis kertoa puolittain lausekkeella cos(x) — sin(z), jolloin se sie-
venee muotoon

COSs

) = sin™ () = 0
COS’VH—l(:L,) _ sin”“(g)‘

Asian voi perustella tasmallisesti seuraavasti:

Kerrotaan tehtavanannon yhtalé puolittain lausekkeella cos(z) — sin(z).

(cos(x) — sin( ZCOS” F(z)sin®(z) = 0

n n

Z cos" 1R () sinf () — Z cos" K (x) sinfH(z) = 0

k=0 k=0
n—1
n+1 + Z COSTI+1 L SIHL( ) Z cos™™ k:(q/,) Sink%l(.’l,‘) o sin"’+1(:17) -0
k=0
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Sijoitetaan toiseen summaan k = ¢ — 1.

n

n+1 + ZCOb"—H k bln ZCOb (i—-1) )5111' H—l( ) o Sinn+1(l‘) =0

=1

o™t (z) + ZCO%”H F(x) sin® ZCO§n+1 {(x)sin’(z) — sin" " (z) = 0

Summalausekkeet ovat identtiset, joten ne kumoavat toisensa.

cos" ™ (z) — sin" () =0

cos"t(z) = sin" ! (x).

Jos n on parillinen, tama yhtalé on yhtépitava yhtalon cos(z) = sin(z) kanssa
ja aiemmin todettiin, etta yhtaloll4 ei ole ratkaisua, kun cos(x) = sin(x).

Nain ollen parillisilla n yhtalélla ei ole ratkaisuja.

Parittomilla n yhtalén ratkaisuja ovat myos ne kohdat, joissa

sin(z) = — cos(x),

eli yksikkdympyran nojalla tarkasteluvalilla vain x = %’r.

Vastaus: Yhtalolla ei ole ratkaisuja, kunn = 4,6,8. .. ja yhtdlon ainoa ratkaisu

onx:?%,kunn:&&?....

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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12. Kaarevuus (12 p.)

Aineisto:

12. A Kuva: Kaarevuus

Kaikki ympyran normaalit leikkaavat toisensa samassa pisteessa, joka on ympyran
keskipiste. Tata havaintoa voidaan kayttaa muidenkin kayrien kaarevuussdteiden tut-
kimiseen seuraavalla tavalla, jossa esimerkking kaytetaan paraabelia y = 22 ja sen
pistetta P. Tavoitteena on Idytaa pisteen P kautta kulkevan normaalin ja paraabe-
lin muiden normaalien avulla keskipiste sellaiselle ympyralle, joka sivuaa paraabelia
mahdollisimman tarkasti pisteessa P. Tama keskipiste on paraabelin kaarevuuskes-
kipiste (pisteen P suhteen) ja sen etdisyys pisteesta P on paraabelin kaarevuussade
(pisteessa P).

1. Paraabelin y = z? pisteeseen (0, 0) asetettu normaalisuora Y yhtyy y-akseliin.
Missa pisteessd K (t) = (0, k(t)) paraabelin pisteeseen T'(t) = (t,1?) asetettu
normaali leikkaa suoran Y, kun t # 0? Katso kuva 12. A. (4 p.)

2. Kun parametri ¢ lahestyy nollaa, niin piste 7'(¢) l&hestyy origoa (0,0). Samalla
piste K (t) lahestyy erasta pistetta K (0), jonka etéisyytta origosta kutsutaan pa-
raabelin kaarevuussateeksi origossa. Mika on tama kaarevuussade? (2 p.)

3. Mé&arita vastaavaa menetelmaa kayttdmalla paraabelin y = 22 kaarevuussade
pisteessa (1,1). (6 p.)

Ratkaisu.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Ratkaistaan paraabelille y = z? pisteeseen T'(t) = (¢, t?) piirretyn normaalisuo-
ran yhtalé CAS-ohjelmalla:

2,
f(x):zx“ » Valmis

normalLine [f{x),x,r) > 12—;——&

10 2
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Normaalisuoran yhtal6 on siis

Tt L (oonean)

<
| |

2t

Piste K (t) = (0, k(¢)) on talld normaalisuoralla, joten se toteuttaa suoran yhta-
16n. Sijoitetaan K (t) normaalisuoran yhtaloon:

B() = 2 01241 =43 L (o)

2t 2

Vastaus: Paraabelin y = 22 pisteeseen T'(t)

= (t,t?) piirretty normaalisuora
leikkaa y-akselin Y pisteessa K (t) = (0,* + 3).

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |

Paraabelille y = f(z) = 22 pisteeseen T'(t) = (t,1?) piirretyn tangentin kulma-
kerroin on
e = £(t) = 21, B

Pisteeseen T'(t) piirretty normaali on kohtisuorassa tangentin kanssa, joten nor-
maalin kulmakertoimelle k,, patee

kt'kn:—l
1
kn=——
Ky
A
" 2t

Normaalisuoran yhtal6 on siis

1
y—t*=——(v—1t)

2t
1 1
__Lie
Y 2tx+ + = 5"

Piste K (t) = (0, k(t)) on talld normaalisuoralla, joten se toteuttaa suoran yhta-
16n. Sijoitetaan K (t) normaalisuoran yhtaloon:
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1
k(t) = —— -0+ 2 + —t2+ L (iponeap)

2t 2

Vastaus: Paraabelin y = z? pisteeseen T'(t) = (t,t*) piirretty normaalisuora

leikkaa y-akselin Y pisteessa K (t) = (0,* + 3).
2. Pisteen K'(0) y-koordinaatti on raja-arvo

1
. IRT 2 -
g%k@ - %g%t * 2

1
=024+ =
~|—2

()

N | —

Nain ollen K(0) = (0, 3), jonka etdisyys origosta on 3.

Vastaus: Paraabelin y = 22 kaarevuusséde origossa on % ' ht. 2p)

3. Pisteen (¢, t?) kautta kulkevan normaalisuoran yhtélé on kohdan 1 nojalla

! +t2+1
= — — x p—
Y 2

joten pisteen (1, 1) kautta kulkevan normaalisuoran yhtalo on

y:—i-x+12+1=—1x+§.
27 2

2-1 2

Selvitetaan taman normaalin ja kohtaan ¢ = 1 piirretyn normaalin leikkauspis-

teen koordinaatit.

1 1 1 3
L SPCUNS B S 1ET)
th—l— —1—2 2m+2

CAS-ohjelmalla:

r = —2t% — 2¢. [PUNt4R)
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Selvitetaan, mita pistetta leikkauspiste lahestyy, kun ¢ — 1. Leikkauspisteen z-
koordinaatti [ahestyy kohtaa

lim —2t* =2t = —2-1> - 2.1 = —4.
t—1
Leikkauspisteen y-koordinaatti lahestyy siis kohtaa

y= s (—4)+ 2 = L (o)
2 272

Leikkauspisteen etaisyys pisteesta (1, 1), eli paraabelin kaarevuussade pisteessa
(1,1), onsiis

2
1) o - 2

5V5

5
Vastaus: Paraabelin y = 2% kaarevuussade pisteessa (1, 1) on 5
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13. Pinta-ala-algoritmi (12 p.)

Tason monikulmio voidaan esittaa jarjestettyna listana [(z1, y1), - - - , (Tn, Yn )| karki-
pisteita niin, ettd monikulmion reuna saadaan yhdistamalla perakkaiset karkipisteet
seka ensimmainen ja viimeinen karkipiste janoilla. Oletetaan, ettd monikulmion reu-
na ei leikkaa itseaan. Kaytdssa on menetelmg, joka laskee annetun kolmion pinta-
alan, ja se halutaan yleistad monikulmioille.

1. Piirra tarkka kuva monikulmiosta, joka vastaa listaa

[(27 2)7 (37 _1)7 (57 2)7 (77 3)7 (47 6)]
2p)
2. Terje ehdottaa seuraavaa algoritmia monikulmion pinta-alan maarittamiseksi:

i. Valitaan satunnainen karkipiste.

ii. Piirretaan siita janat kaikkiin muihin karkiin, jolloin muodostuu joukko kol-
mioita.

iii. Lasketaan ndiden kolmioiden pinta-alat yhteen.

Anna esimerkki monikulmiosta, jolle algoritmi antaa vaaran pinta-alan ja toinen
esimerkki sellaisesta monikulmiosta, jonka pinta-alan algoritmi antaa oikein. (5 p.)

3. Aale ehdottaa seuraavaa toimintaohjetta monikulmion pinta-alan maarittamisek-
Si:

i. Jaetaan monikulmio kolmioihin yhdistamalla sopivasti karkipisteita.

ii. Lasketaan yhteen ndiden kolmioiden pinta-alat.

Mita puutteita Aalen ehdotuksessa on, eli miksi tdama ei ole algoritmi? (5 p.)

Ratkaisu.

1. Kuva on piirretty TI-Nspiren "Kuvaajat-sovelluksella”.
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v

Pisteytyksesta:
Monikulmio piirretty oikein ja karkipisteet tarkasti oikeissa paikoissa = 2 p,
Jos kuvasta ei ilmene origon paikka ja akselien mitta-asteikot selkeasti = -1p.

2. Kuvat on piirretty TI-Nspiren "Kuvaajat-sovelluksella”.

Alla on esimerkki, johon algoritmi ei toimi.

(-3,3) (2,3)
(-2.2)

N

(5.0) | N

(2,-1)
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3p (yht. 3p)

Lahtokohtaisesti ratkaisut matematiikan kokeessa tulee perustella, joten varalta
perustelu kannattaa aina kirjoittaa, ellei tehtdvanannossa erikseen sanota, ettei
perustelua tarvita tai etta "pelkka esimerkki riittaa". Alla on perustelu.

Piirretaan karjesta (—3, 0) janat muihin karkiin.

(-3.3) (2.3)
(2.2)

(3.0) I\
(2,1)

Kuvaan muodostuu perati 6 eri kolmiota. Kolmiot on merkitty varittamalla alla
oleviin kuviin.

N
(3,0) =D\,
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Algoritmin mukaan tulee laskea kaikkien kuuden kolmion pinta-alat yhteen. Pel-
kastaan keskimmaisen kuvan sinisen ja oranssin kolmion yhteinen ala on suu-
rempi kuin koko monikulmion ala. Algoritmin antama pinta-ala on siis liian suuri.

Alla on esimerkki, johon algoritmi toimii.
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Yhdistetaan karkipiste (-3,0) muihin karkiin.

(-2,3) (2.3)

(3, 0/)/
\

N

(2,2)

Monikulmio jakaantuu kahteen kolmioon, joiden yhteinen ala on yhta suuri kuin
monikulmion ala.
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Algoritmi toimii tassa monikulmiossa, koska se jakaantuu aina kahteen kolmioon
rilppumatta siita, mista karkipisteesta (punaiset) janat piirretaan.

3. llmaus "yhdistamalla sopivasti” ei kerro, kuinka yhdistettavat karjet valitaan. Nain
ollen ehdotettu algoritmi ei ratkaise niita tapauksia, joissa yhdistettavia karkipis-

teita ei voi valita miten tahansa.

Huom! Vérilliset tekstit ovat lisaselityksiad, joita ei vaadita ratkaisussa.
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