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1. Perustehtavia (12 p.)

Kirjoita taman tehtavan vastauskenttiin pelkat laskujen lopputulokset ilman valivai-
heita ja perusteluja. Tehtavassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria.
Osatehtdvissa 1.3.-1.6. vastauksen maksimipituus on 10 merkkia. Vastaukset arvos-
tellaan tietokoneavusteisesti ja ohjeiden noudattamatta jattdminen voi johtaa piste-
vahennyksiin.

1.1.

1.2

1.3.

Seuraavista jonoista vain yksi voi olla geometrinen jono. Mika? (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: (1,2,3,...), (£,1,2,...), (3,5,%,...)

Seuraavassa on kolme yhtalda. Minka kuvaaja on paraabeli? (2 p.)

Vastauslaatikon vaihtoehdot: y = 2z + 7o + 2,y = 2(z + 1)%, y = 2% + 2?2

Taksin kilometriveloitus on 1,55 € /km. Liséksi on maksettava perusmaksu 5,90 €.
Laske 5,0 km pitkan taksimatkan hinta. (2 p.)

Vastaus: | €

1.4. Laske ympyrasektorin pinta-ala yhden neliomillimetrin tarkkuudella, kun kes-
kuskulman suuruus on 40° ja ympyran sade on 34 mm. (2 p.)
Vastaus: | | mm?

1.5. Mikéa on funktion f(z) = —x? + 6x — 8 suurin nollakohta? (2 p.)
Vastaus: x = \ \

1.6. Mika on funktion f(z) = —x? + 6x — 8 suurin arvo? (2 p.)
Vastaus:\ \

Ratkaisu.

11, (3,1,3,..)

2.y = 2 + 12 B

13. 13,65 €
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1.4, 404mm? (Ep0RcEp)]
1.5, 3 = 4(2p0R10p)]
16, 1 (200t 12p))

Perustelut:

1.1. Geometrisessa jonossa perakkaiseten jasenten suhde onvakio. Jonossa (1,2, 3, .. .)
toisen ja ensimmaisen jasenen suhde on

mutta kolmannen ja toisen jasenen suhde on
3
3:2=—-#2,
2 #

jotenjono (1,2, 3,...) eivoi olla geometrinen.

Jonossa (%, 1, 37 .. ) toisen ja ensimmaisen jasenen suhde on

5

—: 1= ?
2 2

Jono (2,1,2,...) voisiis olla geometrinen.

Jonossa (%, %, %, .. ) toisen ja ensimmaisen jasenen suhde on
4 3 4 4 16
3°4 33 9’

mutta kolmannen ja toisen jasenen valinen suhde on

4 1
16,4 363 4,1
9 '3 9 4 379’
3 1
jotenjono (2, 3,42, ...) eivoi olla geometrinen.
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1.2. Jos yhtélé on muotoa y = ax? + bx + ¢, jossa a # 0, yhtélo esittaa paraabelia.

1.3.

1.4.

Kirjoitetaan ensimmainen yhtalé muotoon, jossa oikea puoli on sievennetty.
y=2r+Tr+2
y=9r+2

Ensimmainen yhtalo esittaa suoraa.

Kirjoitetaan toinen yhtalé muotoon, jossa sulkeet on poistettu.

Toinen yht&lé on muotoa y = ax? + bx + ¢, jossaa = 2, b = 4 jac = 2, joten
sen kuvaaja on paraabeli.

Kolmannessa yhtaldssa
y=1"+2°

on kolmannen asteen termi, joten se ei voi esittaa paraabelia.

Taksin kilometriveloitus on 1,55€/ km, joten viiden kilometrin matkalta hinta
on perusmaksu huomioon ottaen

S
590€ +5,0km - 1,55— = 13,65 €.
km

o}
Ympyrasektorin pinta-ala voidaan laskea kaavalla A = ﬁmﬁ,jossa 7 onym-
pyran sade.

Ympyran sade on r = 34 mm ja keskuskulman suuruus on @ = 40°, joten
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ympyrasektorin pinta-ala on

_ % 2
~ 3600
40°
= 36007'('(34 mm)?
= 403,5201 ... mm?
~ 404 mm”®
1.5. Selvitetdan funktion f(z) = —2% + 6x — 8 nollakohdat toisen asteen yhtélén
ratkaisukaavalla.
f(z) =0
—2*+6x—-8=0
—6+ /62 —4-(—1)-(-8)
€Tr =
2-(-1)
. —6 £ /36 — 32
B —2
—6+ V4
r=—
-2
—6£2
xTr =
-2
—-6+2 —6—2
T = tal * =
-2 -2
T=— tai x= _—8
=2 =2

Nollakohdista suurempion z = 4.
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1.6.

| Ratkaisuvaihtoehto 1|

Funktio f(x) = —z* + 62 — 8 on alaspéin aukeava paraabeli, jonka nollakoh-
dat ovat z = 2 ja x = 4. Paraabelin huippu on nollakohtien puolessa valissa,
joten funktio f saa suurimman arvonsa nollakohtien puolessa valissa. Paraabe-
lin huipun z-koordinaatti on

244
-y

Funktio f saa siis suurimman arvonsa, kun x = 3. Talléin funktion arvon on

3.

i

f(3)=-3*+6-3-8=1.

Funktion suurin arvo on siis 1.

| Ratkaisuvaihtoehto 2|

Selvitetaan funktion f suurin arvo derivaatan avulla. Derivoidaan funktio f(x) =
—z? + 62 — 8.
fi(x) = =20 +6

Selvitetaan derivaatan nollakohdat.

f(x)=0
—2r+6 = | —6
“2r=—6 |:(-2)
r=3
Derivaattafunktio on laskeva suora. Piirretaan mallikuva derivaattafunktion ku-
vaajasta.
y=—2x+6
+
-
3
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Muodostetaan kulkukaavio.

/(@) + -
(=) /! N

Funktio saa suurimman arvonsa kohdassa x = 3. Funktion arvo on talloin
f(3)=-3*4+6-3-8=1.

Funktion suurin arvo on siis 1.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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2. Yhtaldita (12 p.)

Ratkaise seuraavat yhtalét. Anna vastausten likiarvot kahden desimaalin tarkkuudel-
la.

1. 22 =73p.)
2. 7254+ 2= —-3254+43p.)
3. (3%)3-3t=31@3p)

4. 13 = 147 3 p.)

Ratkaisu.

1. Yhtalo 22 = 7

2?2 =7
M
r=+2645...

r ~ £2.65

Vastaus: © = +1/7 ~ +2.65

Jos l8ydetty vain ratkaisu x = V7, saa yhden pisteen riippumatta siita, onko li-
kiarvo laskettu vai ei.
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2. Yhtalo 72° +2 = —32° + 4

7Tr°+2=-32"+4 || -2+32°
Tad +32°=4-2

102° =2 || :10

oo 20
10
oL
5
v=i/%
5)
\S/I
T = —
V&3
1
T = —
Y&5)
x=0,724...

T~ 0,72

1
Vastaus: r = {’/g ~ 0,72
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3. Yhtals (3%)° - 31 = 31
(3")- 3" = 3"
3v3 .3t = 3"
g3z+4 _ g1l
Br+4=11 | —4

3r=11-4
3 =17 | :3
7
xT ==
3
r=2.333...

» 2,33

~ 2,33

[OSEN|

Vastaus: r =

4. Yhtalo 13% = 147

Ratkaisuvaihtoehto 1

13* = 147
z = log,3(147)
x=1945...

v~ 1,95

Vastaus: © = log,5(147) ~ 1,95

\ Ratkaisuvaihtoehto 2
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137 =147 lle()
lg(13") = 1g(147)
v-1g(13) = 1g(147) | :13(13)
1g(147)

lg(13)
z=1945. ..

p 195

Vastaus: r = ~ 1,95

Huom! Vdrilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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3. Suorat ja kolmio (12 p.)
1. Suoran S yhtélé on 2z + 5y = 7. Suora S kulkee pisteiden (—1, —1) ja (2,5)
kautta. Maarita suorien S ja S5 leikkauspiste. (6 p.)

2. Kolmion karjet ovat pisteissa (0,0), (2,3), (—1,4). Laske kolmion origossa ole-
va kulma asteen tarkkuudella ja tdman kulman vastaisen sivun pituuden tarkka
arvo. (6 p.)

Ratkaisu.

3.1. Tiedetdan, etta pisteet (z1,71) = (—1,—1) ja (z2,72) = (2,5) ovat suoralla
S5. Lasketaan suoran Sy kulmakerroin.

1p.(yht.2p.)

Suoran S, yhtdlon maarittaminen, ratkaisuvaihtoehto 1

Koska suoran S5 kulmakerroin on k& = 2, niin suoran S5 yhtalé on muotoa
y =2z + b. 1)

Tiedetaan, ettd piste (—1, —1) onsuoralla S5. Sijoitetaan pisteen (—1, —1) koor-
dinaatitx = —1 jay = —1 yhtaléon (1).

y =2x+b |r=-1,y=-1

o (1)

—1=-2+4b

—1+2=0
1=b
b=1

Oppimateriaalit - 1adkis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 12


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

Siis suoran Ss yhtalé ony = 2x + 1.

Pisteen (—1, —1) koordinaattien sijaan voidaan kayttaa pisteen (2,5) koordi-
naatteja.

‘Suoran Sy yhtalon maarittdminen, ratkaisuvaihtoehto 2‘

Tiedetaan, ettd suoran S, kulmakerroin on k = 2, ja etta piste (zg,yo) =
(—1,—1) on suoralla. M&éritetaan suoran S, yhtalo

Y — Yo = k(z — x0) |k =220=—1,90=—1

y— (—1) =2(z — (-1))
y+1=2(z+1)
y+1=22+2 | -1

y=2x+1 1p.(yht.4p.)

Pisteen (—1, —1) koordinaattien sijaan voidaan kayttaa pisteen (2,5) koordi-
naatteja.

Molemmat ratkaisuvaihtoehdot jatkuvat seuraavasti:

Suorien S ja S5 leikkauspiste on yhtaléparin

20+ 5y =7 (2)
y=2xr-+1 3)

ratkaisu.

Ratkaistaan yhtalépari sijoittamalla yhtal66n (2) muuttujan y paikalle yhtalésta
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(3)saatuy = 2z + 1.
20 +52x+1)=7
20 4+5-2x+5-1 =7
204+ 10 +5=7

120 +5=7 | -5
120 =7-5
120 =2 ||:12
2 (2
T2
1
r ==
6

1
Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti sijoittamalla yhtaloon (2) x = 5

y=2--+1
2(2
Yy = 6 +1
13
V=373
4
V=3
Leikkauspiste on (1, %) |- S
6 3
Vastaus: (1, Z—1)
63

Yhtalopari voidaan ratkaista myds yhteen laskemalla.

3.2,
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Piirretaan mallikuva. Tama mallikuva on tehty LibreOffice Draw -ohjelmalla.

(1)
|
2.3)
|
4
[ 3
\ i
B
’ ¥
(100 = 00 2 2,0)

Mallikuvasta annetaan 1 p.

Tehtavassa kysytaan kulmaa «. Kulma « voidaan laskea, kun lasketaan ensin
kulmat 3 ja 7.

Ratkaistaan kulma (3 suorakulmaisesta kolmiosta tangentin avulla.

tan § =
1
B =175963...°

Ratkaistaan kulma « suorakulmaisesta kolmiosta tangentin avulla.

tanv=;

v =56,309...°
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Kulmien «, £ ja v summa on 180°, joten
a=180°— (5 —7v
a = 180°—75,963...° —56,309...°
a=47726...°

o o 45

Lisataan mallikuvaan yksi piste ja yksi jana, jotta voidaan laskea kulman « vas-
taisen sivun pituus .

(-1.4)
X
1
' (2,3)
_lr3 —
(-1.3) 5 |
| 3
a
p
Y
(-1,0) 1 (0.0 2 (2.0)

Pythagoraan lauseen mukaan

ERTI

2=1+9
2 =10

r==xVv10
Sivun pituus ei voi olla negatiivinen, joten x = 1/10.

Vastaus: Origossa oleva kulma on 48° ja kulman vastaisen sivun pituus on v/10.
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Ratkaisuvaihtoehto 2

Piirretdan mallikuva. Tama mallikuva on tehty LibreOffice Draw -ohjelmalla.

(-1.4) 1 (04)

2 (2.3)

Mallikuvasta annetaan 1 p.
Tehtavassa kysytaan kulmaa a + (3 ja sivun x pituutta.

Ratkaistaan kulma o suorakulmaisesta kolmiosta tangentin avulla.
tana = 1
4

o =14,036...°

Ratkaistaan kulma /3 suorakulmaisesta kolmiosta tangentin avulla.
tan = 2
3

B=33,690...°

Lasketaan kysytty kulma a + £3.
a4 = 14,036...° +33,690...° = 4T.726...°  4g° (120M4)]

Taydennetaan mallikuvaa, jotta nahdaan, miten sivu x voidaan laskea.
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1) X
| 03] 2 (3)
(-1.3) 1 | | "
I
3
a p
(C;.DJ

Pythagoraan lauseen mukaan

=123
22 =149
22 =10

r==+Vv10
Sivun pituus ei voi olla negatiivinen, joten z = /10.

Vastaus: Origossa oleva kulma on 48° ja kulman vastaisen sivun pituus on v/ 10.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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4. Veriryhma tai Suurin arvo (12 p.)
Ratkaise joko tehtédva 1. Veriryhma TAI tehtava 2. Suurin arvo.

1. Veriryhma: Ihmisen veriryhma on jokin tyypeista A, B, AB, tai O. Suomessa A:n
osuus on 41 %, B:n 18 %, AB:n 8 % ja O:n 33 %. Milla todennakoisyydelld kahdella
satunnaisesti valitulla henkil®lla on sama veriryhma? (12 p.)

2. Suurin arvo: Maérita derivaattaa kdyttamalla funktion f(xz) = $2° —z+4 suurin
arvovalilla0 <z <1.(12p.)

Ratkaisu.

4.1. Kahdella satunnaisesti valitulla henkil6lla on sama veriryhma, jos molemmilla

on verirynma A tai molemmilla on veriryhma B tai molemmilla on veriryhma AB
tai molemmilla on veriryhma O.
Todennakoisyys talle on
P(sama veriryhma)
= P(AjaA)+ P(BjaB)+ P(ABjaAB) + P(0jaO)
— 0,41 -0,41 + 0,18 - 0,18 + 0,08 - 0,08 + 0,33 - 0,33
= 0,1681 + 0,0324 4 0,0064 + 0,1089
= 0,3158
~ 0,32
Kahdella satunnaisesti valitulla henkil6lla on sama veriryhma todennakdisyydel-
1a 0,32.
Vastaus: 0,32
, 4 4 , g -~
4.2. Funktio f(z) = 3T % + 4 saa suurimman arvonsa valilla [0, 1] valilla olevas-

sa derivaatan nollakohdassa tai valin paatepisteessa.
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4
Derivoidaan funktio f(x) = §x3 -z + 4

fla) =8 5a* 140 = 40 — 1 (R0EERD

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

f(x)=0
4.’,['2 — ]_ — || _|_ 1 1p.(yht.4p.)
42 =1 || :4
1
2—_
Ty
1
Y
* 4
V4
—
2

1
Derivaattafunktion nollakohdista ainoastaan x = 3 kuuluuvalille [0, 1].

Funktio saa suurimman arvonsa valilla [0, 1] joko derivaattafunktion nollakoh-

1
dassax = 3 taivalin paatepisteessa. Lasketaan funktion arvot naissa kohdissa.

JO) =507 —0+4=1
1 4 1 3 1
— —_— — . — _ = 4
f(2) 3 (2) 3"
y
1
— — e = — = 4
3 8 5t
2
_1 3 24
6 6 6
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T =l

1p.(yht.9p.)

f)y=--1"-1+4

+
w

— W Wk W
+
w| ©

w

1p.(yht. 10 p.)

|
w|

\

W

13
Funktion suurin arvoon f(1) = —.

3

13
Vastaus: Funktion suurin arvo vélilla [0, 1] on 3

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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5. Maankdytén muutos (12 p.)

Aineisto:

5.A Taulukko: Maankaytté vuonna 2015

Hallitustenvalisen ilmastopaneelin (IPCC) vuoden 2019 raportissa hyddynnettiin
maankayton tilastoja vuodelta 2015 (aineisto 5. A). Niiden mukaan jaattémasta
maanpinnasta on ihmisen kaytéssa 72 % ja loput 28 % on kayttamatta. Oletetaan,
ettd maankayttd muuttuu vuosien 2015 ja 2030 valilla seuraavilla tavoilla:

+ Kasvispitoisempaan ruokavalioon siirtyminen vahentaa laidunmaan pinta-alaa
kymmenella prosentilla. Tama pinta-ala muuttuu viljelysmaaksi.

+ Viisi prosenttia kayttamattdmasta osasta otetaan kayttdon talousmetsana.

Laske naiden oletusten perusteella eri maankayttétapojen prosenttiosuudet vuonna
2030.

Ratkaisu.

Laidunmaan pinta-ala vdhenee kymmenella prosentilla, jolloin laidunmaan pinta-ala
vuonna 2030 on 1 — 0,1 = 0,9 -kertainen vuoden 2015 laidunmaan pinta-alaan
verrattuna. Vuonna 2015 laidunmaan osuus oli 37 %), joten vuonna 2030 laidunmaan
osuus on

0,37 - (1 —0,1)
=0,37-0,9

= 0,333

=33,3%

~ 33 %.

Laidunmaasta vahentynyt 10 prosentin pinta-ala muuttuu viljelysmaaksi. Viljelysmaan
osuus siis kasvaa luvun 0,1 - 0,37 verran. Vuonna 2030 viljelysmaan osuus on

012+01.037 Eroman
= (0,157

~16%
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Viisi prosenttia kayttamattdmasta osasta otetaan kayttdon, eli kayttamatdn osa vuon-
na 2030 on 100 % — 5 % = 95 % vuoden 2015 kayttamattémasta osuudesta. Kayt-
tamaton osuus vuonna 2030 on

0,28 (1—0,05)
— 0,28 0,95

— 0,266

— 26,6 %

2T

Talldin kaytossa oleva osuus vuonna 2030 on

100 % — 26,6 % = 73,4 % ~ 73 %.

Viisi prosenttia kayttamattdomasta osasta otetaan kayttdoon talousmetsana eli talous-
metsan osuus kasvaa luvun 0,05 - 0,28 verran. Vuonna 2030 talousmetsan osuus
on

0,22 + 0,05 - 0,28
= 0,234
=234 %

~23%

Rakennetun alueen osuus pysyy ennallaan, joten vuonna 2030 rakennetun alueen

osuus on 1 %.

Vastaus:

Kayttamatta: 27 %

Kaytossa: 73 %
« rakennetut alueet: 1 %
« viljelysmaa: 16 %
« laidunmaa: 33 %

+ talousmetsa: 23 %

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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6. Abiturientit ravintolassa (12 p.)

Joukko abiturientteja on ravintolassa sydmassa ja laskun maksun yhteydessa paat-
taa antaa tarjoilijalle juomarahaa 10 % laskun loppusummasta. Jos jokainen abitu-
rientti maksaa 25 euroa, niin rahaa laskun maksuun on 3 euroa enemman kuin las-
kun loppusumma, mutta raha ei riitd kattamaan 10 %:n juomarahaa. Jos jokainen
abiturientti maksaa 27 euroa, niin laskun maksuun keratty raha kattaa juomarahan
ja tarjoilijalle jaa vield 80 senttid ylimaaraista juomarahaa 10 % juomarahan lisaksi.
Mika on laskun loppusumma, ja kuinka monta abiturienttia joukossa on?

Ratkaisu.

Merkitaan abiturienttien lukumaaraa kirjaimella x ja laskun loppusummaa euroina
kirjaimella . P-0"tTp)

Muodostetaan kummastakin tilanteesta yhtalo, jolloin saadaan yhtalépari, josta voi-
daan ratkaista z ja y.

Ensimmaisessa tilanteessa jokainen abiturientti maksaa 25 euroa, jolloin saadaan
maksettua laskun loppusumma ja yli jaa 3 euroa. Muodostuu siis yhtald

251 =y + 3.

Toisessa tilanteessa jokainen abiturientti maksaa 27 euroa, jolloin saadaan makset-
tua laskun loppusumma juomarahoineen ja tarjoilijalle jaa viela yli 80 senttia eli 0,80
euroa. Juomaraha on 10 % laskun loppusummasta eli laskun loppusumma juoma-
rahoineen on 1,10y. Toisesta tilanteesta voidaan muodostaa siis yhtalo

272 = 1,10y + 0,80.
Muodostuu seuraava yhtalopari:
2br =y +3
27z = 1,10y + 0,80

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Ratkaistaan muodostunut yhtalopari
20 =y+3
272 = 1,10y 4+ 0,80
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laskinohjelmalla. Esimerkiksi TI-Nspirella yhtalopari voidaan ratkaista solve- komen-
nolla.

25 x= =5 =122
sdve('s x=y+3 ,{xy} x=5, and =122,
27-x=1,1-y+0.8

Laskinohjelmalla saadaan, ettéd x = 5 jay = 122. eli abiturientteja on 5

ja laskun loppusumma on 122 euroa.

Vastaus: Abiturientteja on 5 ja laskun loppusumma on 122 euroa.

\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Ratkaistaan yhtaléparin

20r=y+3
{ 27x = 1,10y 4+ 0,80
ylemmasta yhtalosta y.
20 =y+3

y =250 -3

Sijoitetaan tama yhtaldparin alempaan yhtal66n muuttujan y paikalle ja ratkaistaan
x.

272 = 1,10y + 0,80 ly = 252 — 3

27¢ = 1,10 - (252 — 3) + 0,80

27x = 1,10 - 25z — 1,10 - 3 + 0,80

27 = 27,50 — 3,30+ 0,80 || — 27,5z
—0,50z = —2,50 | : (—0,50)
r=>5 1p.(yht. 10 p.)

Abiturientteja on siis 5.
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Lasketaan vield y sijoittamalla x = 5 yhtaléon y = 25z — 3.
y=25c—3 |lz=5
y=25-5—-3
y=125—-3

y = 122

Laskun loppusumma on siis 122 euroa.

Vastaus: Abiturientteja on 5 ja laskun loppusumma on 122 euroa. (IP-Y"t12p)

Huom! Vdrilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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7. Hammastahnaa tuubista (12 p.)

Hammastahnatuubissa on 90 ml tahnaa, ja sen pydrean suuaukon halkaisija on 6 mm.
Riittaako yksi hammastahnatuubi nelinenkisessa perheessa kolmen kuukauden kayt-
toon, kun jokainen perheenjasen pesee hampaansa aamulla ja illalla ja pursottaa
5 mm tahnaa hammasharjaansa jokaisella pesukerralla?

Ratkaisu.

Selvitetaan ensin hammastahnan kerta-annoksen tilavuus. Hammastahnaa purso-
tetaan 5 mm suuaukosta, jonka halkaisija on 6 mm. Suuaukon sade on siten 3 mm.
Hammastahnan kerta-annoksesta muodostuu siis suora ympyralierid.

7 r=3mmy
N

— h=5mm

v 7
Hammastahnan kerta-annoksen tilavuus Viena Voidaan laskea suoran ympyralierion
tilavuuden avulla.
Vierta = T12h |r = 3mm, h =5mm

2p.(yht.2p)

‘/ke rta

7(3mm)? - (5mm)

Vierta = 457 mm?

‘/Lerta = 141,371 R mm3 2p. (yht. 4 p.)

Hammastahnatuubissa on 90 ml tahnaa. Tiedetaan, ettd 1 ml = 1 cm?, joten muun-
netaan hammastahnan kerta-annos yksikkéén cm? ja sitten yksikkéén ml.

‘/kerta - 141,371 ce IIlIIl3
=0,141... cm®
=0,141... ml
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\ Ratkaisuvaihtoehto 1

Selvitetaan, kuinka paljon hammastahnaa perhe kayttaa kolmessa kuukaudessa. Kol-
messa kuukaudessa on 3 - 30 = 90 paivaa. Perheessa on 4 henkil®4a, joista jokainen
kayttdd hammastahnan kerta-annoksen kaksi kertaa paivassa. Perhe kayttaa ham-
mastahnaa kolmessa kuukaudessa siis

90-4-2 Vs =90-4-2-0,141... m] (2P-0nt9P)

= 101,787... ml
> 90ml

joten hammastahna ei riita kolmeksi kuukaudeksi.

Vastaus: ei riita

Ratkaisuvaihtoehto 2

Selvitetaan, kuinka moneksi paivaksi hammastahnatuubi riittaa.

Perheessa on4 henkildg, joista jokainen kayttda hammastahnan kerta-annoksen kak-
si kertaa paivassa. Perhe kayttaa paivassa hammastahnaa

12 View =4-2-0,141... ml

=1,130... m] UPOnt9p)

_ L _ 79577
1130 ml 7

joten hammastahna riittaa 79,577 . . . paivaksi.

Koska 79,577 ... < 90, eihammastahnatuubi riita kolmeksi kuukaudeksi.

Vastaus: ei riita
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\ Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Tuubissa on 90 ml tahnaa ja 3 kuukaudessa on 3 - 30 = 90 paivaa, joten tuubi riittaa

3 kuukaudeksi, jos perhe kayttaa hammastahnaa korkeintaan 1 ml paivassa. Laske-

taan, kuinka paljon perhe kayttad hammastahnaa paivassa. (2Pt 10p)

Perheessa on4 henkildg, joista jokainen kayttda hammastahnan kerta-annoksen kak-
si kertaa paivassa. Perhe kayttaa paivassa hammastahnaa

4'2'Werta:4'2'0>141---m1

=1,130... ml 1p. (yht. 11 p.)

> 1ml

Perhe siis kayttdad hammastahnaa yli 1 ml paivassa. Hammastahna ei siis riita kol-

meksi kuukaudeksi.

Vastaus: ei riita

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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8. Rekursiiviset mallit (12 p.)

1. Saastotilin saldolle maksetaan vuosittain 2 % nettokorkoa, ja sen jalkeen tilille tal-
letetaan 100 euroa. Tilin saldoa a,, voidaan mallintaa rekursiokaavalla

an+1 = 1,02a,, + 100, n > 1.
Alkuarvona on a; = 1000. Laske a5 eli saldo neljan vuoden jalkeen. (6 p.)

2. Tutkijat ovat mallintaneet korppipopulaation kokoa seuraavien rekursiokaavojen
avulla:

Pn+1 = 0,95p, + 0,02¢,,
eni1 = Pn + €n(1 —0,01e,),

missa p,, on pesivien korppien lukumaara ja e,, on ei-pesivien korppien lukumaara
vuonnan > 1. Alkuarvot ovat p; = 12 ja e; = 23. Laske ps ja es. (6 p.)

Ratkaisu.

8.1.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Tilin saldoa a,, mallinnetaan rekursiokaavalla
ant1 = 1,02a, + 100, n >1,

alkuarvo a; = 1000. Jotta voidaan laskea a5, taytyy laskea myos sita edeltavat
jasenet, silla rekursiokaavan mukaan

as = aqy1 = 1,02a4 + 100.
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Rekursiokaavan avulla saadaan

Qg = A141

= 1,02a; + 100

— 1,02 - 1000 + 100
— 1120

a3 = Ug41
= 1,02as + 100
=1,02-1120 4 100

— 12424
Gy = A341

— 1,02a5 + 100

= 1,02 12424 + 100

— 1367,248
a5 = Qa+1

= 1,02a4 + 100

= 1,02 1367,248 + 100

= 1494,59296

Jasen as; = 1494,59296 euroa ~ 1494,59 euroa.

Vastaus: a5 ~ 1494,59 euroa

Tehtdvassa hyvaksytaan myds ratkaisu, missa on pyoristetty ay, ~ 1367,25 ja
laskettu sitten a; kayttden tata pyoristettya arvoa. Talldin a5 = 1494,595. ..
~ 1494,60

Ratkaisuvaihtoehto 2
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Ratkaistaan tehtava taulukkolaskentaohjelmalla. Tassa on kaytetty LibreOffice
Calc -ohjelmistoa.

Tilin saldoa a,, mallinnetaan rekursiokaavalla
ant+1 = 1,02a,, + 100, n > 1.

Alkuarvo a; = 1000 on sijoitettu soluun B4. Soluun B5 kirjoitetaan rekursiokaa-
va viitaten ylla olevaan soluun.

A s N
1 [Teht. 8.1
2
3n an
4 1] 1000
-] 2=1)02*B4+100

Kuvakaappauksesta tai selityksesta (1 p.)

Kopioidaan solun B5 komento myd&s seuraaville riveille, jolloin saadaan loput
taulukossa olevat arvot.

A | B

1 Teht. 8.1

2
3N a_n

4 1 1000
EN 2 1120

6 3 1242,4
7 | 4  1367,248
8 | 5 1494,59296

Kuvakaappauksesta (4 p.)

Jasen a; = 1494,59296 euroa ~ 1494,59 euroa.

Vastaus: a5 ~ 1494,59 euroa
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8.2,

| Ratkaisuvaihtoehto 1 |

Pesivien korppien lukumadra on p,, ja ei-pesivien korppien lukumaara on e,
vuonna n > 1. Korppipopulaation kokoa voidaan mallintaa seuraavien rekur-
siokaavojen avulla:

Pn+1 = 0,95p, + 0,02¢,
€nt+1 = Pn + €n<1 - ()-/()1€n)-

Alkuarvot ovat p; = 12 jae; = 23.

Ylemman rekursiokaavan avulla saadaan laskettua ps.

P2 = P1+1

= 0,95p; + 0,02¢;
=0,95-12+0,02-23
= 11,86

Korppien lukumaaran taytyy olla kokonaisluku, joten po ~ 12.

Jotta voidaan laskea es, taytyy ensin laskea es. Alemman rekursiokaavan avulla
voidaan laskea es.

€2 = €141

=pi+ei(1—0,0ler)
=12+23-(1—0,01-23)
—29,71.

Koska korppien lukumaaran taytyy olla kokonaisluku, on e; ~ 30.
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Lasketaan nyt es.

€3 = €241

= pa + es(1 — 0,01ey)
— 11,86 + 29,71 - (1 — 0,01 - 29,71)
— 32,743159

~ 33

Vastaus: py = 12 jaeg =~ 33.

Jos halutaan mahdollisimman tarkka mallin antama tulos, niin valivaiheissa kay-
tetdan pyoristamattomia lukuja. Ratkaisusta ei kuitenkaan vahenneta pisteita,
jos es:n on laskettu kayttamalla pyoristettyja arvoja po = 12 ja es = 30. Korp-
pien maarat vastauksissa on kuitenkin pyoristettava lahimpiin kokonaislukui-
hin.

| Ratkaisuvaihtoehto 2|

Ratkaistaan tehtava taulukkolaskentaohjelmalla. Tassa on kaytetty LibreOffice
Calc -ohjelmistoa.

Lasketaan ensin psy rekursiokaavan p,+1 = 0,95p, + 0,02e¢,, avulla. Kaytetty
komento nakyy alla olevassa kuvassa solussa C15.

12 n e n p_n

14 1] 23 12

15 | 2 =0,95¢C14+0,02*B14
16 3

Kuvakaappauksesta (1 p.)

Nain saadaan p, = 11,86. Koska korppien maaran on oltava kokonaisluku, niin

o 12,
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Rekursiokaavan e, .1 = p, + e,(1 — 0,01e,) avulla voidaan laskea e3. Alla
olevassa kuvassa nakyy solussa B15 kaytetty komento.

13N e n p_n

14 1/ 23[ 12|
2 =C14+B14*(1-0,01*B14)

16 3

Kuvakaappauksesta (1 p.)

Kopioimalla solussa B15 kaytetty komento soluun B16 saadaan laskettua es.

1p.(yht.4p.)

Tulokset nakyvat alla olevassa taulukossa.

13 |n en p_n
14 1 23 12
15 2 29,71 11,86
16 3 32,743159

Kuvakaappauksesta (1 p.)
Koska korppien lukumaaran taytyy olla kokonaisluku, saadaan ez = 33.
Vastaus: py = 12 jaeg = 33.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI-, kauppis- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 35


https://www.mafyvalmennus.fi

Mafynetti mafy.fi

9. Merimetsot (12 p.)

Aineisto:

9. A Taulukko: Merimetsot

Taulukossa 9. A on merimetson pesien lukumaara eri yhdyskunnissa vuonna 2019.
Samassa kunnassa sijaitsevia yhdyskuntia on merkitty taulukossa numeroilla, esi-
merkiksi Kirkkonummi 1 ja Kirkkonummi 2.

1. Kuinka monta merimetson pesaa oli aineiston mukaan olemassa vuonna 2019?
2p)

2. Selvitd, mika yhdyskunnista oli pienin ja mika suurin, seka se, mika oli samaan
yhdyskuntaan kuuluvien pesien lukumaaran keskiarvo ja keskihajonta. (3 p.)

3. Aineisto luokitellaan keskihajonnan pituisiin luokkiin siten, etta keskiarvo on yh-
tend luokkarajana. Mihin luokkaan Kokkolan merimetsoyhdyskunta kuuluu? (3 p.)

4. Maarita luokitellun aineiston suhteelliset frekvenssit ja kuvaile sanallisesti luoki-
teltua jakaumaa. (4 p.)

Ratkaisu.

9.1. Merimetson pesien lukumaara saadaan laskemalla yhteen solut B2-B48. LibreOf-
fice Calc-ohjelmassa pesien lukumaara saadaan komennolla =SUMMA (B2:B48).
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A
Yhdyshkunta
Helzinki
Eristinankaupunki 2
Parairen
Espoo

li

Sauvo 2

Wawri 2

3 Haminad

10 |Raasepari s

1 |Hamina 3

12 |Maantali

15 |Hamina 2

14 | Sauvol

15 |Porvood

16 |Raaseporid

17 | Parvea 3

18 | Siikajoki

13 |Maalahti

20 | Uusikaarlepuy 3
21 |Raasepori 3

22 |Hamina 1

23 |Porvoo 2

24 |Loviisa 3

25 |Vawril

26 |Loviisa 2

27 |Raasepari 2

258 | Sipoa

29 |Raaseporii

30 |Uusikaarlepuy 2
31 |Hanko

32 | Pyktss

33 | Eurajoki 2

34 | Laoviisa 1

35 | Kokkaola

36 | Kristinankaupunki1
37 | Kirkkonummi 2
35 Parvea

33 |Uusikaarlepyy 1
40 | Kustavi

41 | Wiralahe

42 | Pari

43 | Eurajokil

d4d | Uusikaupunki
45 | Mustasaari

45 | Turku

47 | Kirkkonummi1
45 |Rauma

43 IYhteensE

RN T

o=@ N L =

132
Z3
233
261
280
234
300
345
373
387
335
462
457
SE2
563
563
GO0
a70
g7
330
1051
1055
11da
1246
1561
1670
1710
1766
1r33
2050

=SUMMAIEZ: B
—

Merimetson pesia oli yhteensa 25 685 kappaletta.

Vastaus: 25 685

mafy.fi

Pisteet: kuvakaappauksesta tai komennon selityksesta 1 p, vastauksesta 1 p.

9.2. LibreOffice Calc- ohjelmalla voidaan selvittaa pienin ja suurin yhdyskunta seka
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keskiarvo ja keskihajonta alla olevien komentojen avulla.

50 [Minimi MIN(B2:B48) Helsinki
51 |Maksimi MAKS(B2:B48)  Rauma
52 |Keskiarvo KESKIARVO(B2:B48)

52 Keskihajonta KESKIHAJONTA(B2:B48)
54

Ylla olevien komentojen avulla saadaan alla olevat tulokset.

Minimi 7 Helsinki
Maksimi 2080Rauma
Keskiarvo 546,4894
Keskihajonta 576,4498

Pienin yhdyskunta on 7 eli Helsingin yhdyskunta. Suurin yhdyskunta on 2080 eli

Rauman yhdyskunta.

Pienin ja suurin yhdyskunta voidaan etsia suoraan myds taulukosta. Pienin yh-
dyskunta on se, jonka pesien lukumaara on pienin eli Helsingin yhdyskunta. Vas-
taavasti suurin yhdyskunta on se, jonka pesien lukumaara on suurin eli Rauman
yhdyskunta.

Samaan yhdyskuntaan kuuluvien pesien lukumaaran keskiarvo oli 546,489 ~

546 ja keskihajonta 576,45 ~ 576

Vastaus: Pienin yhdyskunta on Helsingin yhdyskunta ja suurin Rauman. Kes-
kiarvo on 546 ja keskihajonta 576.

Edelld olevassa ratkaisussa on kaytetty keskihajontana otoskeskihajontaa. Otos-
keskihajonnan laskukaavassa jakajana on n— 1. Jos keskihajonta lasketaan koko
populaatiosta, jakajana on n. Talldin keskihajonta on 570,2844 ~ 570. Molem-
mat ratkaisutavat hyvaksytaan.
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9.3.

9.4.

Kokkolan merimetsoyhdyskunnassa pesia on 600. Pesien lukumaaran keskiar-
vo on 546,489. Koska 546,489 < 600 on keskiarvo luokan alarajana, silla kes-

kiarvon tulee olla yhtena luokkarajana.

Aineisto luokitellaan keskihajonnan pituisiin luokkiin, joten Kokkolan me-
rimetsoyhdyskunnan luokan yldraja on keskiarvo + keskihajonta, silla

600 < 546,489 + 576,45 = 1122,94.

Kokkolan merimetsoyhdyskunta kuuluu siis vélille | keskiarvo, keskiarvo + kes-

kihajonta ].

Vastaus: luokkaan [keskiarvo, keskiarvo + keskihajontal

Jos keskihajontana on kaytetty otoskeskihajontaa, luokan ylaraja on 1116,77.
Tallginkin Kokkolan merimetsoyhdyskunta kuuluu luokkaan luokkaan | keskiar-
vo, keskiarvo + keskihajonta |.

Jotta voidaan laskea suhteelliset frekvenssit, taytyy ensin selvittaa luokkien yla-
rajat ja luokkien frekvenssit. Aineistosta muodostuvien luokkien ylarajat ovat
seuraavat: keskiarvo, keskiarvo + keskihajonta, keskiarvo + 2 keskihajontaa ja
keskiarvo + 3 keskihajontaa. Luokan ylaraja ei voi olla keskiarvo - keskihajonta,
silla talloin luokkaan kuuluvat arvot olisivat negatiivisia (ylaraja olisi 546,489 —
576,45 = —29,961).

Alla on esitetty luokkien ylarajat, kun solu B52 on keskiarvo ja solu B53 keskiha-
jonta.

Luokan yldraja Luokan yldraja

B52 546,489361702128
B52+B53 1122,93913598925
B52+2*B53 1699,38891027637
B52+3*B53 2275,83868456349

Ylarajojen laskemisesta tulee (1 p.)
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Selvitetaan sitten frekvenssit naissa luokissa. Frekvenssit voidaan laskea esimer-
kiksi alla olevalla komennolla tai laskemalla kdsin aineistosta kuhunkin luokkaan
kuuluvien yhdyskuntien lukumaarat.

- = || {=TAAIUUS(B2B48,02:D5)}

| D 1§

Luokan yldraja frekvenssi s

546,489361?02128' 30,
9
4
4

1122,93913598925
1699,38891027637
2275,83868456348

Frekvenssien laskemisesta tulee (1 p.)

Lasketaan frekvenssit yhteen SUMMA-komennolla.

[ ¢ B D :
Luokan ylaraja frekvenssi s |Lut::dv:am yliraja lfrekuenssllg
546,489361702128 3 546,489361702128 30
1122,93913598925 1122,93913598925 9
1699,38891027637 1699,38891027637 4
2275,83868456348 2275,83868456348 4
0 0
Yhteens3: =SUMMA(E2:E5)| + Yhteensa: 47

Nyt voidaan laskea suhteelliset frekvenssit.

| D | E

Luokan yléraja frekvenssi suhteellinen frekvenssi |
546,489361702128]  3q[E2/SEST) |
1122,93913598925 9 0,191489361702128
1699,38891027637 0,085106382978723|
2275,83868456348 0,085106382978723i

4

4

0 |
Yhteensi: |
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Solun F2 komento on kopioitu alempiin soluihin. Nain saadaan kunkin luokan
suhteelliset frekvenssit laskettua.

Luokan yldraja frekvenssi suhteellinen frekvenssi  ‘eli

546,489361702128 30 0,63829787234042630/47

1122,93913598925 9 0,1914893617021289/47

1699,38891027637 4 0,085106382978723'4/47

2275,83868456348 4 0,085106382978723.4/47
0

Yhteensa: 47

Suhteelliset frekvenssit ovat ?L_(7) % 47 j 4 m

Luokitellusta aineistosta nahdaan, etta pienia yhdyskuntia on paljon, keskiko-
koisia jonkin verran ja suuria vahan.

30 9 4 4
Vas.»taus Su.hteelps.et. frek.venssm 0\./at T 47 47 . Pienia yhdyskuntia on
paljon, keskikokoisia jonkin verran ja suuria vahan.

Jos keskihajontana kaytetaan otoskeskihajontaa, tulokset ovat muuten samat
kuin ylla, mutta luokkien ylarajat ovat alla olevan taulukon mukaiset:

Luokan ylaraja frekvenssi suhteellinen frekvenssi ‘el

546,489361702128 30 0,63829787234042630/47

1116,77372049766 Q 0,1914893617021289/47

1687,05807929318 4 0,0851063829787234/47

2257,34243808871 4 0,0851063829787234/47
0

Yhteensa: 47

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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10. Maksukykyisyystesti (12 p.)

Aineisto:

10. A Taulukko: Laina

Kun yksityishenkild6 hakee asuntolainaa, haluaa pankki yleensa tehda maksukykyi-
syystestin. Tavoitteena on varmistaa, etta henkild selviaa tulevaisuudessa mahdolli-
sesti kasvavista koroista. Annikalle myénnet&an 100000 euron laina 1,2 %:n vuosi-
korkokannalla. Pankki on tehnyt maksukykyisyystestin 6,0 %:n vuosikorkokannalla.
Annuiteettilainan takaisinmaksuaika on 15 vuotta.

1. Kuinka paljon rahaa kuukaudessa Annikalla on oltava kaytettavissa lainan takai-
sinmaksuun, jotta han lapaisisi maksukykyisyystestin? (6 p.)

2. Tee taulukon 10. A mallin mukainen laskelma, josta nakyvat jaljella oleva lainan
maara kuukausittain seka ensimmaisen 12 kuukauden korot, lyhennykset ja an-
nuiteetit. Laina nostetaan tanaan, ja ensimmainen lyhennys on kuukauden kulut-
tua. (6 p.)

Ratkaisu.

10.1 Annuiteettilainassa kuukausittaisen maksueran suuruus eli annuiteetti on va-
kio. Lasketaan annuiteetin suuruus maksukykyisyystestin korkokannalla eli
6,0 %:lla. Laina-aika on 15 vuotta. Kuukausien eli korkokausien lukumaara on

siism = 1512 = 180 . Kuukausittainen korkokanta on p = &2 =

==
0,5. Korkotekija lainalle on

¢ = 1,005

Korkotekija voidaan laskea myds suoraan

6,0
12-100
q = 1,005

g=1+

Lainapadoma on K = 100 000€, korkotekija on ¢ = 1,005 ja korkokausien
lukum&ara on n = 180. Lainaeran eli annuiteetin suuruus A voidaan laskea
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kaavakokoelmasta 16ytyvalla kaavalla:

1 —
A: an q
1—qm
1—1,005
= 100000 € - 1,005 - ————
’ 1 — 1,005180

— 843856... €
~ 843,86 €

Vastaus: Annikalla on oltava kuukaudessa 843,86 € rahaa lainanmaksuun, jot-
ta han lapaisisi maksukykyisyystestin. (1 P-Ot6P)

10.2 Lasketaan Annikan lainan oikea annuiteetti eli maksueran suuruus lainan oi-
kealla korkokannalla. Nyt siis vuotuinen korkokanta on 1,2 % ja kuukausittai-
nen korkokanta on p = % = 0,1. Korkotekija lainalle on

P
=T 100
= 1,001
Annuiteetin suuruus on nyt
1—
A= Kq"—q
1—qn
1 —-1,001
= 100000€ - 1,001 . ————_
’ 1 —1,001180

= 607,331... €
~ 607,33 €

Taman tiedon perusteella voidaan tdydentaa kysytty taulukko.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Annuiteetti on maksuerg, jonka pankki veloittaa. Sen suuruus on pyodristettava
sentin tarkkuuteen, silla sita pienempia rahasummia ei voi maksaa tilisiirtona.
Taydennetaan taulukko siis siten, ettd annuiteetin suuruus on 607,33 €. Tall6in
saadaan seuraava taulukko:
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A [ B \ c \ D \ E [
1| Paivamaara | Jaljella oleva laina, € Korko, € Lyhennys, € Annuiteetti, €
2 22.10.2020 100 000,00 0 0 0
Ikl 22.11.2020 99 492,67 100,00 507,33 607,33
4 22.12.2020 98 984,83 99,49 507,84 607,33
5 22.01.2021 98 476,49 98,98 508,35 607,33
=l 22.02.2021 97 967,63 98,48 508,85 607,33
| 7 | 22.03.2021 97 458,27 97,97 509,36 607,33
| 8 | 22.04.2021 96 948,40 97,46 509,87 607,33
Bl 22.05.2021 96 438,02 96,95 510,38 607,33
10| 22.06.2021 95 927,13 96,44 510,89 607,33
M 22.07.2021 95 415,72 95,93 511,40 607,33
12 22.08.2021 94 903,81 95,42 511,91 607,33

13 22.09.2021 94 391,38 94,90 512,43 607,33

Pistetyksesta: oikein lasketuista sarakkeista “Jaljella oleva laina”, “Korko” ja “Ly-
hennys"” kustakin yksi piste.

Taulukko on laadittu seuraavasti: Ensimmaiselle riville (22.10.2020) on tayden-
netty nollat, silla se tulkitaan lainan nostopaivaksi ja ensimmainen maksuera
maksetaan siitd kuukauden paasta. Annuiteetin eli maksueran suuruus sailyy
vakiona, joten se voidaan tayttaa lukuarvona jokaiselle riville E-sarakkeeseen.
Korko lasketaan edellisen kuukauden alussa jaljella olevasta lainasta. Eli mar-
raskuun korko (solu C3) on laskettu lokakuussa jaljella olleesta lainasummasta
(solu B2). Soluun C3 on siis syotetty kaava =0,001%*B2. Lyhennys saadaan an-
nuiteetin ja koron erotuksena. Marraskuun maksun jalkeen jaljelld oleva laina-
summa (solu B3) saadaan edellisen lainasumman ja marraskuun lyhennyksen
erotuksena (eli B2-D3).

Selityksesta kaksi pistetta.

Nain saadut laskukaavat voidaan jatkaa taulukon seuraaville riveille hiirella ve-
tamallg, jolloin saadaan ylla oleva taulukko.

Ratkaisuvaihtoehto 2|

Lasketaan muuten kuin edelld, mutta lasketaan annuiteetti suoraan tauluk-
koon laskukaavalla. Talloin rahasummien viimeiset desimaalit muuttuvat hie-
man:
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A \ B \ € \ D \ E \

(1| Paivamaara Jaljella oleva laina, € Korko, € Lyhennys, € Annuiteetti, €
2 22.10.2020 100 000,00 0 0 0
3 22.11.2020 99 492,67 100,00 507,33 607,33
4 22.12.2020 98 984,83 99,49 507,84 607,33
5 22.01.2021 98 476,48 98,98 508,35 607,33
K 22.02.2021 97 967,63 98,48 508,86 607,33
7 22.03.2021 97 458,26 97,97 509,36 607,33
8| 22.04.2021 96 948,39 97,46 509,87 607,33
9| 22.05.2021 96 438,01 96,95 510,38 607,33
10 22.06.2021 95 927,11 96,44 510,89 607,33
1 22.07.2021 95 415,71 95,93 511,40 607,33
12| 22.08.2021 94 903,79 95,42 511,92 607,33
13 22.09.2021 94 391,36 94,90 512,43 607,33

Pistetyksesta: oikein lasketuista sarakkeista “Jaljella oleva laina”, “Korko" ja “Ly-
hennys” kustakin yksi piste.

Rahasummien muutos verrattuna ratkaisuvaihtoehtoon 1 johtuu siitd, etta nyt
annuiteetin ja siten koron, lyhennyksen ja jaljella olevan lainan maarat on las-
kettu useiden desimaalien tarkkuudella. Tama on se tapa, mika esiteltiin YTL:n
hyvan vastauksen piirteissa koepdivana (22.9.2020). Taman ratkaisutavan huo-
no puoli on siing, etta rahasummia ei tyypillisesti lasketa useiden desimaalien
tarkkuudella. Annika ei voi mytdskaan maksaa lainaansa takaisin kuin sentin
tarkkuudella.

Selityksesta kaksi pistetta.

Alla olevassa kuvassa on osa samasta taulukosta siten, etta luvuista naytetaan
useampia desimaaleja.

[ A \ B \ c \ D | E \
1| Paivamaara Jailjella oleva laina, € Korko, € Lyhennys, € Annuiteetti, €
22.10.2020 100 000,0000000 0,0000000 0,0000000 0,0000000
22.11.2020 99 492,6682706 100,0000000 507,3317294 607,3317294
22.12.2020 98 984,8292095 99,4926683 507,8390611 607,3317294
22.01.2021 98 476,4823093 98,9848292 508,3469002 607,3317294
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Ratkaisuvaihtoehto 3 \

Ratkaistaan tehtava muuten kuin ratkaisuvaihtoehdossa 1, mutta tulkitaan ai-
neistona annettua taulukkoa toisella tavalla. Tehtavanannossa sanottiin, etta
“Laina nostetaan tdnddn, ja ensimmainen lyhennys on kuukauden kuluttua.”
Taulukon ensimmainen rivi on paivamadralla 22.10.2020 eli tasan kuukausi koe-
paivamaaran (koe pidettiin 22.9.2020) jalkeen. Se on siis ensimmaisen maksue-
ran paivamaara.

Taydennetaan taulukkoon annuiteetti sentin tarkkuudella eli sy6tetaan luku
607,33 sarakkeeseen E jokaiselle riville. Korko saadaan saman rivin alussa ole-
vasta, juuri ennen maksueraa jaljella olevasta lainasummasta. Eli solun (C2)
eli lokakuun maksueran korkosumma saadaan lokakuussa jaljella olevasta lai-
nasummasta (solu B2) syéttamalla soluun C2 kaava =0,001*B2. Marraskuus-
sa jaljella oleva lainasumma (solu C3) saadaan vahentamallad lokakuun lyhen-
nys lokakuussa jaljella olleesta lainasummasta (eli soluun C3 sydtetaan kaava
=B2-D2). Taulukko nayttaa nyt talta:

Selityksesta kaksi pistetta.

A \ B \ c \ D \ E \
1| Paivamaara Jéljella oleva laina, € Korko, € Lyhennys, € Annuiteetti, €
2| 22.10.2020 100 000,00 100,00 507,33 607,33
=N 22.11.2020 99 492,67 99,49 507,84 607,33
| 4] 22.12.2020 98 984,83 98,98 508,35 607,33
|5 22.01.2021 98 476,49 98,48 508,85 607,33
|6 22.02.2021 97 967,63 97,97 509,36 607,33
|7 22.03.2021 97 458,27 97,46 509,87 607,33
8 22.04.2021 96 948,40 96,95 510,38 607,33
ER 22.05.2021 96 438,02 96,44 510,89 607,33
|10 22.06.2021 95 927,13 95,93 511,40 607,33
| 1] 22.07.2021 95 415,72 95,42 511,91 607,33
|12 22.08.2021 94 903,81 94,90 512,43 607,33
|3 22.09.2021 94 391,38 94,39 512,94 607,33

Pistetyksesta: oikein lasketuista sarakkeista “Jaljella oleva laina”, “Korko" ja “Ly-
hennys"” kustakin yksi piste.

Huomautus lukijalle: Tehtavanannon monitulkintaisuuden takia useampi eri-
lainen taulukko on mielestamme hyvaksyttava.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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11. Kolmiot nelidssa (12 p.)

Nelion karjet ovat pisteissa (0, 0), (10, 0), (10, 10) ja (0, 10). Nelion sisélta valitaan
piste P, joka yhdistetaan janoilla jokaiseen nelion karkeen. Nain muodostuu nelja
kolmiota. Merkitaan kolmioita ja niiden pinta-aloja kirjaimilla A, B, C'ja D.

1. Piirra tilanteesta kuva. (3 p.)

2. Maarita pisteen P koordinaattien tarkat arvot, kun A on kuviossa vasemmalla, B
ylhaalla, C' alhaalla ja D oikealla ja pinta-alojen suhteille patee

A:B:C:D=1:2:3:4
O p)

Ratkaisu.

11.1 Piiretdan kuva valitulla ohjelmalla. Pisteen P paikalla ei ole merkitysta, kunhan
se on nelidn sisalla ja kolmiot erottuvat selkeasti.

11 v

(0,10) (10,10)

1

* (0,0) (10,0)

Kuvasta kolme pistetta.
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\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Kolmioiden pinta-alojen suhde on 1 : 2 : 3 : 4. Nelidn pinta-ala pitaa siis
jakaa yhteensd 1 + 2 + 3+ 4 = 10 osaan, joista yksi kuuluu kolmioon A, kaksi

kolmioon B, kolme kolmion C'ja neljd kolmioon D. Nelion pinta-ala
on kanta kertaa korkeus eli

Aneli(’j - ]_0 : 10 - ].00

100
Yhden osan pinta-ala on siis T0 = 10. Eli kolmion A pinta-alan pitaa olla

A4 = 10, kolmion B pinta-alan on oltava Ag = 20, kolmion C pinta-alan on
oltava A¢ = 30 ja kolmion D pinta-alan on oltava Ap = 40 .

Valitaan kolmion A kannaksi pisteiden (0, 0) ja (0, 10) vélinen jana a, jonka pi-
tuudeksi tiedetaan 10 ja merkitaan kolmion korkeutta muuttujalla x:

11 y
(0.10) (10,10)

B

a

A
""3("“1_) D

C

1

* (0,0) (10,0)
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Kolmion A pinta-alan avulla voidaan muodostaa yhtalo, josta saadaan ratkais-
tua etaisyys x. Tama etaisyys on samalla pisteen P x-koordinaatti.

Ag== -2

244 =a-x | :a
2A4
r=—
a
2-10
r=——
10

r =2 1p.(yht. 8 p.)

Tiedetaan, ettd kolmion C' pinta-ala on A = 30. Valitaan kolmion C' kannaksi
pisteiden (0, 0) ja (10, 0) valinen jana b, jonka pituudeksi tiedetaan 10, ja mer-
kitaan kolmion korkeutta muuttujalla y:

11 y

(0.10) (10,10)

1%
1

a

*(0.0) b (10,0)

Kolmion C' pinta-alan avulla voidaan muodostaa yhtélo, josta saadaan ratkais-
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tua etaisyys y. Tama etaisyys on samalla pisteen P y-koordinaatti.

b-
A== |2

2A4c=b-y | :b
24
Y=
2.30
T

y—6

Pisteen P koordinaatit ovat siis (2, 6).

Vastaus: Pisteen P koordinaatit ovat (2, 6).

Kuvia ei edellytetd kohdan 11.2. vastauksessa. Ne ovat selventamassa tilannet-
ta.

Kolmioita BB ja D voidaan kayttaa tuloksen tarkistamiseen. Kuvio nayttaa siis
talta (kuvaa ei pyydetty vastauksessa):

11 y

(0.10) (10,10)

1

2 (0.0) (10,0)
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\ Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Merkitaan pisteen P z-koordinaattia muuttujalla z. Talldin = on samalla y-
akselin ja pisteen P valinen etdisyys. Toisaalta pisteen P etdisyys pisteiden

(10,0) ja (10, 10) vélisesta janasta on 10 — z.

11 y

(0,10) (10,10)

B
a a
A D
X P 10—x
c
1
*(0,0) (10,0)

Kolmioilla A ja D on molemmilla pystysuora sivu a, jonka pituus on 10.
Tehtavanannon mukaan kolmion D pinta-ala on nelja kertaa niin suuri kuin kol-
mion A. Tasta saadaan yhtald, josta voidaan ratkaista tuntematon x:

Ap— 1.4,

10 - (10 — 10 -
(2 z) =4. ) * ||laskinohjelmalla

-

Pisteen P z-koordinaatti on siis 2. Vastaavalla tavalla saadaan ratkaistua y-
koordinaatti kolmioiden B ja C pinta-alojen avulla:
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11 y
b
(0.10) (10,10)

B

10—y

A D
P

y

c
1
* (00)) b (10,0)

Etaisyyksien y ja 10 — y merkitsemisesta yksi piste.

Kolmioilla B ja C' on molemmilla vaakasuora sivu b, jonka pituus on 10.
Tehtdvanannon mukaan kolmioiden B ja C pinta-alojen suhde on 2 : 3. Tasta
saadaan yhtald, josta voidaan ratkaista tuntematon y:

A 2
Ac 3
2
AB - g . AC
10 - (10 — 2 10-
(2 y) 3 2y |[laskinohjelmalla
y=s

Pisteen P y-koordinaatti on siis 6.

Vastaus: Pisteen P koordinaatit ovat (2, 6).

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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12. Korrelaatiot (12 p.)

12.1. Arvioi yleistiedon perusteella, mika vaihtoehdoista kuvaa parhaiten seuraa-
vien muuttujien valista korrelaatiota.

Oikea vastaus 1 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p. (4 p.)

suomalaisten lasten pituus ja paino (1 p.)

O positiivinen korrelaatio
O korrelaatio lahes nolla
O negatiivinen korrelaatio
suomalaisten aikuisten kengannumero ja verenpaine (1 p.)
O positiivinen korrelaatio
O korrelaatio lahes nolla
O negatiivinen korrelaatio
maan bruttokansantuote asukasta kohti ja lapsikuolleisuus (1 p.)
O positiivinen korrelaatio
O korrelaatio lahes nolla
O negatiivinen korrelaatio
tikkatauluun osuneiden tikkojen pysty- ja vaakasuuntaiset koordinaatit (1 p.)
O positiivinen korrelaatio
O korrelaatio lahes nolla
O negatiivinen korrelaatio

12.2. Vastaa seuraaviin korrelaatiota ja syy-yhteytta koskeviin osatehtaviin. (8 p.)

1. Selitd omin sanoin, mita tarkoittaa kahden muuttujan valinen korrelaatio.
(4p)

2. Usein varoitetaan, etta tilastollinen korrelaatio ei ole sama kuin muuttu-
jien valinen syy-yhteys. Anna esimerkki todellisesta tilanteesta, jossa kah-
della muuttujalla ei ole syy-yhteytta, mutta ne kuitenkin korreloivat selvasti
keskendan. Laskuja ei vaadita esimerkin tueksi, vaan sanallinen perustelu
riittaa. (4 p.)

Ratkaisu.
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12.1 suomalaisten lasten pituus ja paino: positiivinen korrelaatio

Lasten kasvaessa sylivauvoista aikuisiksi seka pituus etta paino kasvavat. Esi-
merkiksi teini-ikaiset ovat tyypillisesti seka pidempia etta painavampia kuin esi-
koululaiset. Yksilollisista eroista huolimatta tyypillisesti pidempi ihminen on myoés
painavampi, joten muuttujien valilla on positiivinen korrelaatio. Tama ei kuiten-
kaan tarkoita taydellista korrelaatiota, eli aina pidempi lapsi ei ole painavampi.

suomalaisten aikuisten kengannumero ja verenpaine: korrelaatio lahes nolla

1p.(yht.2p.)

Verenpaine riippuu perintotekijoista ja elintavoista seka mahdollisesta laaki-
tyksesta. Silla ei ole yleistiedon perusteella yhteytta kengannumeroon. Ylipaino
johtaa usein kohonneeseen verenpaineeseen, mutta ei vaikuta kengdnnume-
roon.

maan bruttokansantuote asukasta kohti ja lapsikuolleisuus: negatiivinen kor-

relaatio

Maissa, joissa asukaskohtainen bruttokansantuote on korkea, kdytetaan usein
enemman rahaa lasten terveydenhuoltoon kuin maissa, joissa asukaskohtai-
nen bruttokansantuote on alhainen. Taman vuoksi korkean bruttokansantuot-
teen maissa lapsikuolleisuus on tyypillisesti alhaisempi kuin matalan brutto-
kansantuotteen maissa. Voi olla olemassa joitakin maita, joissa tilanne on pain-
vastainen, mutta maan asukaskohtaisen bruttokansantuotteen ja lapsikuollei-
suuden valinen korrelaatio on edelld mainituin perustein kuitenkin negatiivi-
nen.

tikkatauluun osuneiden tikkojen pysty- ja vaakasuuntaiset koordinaatit: korre-

laatio ldahes nolla

Pysty- ja vaakakoordinaattien positiivinen korrelaatio tarkoittaisi sita, etta hei-
tetyt tikat osuvat nousevan suoran muotoiseen kuvioon. Vastaavasti negatii-
vinen korrelaatio tarkoittaisi tikkojen osuvan laskevan suoran muotoiseen ku-
vioon. Ei ole mitaan syyta, miksi tikat yleisesti osuisivat jommalla kummalla ta-
valla. Yksittaisen heittdjan kohdalla tallainen on toki mahdollista, mutta kyse
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on yksilon heittotekniikasta eika yleisesta korrelaatiosta ndiden kahden muut-
tujan valilla. Tikkojen pysty- ja vaakasuuntaisten koordinaattien korrelaatio on
siis Iahes nolla.

12.2 1. Kahden muuttujan valinen korrelaatio tarkoittaa muuttujien valista lineaa-
rista riippuvuutta. Kun piirretdan hajontakuvio, jossa suure A on kunkin pis-
teen z-koordinaatti ja suure B kunkin pisteen y-koordinaatti, ja sovitetaan
hajontakuvioon suora, suureiden A ja B valinen korrelaatio on sita voimak-
kaampaa, mita paremmin hajontakuvion pisteet osuvat suoralle. Sovitettua
suoraa kutsutaan regressiosuoraksi.

Korrelaatiota kuvataan korrelaatiokertoimella. Korrelaatiokerroin on sita |a-
hempéana suurinta mahdollista arvoaan eli lukua 1, mita paremmin hajon-
takuvion pisteet osuvat nousevalle suoralle. Korrelaatiokerroin on sita Ia-
hempana pieninta mahdollista arvoaan eli lukua —1, mitd paremmin pis-
teet osuvat laskevalle suoralle. Positiivinen korrelaatio tarkoittaa siis, etta
toisen suureen kasvaessa toinen suure yleensa kasvaa. Jos taas korrelaa-
tio on negatiivinen, niin toisen suureen kasvaessa toinen yleensa pienenee.
Korrelaatiokertoimen itseisarvo on sita suurempi, mita voimakkaampi suu-
reiden valinen korrelaatio on.

Korrelaatiokertoimen lukuarvo ei kuitenkaan kerro mitdaan muuttujien pe-
rusteella sovitetun suoran kulmakertoimesta. Ainoastaan suoran kulmaker-
toimen etumerkki on sama kuin korrelaatiokertoimella.

Pistetyksesta: Seuraavista asioista voi saada pisteita, kuitenkin niin etta mak-
simipistemaara on 4:
+ korrelaatio tarkoittaa muuttujien valista lineaarista riippuvuutta 1 p.

+ korrelaatio on sita voimakkaampaa, mita paremmin hajontakuvion pis-
teet sopivat suoralle 1 p.

+ selitetty, milloin korrelaatiokerroin on positiivinen 1 p.
+ selitetty, milloin korrelaatiokerroin on negatiivinen 1 p.
+ selitetty, milloin korrelaatiokerroin on lahella nollaa 1 p.
+ korrelaatiokertoimen suurin arvo 1 ja pienin arvo -1: 1 p.

2. Kaksi sellaista muuttujaa, joiden valilla on korrelaatio, mutta ei syy-seuraus-
suhdetta ovat jaateldnsydnti ja aurinkolasien myyntimaara. Molemmat ovat
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suurimmillaan kesalla ja pienemmillaan talvella. Syyna on se, etta aurinkoi-
nen saa lisaa seka jaateldon syontia ettd aurinkolasien ostamista. Aurinko-
lasien ostaminen sindnsa ei saa ihmisia haluamaan jaatel6a eika jaatelon
ostaminen sinansa haikaise ihmisia ja saa heita ostamaan aurinkolaseja.

Esimerkista yksi piste, perusteluista kolme pistetta.

Huom! Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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13. Polynomin merkkikaavio (12 p.)

Tutkitaan kolmannen asteen polynomifunktiota p(z) = ax®+bx? +cx +d. Funktion
derivaatan merkkikaavio on seuraavanlainen:

-1 2

P () + - +

Liséksi tiedetaan, etta funktion p(z) kuvaaja kulkee origon ja pisteiden (—1,7) ja
(2, —20) kautta.

1. Milld muuttujan z arvoilla p’(x) = 0? (2 p.)
2. Maarita funktio p(z). (6 p.)

3. Madrita p'(z). 4 p.)

Ratkaisu.

13.1. Derivaatan merkkikaavion mukaan derivaatan nollakohdat ovat x = —1 ja

x =2, joten yhtélon p/(z) = Oratkaisuonz = —1taix = 2.

Vastaus: p'(z) = Okunz = —1taiz = 2.

13.2. Tehtadvanannon mukaan polynomin p(x) kuvaaja kulkee origon kautta. On siis

ar® + b’ +cxr+d=y |si.zr=0y=0
a-0°+b-0°+c-0+d=0

-0

Kahdesta muusta pisteesta, joiden kautta kuvaaja kulkee, saadaan yhtaloryh-
ma
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{ —a+b—c=7
8a +4b+ 2c = —20
Kolmen tuntemattoman ratkaiseminen kahdesta yhtalosta ei onnistu, tarvi-

taan kolmas yhtald. Tama saadaan polynomifunktion derivaatasta. Derivaat-
tafunktio on

p(z) = 3ax? + 2bx + ¢

Kohdan 13.1 perusteella tiedetdan, etta derivaatalla on nollakohdat x = —1
jax = 2. Kayttamalla jalkimmaista nollakohtaa saadaan yhtalo
P(2)=0

3ax® +2bx +c=0 |kunz =2
3a-(2)%42b-2+¢=0
12a+4b+c=0
Lisataan tama kolmas yhtalo yhtaléryhmaan. Ratkaistava yhtaléryhma on siis:
—a+ b— c¢c=7
8a + 4b+ 2¢ = —20
120+ 4b+ ¢ =0
Laskinohjelmalla ratkaisuksi saadaan
a=2
b= -3

om 12

Edelld saatiin selville, ettd d = 0. Kysytty polynomifunktio on siis p(z) =

243 — 322 — 12z

Vastaus: Polynomifunktio on p(z) = 22 — 3z% — 12x.

Ratkaisussa oltaisiin voitu aivan hyvin kayttaa derivaatan toista nollakohtaa,
jolloin yhtaloryhman kolmas yhtalo olisi ollut 3a — 2b 4+ ¢ = 0. Ratkaisu on
luonnollisesti sama kuin ylla.

13.3.
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Kohdassa 13.2 laskettiin polynomifunktion derivaatan lausekkeeksi p/(z) =
3ax? + 2bx + c. Sijoitetaan tdhan edell3 lasketut arvot vakioille a, b ja c, jolloin
saadaan

p(z) =3az® +2bx+c  |si.a=2b=-3,c=—12

P(e)=3-2-2%+2-(-3) 212
p(x) = 62° — 6 — 12

Vastaus: Derivaattafunktio on p/'(z) = 6z* — 6z — 12.

| Ratkaisuvaihtoehto 2 |

Kohdassa 13.2. ratkaistiin polynomifunktion lauseke. Derivoidaan se:

p(z) = 22° — 32 — 12z
plr)=2-3-2-3-2.20 12
p(x) = 62> — 62 — 12

Vastaus: Derivaattafunktio on p/(z) = 62* — 6z — 12.

Voidaan viela tarkistaa, ettd tdman derivaatan nollakohdat ovat todella tehta-
vanannossa annetutz = —ljaxz = 2:

6-(—1)*—6-(—1)—12=6+6—12
=0 okl
6-(2)?—6-(2)—12=6-4—12— 12
=24 — 24
=0 ok!

Huom! Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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