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1. Yhtal6t ja epayhtalot (12 p.)

Tassé tehtavassa riittdd pelkkd vastaus. Ald perustele tdman tehtdvan vastauksia.
Tassa tehtavassa ei voi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria. Kunkin vastauk-
sen enimmaispituus on 30 merkkia.

1.1. Ratkaise yhtalo —4z +2 =0.(2 p.)
1.2. Ratkaise epayhtalo 2z + 4 < —6. (3 p.)
1.3. Ratkaise yhtal6 2% + 23 = 0. (3 p.)

1.4. Mitkd luvut z € R toteuttavat molemmat epéyhtilét —3z + 6 < 0jax? — 9 <
0?(4p.)

Ratkaisu.
1.1. Vastaus: x =1 : 2.
Lisaselitys:
—4r+2=0
2 =4x
dr=2 | :4
2
T = -
4
1
T =—.
2
1.2. Vastaus: x < —5.
Lisaselitys:
20 +4< -6
20 < —6—4

2 < —10 | :2

T < —H.
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1.3. Vastaus: x = O taix = —1.

Lisaselitys:
2 =0

(1) =0

Tulon nollasaannoén nojalla z = 0 tai

2?+1=0
=1
r=—1
1.4. Vastaus: 2 <z < 3.
Lisaselitys:
—3r+6<0
—3z < —6 | :(=3) (suunta muuttuu)
x> 2.
ja
2> —9=0

(z—3)(z+3)=0
Tulon nollasaannalla

r—3=0 tai x+3=0
r=3 tai r=—3.

Kyseessa on yldspain aukeava paraabeli, joten 22 — 9 < 0, kun —3 < = < 3.
Molemmat epdyhtaldt toteutuvat siis, kun 2 < xz < 3.
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2. Vektorilaskuja (12 p.)

Tutkitaan vektoreita @ = 71 + 2j jab = —3i + 55. Ala perustele taman tehtavan
vastauksia. Tassa tehtavassa eivoi kayttaa kuvakaappauksia eika kaavaeditoria, joten
1 ja 7 kirjoitetaan muodossa i ja j. Kunkin vastauksen enimmaispituus on 30 merkkia.

2.1. Laskea + b. (2 p.)

2.2. Laske b — 2a. (2 p.)

2.3. Laske |b|2. (2 p.)

2.4. Laske vektorin @ + b pituus kahden desimaalin tarkkuudella. (2 p.)
2.5. Laske @ - b. (2 p.)

2.6. Laske vektorien a ja b valinen kulma asteen tarkkuudella. (2p.)

Ratkaisu.
2.1. Vastaus: 4i + 7j. M
Lisaselitys:

a+b="Ti+2j—3i+5]
=(7T-3)i+(2+5);

= 44 + Tj.

2.2. Vastaus: -17i +|.

Lisaselitys:
b—2a=—3i+5j—2-(7i +2j)
=-3i+5]—2-Ti—2-2j

= —17i +j.
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2.3. Vastaus: 34,

Lisaselitys:

2.4. Vastaus: 8,06.
Lisaselitys: Kohdan 1 nojalla@ + b = 4i + 7.
G@+b)2=(a+b)-(a+bd)
= (4i+7j) (4i+7j)
=4-44+7-7
=16 +49
=065

@+ b = V65 = 8,0622. .. ~ 8,06.

2.5. Vastaus: -11.
Lisaselitys:
a-b=(Ti+2j)- (=31 +5])
=T7-(=3)+2-5
=—-21+10
= —11.

2.6. Vastaus: 105.
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Lisaselitys: Vektorin @ pituus:

la| = V7% + 22
= VH3.
Vektorin b pituus kohdan 3 perusteella |l_)] = 1/ 34. Ratkaistaan vektorien valinen
kulma
— . E
cos(a) = _a =
@l - 5]
(@) —11
cos(a) = ———=
Vo3 -3

cos(a) = —0,2591 . ..
a =105,018...°
a =~ 105°.
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3. Pinta-alan aariarvo (12 p.)

2
1. Laske integraali/ sm( ) dzx. (3 p.)
0

2. Funktion f(z) = sin ( ) kuvaajan ja x-akselin rajoittamasta alueesta leikataan
pystysuora kaistale suorillax =tjax = t+ . Milla parametrinarvolla0 <t < 3
kaistaleen pinta-ala on suurin mahdollinen? (9 p.)

Ratkaisu.

. Selvitetaan funktion sin ( ) integraalifunktio. Tutkitaan funktion cos ( ) deri-
vaattaa.

Nain ollen funktion sin (gx) integraalifunktio on —% coS (gx)
Lasketaan integraali. Funktio sin ( x) on epénegatiivinen valilla [0, 2], joten

2

/sm( ) dil?—/——cos (;T:E>

0
2 T 2 T
a7 2 '2) B T <_ ' )
- Cos (2 ( 7Tcos 5 0 )
2

|

CRIS

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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Ratkaisuvaihtoehto 1

Pinta-ala on

A = [ sin(3-o) o o)

I
|
S |
o
O
»n
/N
o1
)
N—

2 . <7r t+7r>+2 S(ﬂ- t)
=——-cos|—<- — —cos | —=-
2 4 T 2

2
=—- (cos(z-t>—cos<g-t—|—%>>
T

Derivoidaan A(t).

w0 =2 (o (5) 4§ (54 ))

:sin<ﬁ-t+z>—sin gt)

2 4

Selvitetdan derivaatan nollakohdat.

in (3 t+5) —sin(Z1) =0
Sin 5 1 sSin 5 =

sin (5 -t + ) =sin (5 -¢) (zoneen)
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Yhtal6 on tosi, kun

SR R

(ei ratkaisua)

AN

tai

T+ D= Iy (eontom)
1

2

Funktion suurin arvo 18ytyy derivaatan nollakohdasta tai valin paatepisteista.
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Il
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2 1 1
=—-|zV2-— \[2 — —7\/5

7T 2 9

2

T
= 0,4872 < suurin arvo.

Vastaus: Kaistaleen pinta-alan arvo on suurin parametrin arvollat = %.

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.

Ratkaisuvaihtoehto 2

Pinta-ala on

t+1
At) = / sin <g . m) d: (1P one4p)

t

Integraalin pinta-alatulkinnasta voidaan paatellg, ettad A(t) on kasvava kaikilla sel-
laisilla ¢, joilla

1
(5 (t+§)) > sin (£ 1) . B
Arvolla t = 0 epdyhtald patee. Ratkaistaan, milla ¢:n arvolla yhtasuuruus patee.

sin (g (t+%>) — sin (gt)

sin (5 -+ ) =sin (5 1) (eorem)

2 4 2
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Vaihtoehto - -
ity Tat
on mahdoton. Jaljelle jaa vaihtoehto
g,t_i_gzﬁ_g_t 1p (yht. 8p)
B s
Tt =T — 1
it = 57 | :7m
4

)= (o)
4

Taten siis A(t) on kasvava kun t < %ja vaheneva, kunt > %, joten pinta-alan

arvo on suurin mahdollinen parametrin t arvolla %. 2p yht 11p)

Vastaus: Kaistaleen pinta-alan arvo on suurin parametrin arvollat = %.
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4. Suurin etaisyys (12 p.)

Piste (z,y) toteuttaa epayhtalén x? + y? < 1. Maérit pisteen (z,y) suurin mah-
dollinen etdisyys origosta.

Ratkaisu.

Tarkastellaan pisteita (z1, y1 ), joille patee
x% + yf < 1.

Kaikille tallaisille pisteille I0ytyy toinen piste (2, y2), jonka x- tai y-koordinaatin itsei-
sarvo on suurempi kuin pisteelld (1, y;) ja jolle patee

oty =1

Nain ollen pisteet, joiden etdisyys origosta on suurin, 16ytyvat pistejoukosta, jolle pa-
tee

R
y2 —1— x4
Naiden pisteiden (z, y) origosta mitatun etdisyyden neli6 on

d(z) = 2* + y* = 2® + 1 — o, (V)

Etaisyyden suurin arvo on samassa kohdassa kuin etaisyyden nelién suurin arvo.
1p (yht. 5p)

Derivoidaan d.

d'(r) = 27 — 4%

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

d(x)=0
2 —4x® =0
z(2 — 42%) =0
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Tulon nollasaanndn nojalla joko x = 0 tai

2_4372:0
1
2__
YT
x:i tai x:_i'
V2 V2

Pisteet toteuttavat yhtalén
IL‘4 + y2 — 17

joten muuttujan x arvon taytyy olla valilla [—1, 1]. Funktion suurin arvo 16ytyy deri-
vaatan nollakohdista tai valin paatepisteista.

d(-1)=(-1*+1-(-1)'=1
()3

d(0) = 1
()

d(1) =1

3p (yht. 11p)

Pisteytyksesta: Suurimman arvon voi maarittad myos kulkukaavion avulla. Talléin
kulkukaaviosta saa 2p ja suurimman etaisyyden laskemisesta 2p.

Pisteen (z, y) suurin mahdollinen etéisyys origosta on siis
ﬁ _ V5
4 2

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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5. Kuvioita ympyrassa (12 p.)

Aineisto:

5.A  Kuvio: Ympyra

Ympyran sade on 4. Sen sisalle piirretaan kolme kayraa, jotka yhdistavat ympyran
vaakasuoran halkaisijan paatepisteet kuvion 5.A osoittamalla tavalla. Jokainen kayra
koostuu kahdesta puoliympyran kaaresta, ja ne jakavat ympyran vaakasuoran hal-
kaisijan neljaan yhta suureen osaan. Yhdessa kayrat jakavat ympyran neljdan eriva-
riseen alueeseen. Osoita, etta niilla kaikilla on sama pinta-ala.

Ratkaisu.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Kuvassa oranssi ja vihrea alue ovat symmetrian nojalla keskendan yhtenevat, joten
niiden pinta-alat ovat samat. Vastaavasti keltainen ja sininen alue ovat symmetrian
nojalla keskendan yhtenevat, joten niiden pinta-alat ovat samat. Jos siis yhden alueis-
ta pinta-ala on tasmalleen neljannes koko ympyran pinta-alasta, kaikkien alueiden

pinta-alojen taytyy olla keskenddn samat.

Koko ympyran sade on 4, joten sen pinta-ala on

A=r-4% =167, (24030

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 14
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Kuvassa oranssin alueen pinta-ala koostuu kahdesta osasta: puoliympyrasta, jonka
sade on 1 seka kuviosta, jonka pinta-ala on puoliympyran, jonka sade on 4 ja puo-

liympyran, jonka sade on 3, erotus. w

Oranssin kuvion pinta-ala on siis

g-w.lu(;ﬂ.f_l.ﬂ.gz)
4

A, =

elitasan neljannes koko ympyran pinta-alasta, joten kaikkien alueiden pinta-

alat ovat samat. -

] Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kuvassa oranssi ja vihrea alue ovat symmetrian nojalla keskendan yhtenevat, joten
niiden pinta-alat ovat samat. Vastaavasti keltainen ja sininen alue ovat symmetrian
nojalla keskendan yhtenevat, joten niiden pinta-alat ovat samat. Jos siis yhden alueis-
ta pinta-ala on tasmalleen neljannes koko ympyran pinta-alasta, kaikkien alueiden

pinta-alojen taytyy olla keskendan samat.

Oppimateriaalit - Iaakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 15


https://www.mafyvalmennus.fi

-VALMENNUS www.mafyvalmennus.fi

Yhdenmuotoisten kuvioiden pinta-alojen suhde on niiden vastinosien nelididen suh-
de. Ylemman puoliympyran sen osan pinta-ala, joka ei ole virhea, suhde koko ylem-
man puoliympyran pinta-alaan on siis

32 9
4216
eli vihrean alueen osuus ylemmasta puoliympyrasta on
9T
16 16
Vastaavasti virhean osuus alemmasta puoliympyrasta on
2
r_1
42 16
Merkitdan koko ympyrén pinta-alaa A:lla. Nain ollen vihreédn alueen pinta-ala on
ra,14_4
16 2 16 2 4
Vihrean alueen pinta-ala on siis tdsmalleen neljannes ympyran pinta-alasta, joten
kaikkien alueiden pinta-alat ovat keskenaan samat. O

Ratkaisuvaihtoehto 3 \
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Kuvassa oranssi ja vihrea alue ovat symmetrian nojalla keskendan yhtenevat, joten
niiden pinta-alat ovat samat. Vastaavasti keltainen ja sininen alue ovat symmetrian
nojalla keskendan yhtenevat, joten niiden pinta-alat ovat samat. Ndin ollen riittaa
osoittaa, etta oranssin alueen pinta-ala on yhta suuri kuin keltaisen alueen pinta-ala.

Kuvassa oranssin alueen pinta-ala koostuu kahdesta osasta: puoliympyrasta, jonka
sade on 1 seka kuviosta, jonka pinta-ala on puoliympyran, jonka sade on 4 ja puo-

liympyran, jonka sade on 3, erotus.
Oranssin kuvion pinta-ala on siis

4 :l.w.12+<1.ﬁ.42_1.ﬂ.32)
) 2

2

_ 4 (o)

Kuvassa keltaisen alueen pinta-ala koostuu kahdesta osasta: 1) puoliympyran, jonka

sade on 2 ja puoliympyran, jonka sade on 1 erotuksesta, ja 2) puoliympyran, jonka

sade on 3 ja puoliympyran, jonka sade on 2, erotuksesta.

Keltaisen alueen pinta-ala on siis

1 1 1 1
Ak:(é'ﬂ-QQ_E71-'12)—'—(5'77-32_57T22) 2p (yht. 11p)

— 4. 1p (yht. 12p)

Nain ollen alueiden pinta-alat ovat samat. O
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6. Paraabeli ja piste (12 p.)

Tassa tehtdvassa vastaukset voi antaa joko tarkkoina arvoina tai likiarvoina kahden
desimaalin tarkkuudella.

Tarkastellaan paraabelia y = x? ja pistettda A = (1, —1).
1. Mihin paraabelin pisteisiin piirretyt tangentit kulkevat pisteen A kautta? (4 p.)

2. Maarita pistetta A l1ahinna oleva paraabelin piste ja sen etaisyys pisteesta A. (8 p.)
Ratkaisu.

1. Merkitaan kysyttya tangenttisuoran ja kayran sivuamispistetta (o, yo). Yleisesti
pisteen (g, yo) kautta kulkeva suoran yhtalo on

Yy —yo = k(x — x0),
missa k on suoran kulmakerroin.

Kohdassa g kdyrdny = f(x) = 2 piste on (g, z2), joten sen kautta kulkevan
tangenttisuoran yhtal® on

Tangentin kulmakerroin on kdyrén iy = f(z) = 2 derivaatta kohdassa x, eli
k= f(zo) = 2z0.
Tangentin yhtald on siis

y — 1t = 2xo(x — 20).

Tangentti kulkee pisteen A(1, —1) kautta, joten x = 1jay = —1 toteuttavat
tangentin yhtalén. Sijoitetaan nama tangentin yhtaloén.

—1 - a3 = 220(1 — ap). (200

Ratkaistaan tasta yhtalosta xy CAS-ohjelmalla:

To=—-V2+1 TAl  x5=+V2+1.
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Kohtiin z; = —v/2 + 1 jax, = V241 piirretyt tangentit siis kulkevat pisteen A
kautta. Lasketaan naita kohtia vastaavat y:n arvot.

h = flan) =2 =323

yo=flun) =23 =3+2V2

Vastaus: Pisteisiin (—\/§ +1,3— 2\/§) ja (\/§+ 1,3+ 2\/5) piirretyt tangentit

kulkevat pisteen A(1, —1) kautta.

Pisteytyksesta: Vastauksen voi antaa my®os likiarvona kahden desimaalin tarkkuu-
della. Talloin kysytyt pisteet olisivat (—0,41;0,17) ja (2,41; 5,83).

Varilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.

2. Parabeelin piste kohdassa x on B(z, z%). Pisteiden A(1, —1) ja B(x, 2%) vélisen
etdisyyden neli6 on

d(z) = (z — 1) + (2% — (1))
— o* + 327 — 20 + 2. (1PON70)

Derivoidaan funktio d.

0'(x) = 42 + 6z — 2.

Maaritetaan derivaatan nollakohdat CAS-ohjelman avulla.

z=03129. ..

Lasketaan derivaatan arvo kohdissax = O jax = 1.

d0)=-2<0
d'(1)=8>0.

Muodostetaan kulkukaavio.
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dx @ | @
do| ~ | _—

min

1p (yht. 10p)

Funktio d(z) saa siis pienimman arvonsa kohdassa = 0,3129... ~ 0,31. Las-

ketaan tatd kohtaa vastaava y-koordinaatti kayraltd y = f(z) = 22

£(0,3129...) = (0,3129...)* = 0,097911 ... =~ 0,10.

Pistettd A Iahimpana on siis paraabelin piste B(0,31;0,10).
Pisteiden valinen etaisyys on

d(0,3129...) = 1,2951 ... ~ 1,30.

Vastaus: Pistettd A 1ahimpéna on paraabelin piste B(0,31;0,10) ja pisteiden A
ja B valinen etaisyys on 1,30.
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7. Yatzy (12 p.)

Yatzy-noppapelissa pelaaja heittaa viitta noppaa. Tutkitaan tarkemmin heittoja, joi-
den tuloksena saadaan tdyskdsi tai neliluku yhdella viiden nopan heitolla. Tayskadella
tarkoitetaan tulosta, jossa yksi silmaluku esiintyy kolme kertaa ja joku toinen silma-
luku kaksi kertaa. Neliluvussa esiintyy nelja samaa silmalukua ja yksi muu silmaluku.

1. Maarita todennakdisyys sille, etta saadaan tayskasi, jossa esiintyy kolme kuutosta
ja kaksi viitosta. (3 p.)

2. Maarita todennakaisyys sille, etta saadaan tayskasi. (6 p.)

3. Maarita todennakoisyys sille, etta saadaan neliluku. (3 p.)
Ratkaisu.

1. Tarkastellaan erilaisia mahdollisia viiden silmaluvun jonoja siten, etta nopat ero-
tetaan toisistaan. Kullakin nopalla on kuusi mahdollista silmalukua, ja noppia on
viisi kappaletta, joten mahdollisia viiden silmaluvun jonoja on yhteensa

A = 6" kpl. (1R0R19)

Kysytyssa tayskadessa on kolme kuutosta ja noppia on viisi. On siis

)-»

vaihtoehtoa, minka noppien silmaluvut ovat kuusi. Jaljelle jaavia noppia on kak-
si ja niiden molempien silmaluvut ovat viisi, joten on vain yksi vaihtoehto, minka
jaljelle jaavien noppien silmaluvut ovat viisi: molempien. Nain ollen suotuisia sil-

malukujojoja on
Sy = 10kpl.
Kysytty todennakoisyys on siis

S, 10
P(kolme 6 ja kaksi 5) = Zl = & = 0001286 . ~ 0.0013 = 0,13%.

Vastaus: Todennakoisyys saada tayskasi, jossa on kolme kuutosta ja kaksi vitosta,

on 0,0013 = 0,13%.
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2. Kohdassa 1 laskettiin todennakadisyys, etta saadaan tayskasi, jonka silmaluvut oli
maaratty. Jos valitaan ensin, mikad sama silmaluku on kolmessa nopassa ja sitten
mika sama silmaluku on kahdessa nopassa, saadaan, etta ensimmaisessa valin-
nassa on 6 vaihtoehtoa ja toisessa 5 vaihtoehtoa, joten erilaisia tayskasia on yh-

teensa
6.5 = 30 (40ne7p)

kappaletta.
Pisteytyksesta: Kolmikon vaihtoehdot = 2 p ja kaksikon vaihtoehdot = 2 p.

Kohdan 1 nojalla kutakin tayskatta vastaavia silmalukujonoja on 10 kappaletta,
joten erilaisia suotuisia silmalukujonoja on siis

Sy =30-10 = 300
kappaletta. Kaikkiaan viiden silmaluvun muodostamia jonoja on sama 6°, miké oli
kohdassa 1. Kysytty todennakoisyys on siis

Sy 300
=2 = T =0,03858... ~ 0,039 = 3,9%.
A6 ’ o

P(tayskasi) =

Vastaus: Todennakaoisyys saada tayskasi on 0,039 = 3,9%.

3. Lasketaan neliluvun todennakoisyys samalla tavalla kuin kohdissa 1 ja 2 laskettiin
tayskaden todenndakdisyys. Jos valitaan neljan nopan samaksi silmaluvuksi tietty
luku ja yhden nopan eri silmaluvuksi tietty luku, on siis

(5):5

4

silmalukujen jonoa, jotka vastaavat tata kyseista maarattya nelilukua. Jos valitaan
ensin, mika sama silmaluku on neljassa nopassa ja sitten mika eri silmaluku on
viimeisessa nopassa, saadaan, ettd ensimmaisessa valinnassa on 6 vaihtoehtoa
ja toisessa 5 vaihtoehtoa, joten erilaisia nelilukuja on yhteensa

6 - 5 = 30. (Ruht 11D

Nain ollen nelilukuja vastaavia suotuisia silmalukujonoja on yhteensa

S3=30-5=150
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kappaletta. Kaikkiaan viiden silmaluvun jonoja on sama A = 6°, mika oli kohdas-
sa 1. Kysytty todennakdisyys on siis
S3 150

= =0,01929...~ 0,019 = 1,9%.

P(neliluku) = I &

Vastaus: Todennakaisyys saada neliluku on 0,019 = 1,9%. ([PWht12p)
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8. Polynomien jakoalgoritmi (12 p.)

Polynomien jakoalgoritmilla voi jakaa esimerkiksi polynomin
p(r) = 25 — da* + 20% + T2 — 3z + 4

polynomilla ¢(z) = 2% — 3z + 1. T4ssé on suoritettu jakoalgoritmin ensimmaéiset
vaiheet:

p(x) = x'q(x) + 32° — bat + 22° + 7a® — 3w + 4
= (z* + 32%)q(z) + 42* — 2° + T2% — 3z + 4.

Selita sanallisesti, mita tassa on tehty, ja suorita jakoalgoritmi valivaiheineen loppuun
asti.

Ratkaisu.
Ensimmaisessa vaiheessa katsotaan jaettavan polynomin
p(z) = 2% —4a* + 22 + 72* — 3w + 4
korkeimman asteen termi3, eli termi z° ja ilmaistaan se jakajana olevan polynomin
qz) =2 -3z +1
avulla seuraavasti:
5=t o
— ot (2% — 32+ 1 + 3¢ — 1) (1RORe2D)]

=z' (2* =3z +1) + 32° — 2!

:$4 (](27) +3$5 _$4’

jolloin saadaan tehtdvanannon ensimmaisen vaiheen yhtald seuraavasti
p(z) = w4q(x) +32° — 2t — 42t 4+ 22° + 72* — 3w +4

= atq(x) + 3¢° — 5at + 20 + 72 — 3z + 4. (1)
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Toisessa vaiheessa katsotaan jaettavan polynomin edellisen vaiheen muodon kor-
keimman asteen termia niista termeistd, jossa ei ole kertojana polynomia ¢(x), eli
termia 32°. Se ilmaistaan polynomin q(z) avulla seuraavasti:

3z° = 3x° - 2?
=32 (2 = 3r+1+3r—1)
=32° (2 —3x + 1)+ 92" — 32°

=32% - q(z) + 92 — 327,

Talldin voidaan jatkaa ensimmaisen vaiheen yhtaldsta (1) seuraavasti:
p(x) = z'q(x) + 32° — 52t + 22° + T2 — 3z + 4
— 2'q(x) + 32°q(x) + 92 — 32° — 5t + 2% + Ta? — 30 + 4

= (o' +32%)q(w) + 42" — 2® + T2® — 3 +4 @

eli saadaan tehtavanannossa naytetty algoritmin toinen vaihe.

Pisteytyksesta: Yhtaldiden sijaan riittdvan tasmallinen sanallinen selitys ideasta ja
vaiheista riittaa.

Suoritetaan jakoalgoritmi vastaavasti loppuun saakka.

4ot = 42° - 2*
=42 (2 —3x+ 1+ 3z —1)
=da? . (2* — 3z + 1) + 122° — 422
= 4a* - q(z) + 122° — 42°.
Yhtalosta (2) saadaan siis
p(z) = (* + 32%)q(x) + 4a* — 2% + T2* — 3z + 4
= (2" + 32°)q(x) + 42” - q(x) + 122° — 42 — 2° + T2* — 3v + 4
= (2" + 32 + 42?)q(z) + 112° + 32% — 32 + 4 (3)

Seuraava vaihe:
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112? = 112 - 22
=1z -(2* -3z +1+3x—1)
=11z (2 — 3z + 1) + 332° — 11z

=11z - g(z) + 332° — 11z.

Yhtalosta (3) saadaan siis
p(z) = (2* + 32° + 42?)q(x) + 112° + 32 — 3z + 4
= (2* + 32 + 42?)q(z) + 112 - q(x) + 332 — 11z + 32° — 32 + 4

= (2 + 32® + 42” + 112)q(2) 4 362” — 14z + 4 (4)

Seuraava vaihe:

3622 = 36 - 22
=36- (2" -3z +1+3x—1)
=36- (2 — 3z + 1)+ 108z — 36

= 36 - q(z) + 108z — 36.

Yhtalosta (4) saadaan siis
p(z) = (2 + 32% + 42 + 112)q(z) + 362% — 142 + 4
= (2" + 32° + 42® + 112)q(z) + 36 - ¢(x) + 1082 — 36 — 14z + 4

= (2" + 32° 4 42 + 11z + 36)q(z) + 94z — 32

Lopputulos kannattaa tarkistaa CAS-ohjelmalla. Esimerkiksi TI-Nspirella sen voi tar-
kistaa seuraavasti:

6 4 3

polyQuotientL‘r —4-x"+2-x +7-x2—3-x+4,x2—3-x+1_]

»xt43 944524111436
4

3

polyRemainderLcﬁ—f&-x +2-x +7-x2—3-x+4,x2—3-x+1] » 04- x—32

Varilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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9. Kaanteisfunktion derivaatta (12 p.)

Anna esimerkki funktiosta f, jonka kaanteisfunktion derivaatalle patee (f~1)" (2) =
%. Muista perustella, miksi esimerkillasi on vaadittu ominaisuus.

Ratkaisu.

Esimerkiksi kdy funktio f(z) = 2.

Pisteytyksesta: Mika tahansa ehdot tayttava funktio kay vastaukseksi.

\ Perusteluvaihtoehto 1 \

Funktio f on aidosti monotoninen, joten silla on olemassa kaanteisfunktio. Funktion

f kaanteisfunktion f~! lauseke on f_l(x) —¢ ' Sills
F(f =) =f (g) —9.r .

2

Funktion f kaanteisfunktion f~! derivaatta on

kaikkialla, joten myds

(FY(2) = . o)
2

\ Perusteluvaihtoehto 2 \

Funktio f on aidosti monotoninen, joten silld on olemassa kaanteisfunktio. Funktion
f kaanteisfunktion f~! derivaatta kohdassa 2 on kaanteisfunktion derivaatan kaa-

valla
1
f12) 2
silla funktion f derivaatta on f'(x) = 2 kaikilla .

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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10. Suuren luvun logaritmi (12 p.)

Luvuna = 1234...9101112...99100101 ... 998999 kymmenjarjestelmaesitys saa-
daan kirjoittamalla luvut 1, 2, 3,...,998 ja 999 perakkain.

1. Milla kokonaisluvulla k patee a ~ 1,23 - 10%? (3 p.)

2. Maarita luvun In a kokonaisosa. (9 p.)

Ratkaisu.

1. Lasketaan suuren luvun a numeroiden lukumaara. Luvuissa 1-999 on 9 kpl yksi-
numeroisia lukuja, 99 — 9 = 90 kpl kaksinumeroisia lukuja ja 999 — 90 — 9 = 900
kpl kolminumeroisia lukuja. Luku a saadaan kirjoittamalla luvut 1-999 perakkain,
joten luvun a numeroiden lukumaara on

942-90+3-900 = 2889, (200Nt 29))

Kun kokonaisluku & > 2, luvussa 1,23 - 10¥ on k + 1 numeroa. N&in ollen
a~123-10"%
kun

kE+1=2889

k= 2888,

Vastaus: £ = 2888.

Ratkaisuvaihtoehto 1

Kohdan 1 nojalla
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1,23 10%% < a < 1,24 10
In(1,23 - 10%%¥) < In(a) < In(1,24 - 10°5%)
In(1,23) + In(10%%) < In(a) < In(1,24) + In(10%%%%)
In(1,23) + 28881n(10) < In(a) < In(1,24) + 28881n(10)

6650,07. .. < In(a) < 6650,08. . ..
Nain ollen luvun In a kokonaislukuosa on 6650.

Vastaus: Luvun In a kokonaislukuosa on 6650.

Ratkaisuvaihtoehto 2 \

Kohdan 1 nojalla saadaan, etta

In(a) =1In (1,234. . 102888) 2p (yht. 5p)
=1In(1,234...) + In (10°%%)
=1n(1,234...) + 2888 - In(10)

=1In(1,234...) + 6649,865. ..

Luonnollinen logaritmi on aidosti kasvava, joten

In(a) > In(1,23) + 6649,865 . .. = 6650,07 ...
ja
In(a) < In(1,24) + 6649,865 ... = 6650,08 . . .. ([PYAC1P

N&in ollen luvun In a kokonaislukuosa on 6650.

Vastaus: Luvun In a kokonaislukuosa on 6650.
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11. Lukujono (12 p.)

Olkoon a; = \/§ja Gni1 = V2 4+ a,, kunn > 1.
1. Osoita induktiolla, etta jono (a,,) on kasvava. (4 p.)

2. Osoita induktiolla, ettd a,, < 2 kaikillan > 1. (4 p.)

\/2+\/2+\/ﬁ

arvo tulkitsemalla se jonon (a,,) raja-arvoksi. (4 p.)

3. Maarita lausekkeen

Ratkaisu.

1. Vaite: a,11 > a, kaikilla kokonaisluvuillan > 1.

Tutkitaan ensin tapaus n = 1. a1 = v/2, joten

as =+vV2+a = 2—|—\/§>\/§:a1.

Vaite on siis tosi tapauksessa n = 1.
Induktio-oletus: a,+1 > a,.

Osoitetaan, etta induktio-oletuksesta seuraa vaite a, 1o > api1.

Unt2 = \/2 4 Gng1 2> \/2+an:an+1. O

2. Viaite: a,, < 2 kaikillan > 1.
Tutkitaan ensin tapaus n = 1.

2<4

V2 < V4

CLl<2.
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Vaite on siis tosi tapauksessa n = 1.

Pisteytyksesta: Alkuaskeleessa riitta todeta, ettd /2 < 2.
Induktio-oletus: a,, < 2.

Osoitetaan, etta induktio-oletuksesta seuraa vaite a,,+1 < 2.

s = VI Tl < VI3 = Vi = 2. BH)

3. Lausekkeen

\/2+ 2+V2+...

arvo on sama kuin raja-arvo

a= lim a,.
n—oo

Kohtien 1. ja 2. nojalla lukujono (a,,) on kasvava ja rajoitettu, joten se suppenee
kohti tata raja-arvoa. Nain ollen kun n — oo, a,+1 — aja a, — a.

lim a,.; = lim 2+ a,

n—oo n—oo

lim apq =, /24 lim a,
n—oo n—o0

a= 2+a

Ratkaistaan yhtalo CAS-ohjelmalla:

a=2.

\/2+ /2+ 2+ 1p(yht 12p)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.

Saadaan siis
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12. Geometrisen keskiarvon todennakéisyyksia (12 p.)

Kahden positiivisen luvun a ja b geometrinen keskiarvo on v/ ab.

1. Anna esimerkki valin 2-100 kahdesta eri kokonaisluvusta a ja b, joille v/ab on ko-
konaisluku. (3 p.)

2. Satunnaislukugeneraattori arpoo toisistaan riippumatta kaksi kokonaislukua va-

lilta 1-100 niin, etta jokaisen luvun todennakdisyys on ﬁ. Mika on todenndakoi-

syys sille, etta arvottujen lukujen geometrinen keskiarvo on kokonaisluku? Voit
laskea tapahtuman klassisen todennakdisyyden tarkasti tai esittaa sille simuloin-
tiin perustuvan arvion. (9 p.)

Ratkaisu.

1. Esimerkiksiluvuta = 2ja b = 8.

Niiden geometrinen keskiarvo on

Vab = V378 — V6 — 4. [E0)

Tahan kdy vastaukseksi mitka tahansa kaksi eri kokonaislukua valilta 2-100, joille
ehto patee.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1: Tarkka arvo

Merkitaan luvun a mahdolliset arvot 1-100 taulukkolaskennan sarakkeeseen A
riveille 2-101 ja luvun b mahdolliset arvot riville 1 sarakkeisiin 2-101. siten, etta
kutakin solua sarakkeissa 2-101 ja riveilla 2-101 vastaa tietty a:n arvo ja tietty b:n
arvo.
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L s RS R

B e e e
o=l N ) M = O

-
2

Lasketaan kuhunkin soluun solua vastaavien a:n ja b:n geometrinen keskiarvo.

__________ 1 2
___________ 1414213562
1414213562 2
1732050808 2 449489743
2 2.828427125
2236067977 316227766
2 449489743 3 464101615
2645751311 3741657387
2 828427125 4
3 4242640687

316227766 4 472135955
331662479 4 69041576
3.464101615 4803979486
3605551275 5099019514
3741657387 5201502622
3.872083346 5477225575
4 5 656854249
4123105626 5.330951395
4242640687 6

A 2COoONONAA £ ACA41 ANND

(=R =- A= REE B SRV S A
=y

Ll il el =
0O~ @ 1 s L P D

a
5

3
1.732050308
2.4494539743

3
3.464101615
3.6729583346
4242640687
4552575695
4698979486
5.196152423
5. 477225575
5.744562647

]
6244997995
6.450740695
6.705203932

6.92820323
7.141428429
7.348469225

T CANDDA4DC

4 b

2| 2.236067977
2.828427125  3.16227766
3.464101615 3.872983346

4 4472135955
4472135955 5
48989794586/ 5477225575
5.291502622 5.916079733
5.656654249 6.32455532

6| 6.708203932
6.32455532 7.071067812
6.633249581 7.4161958487
6.925620323 7.745966692
7.211102551 8.062257748
7.433314774 8.366600265
7.745966692 5.660254035

8 8.04427191
5.246211251 9.219544457
5.485261374 9.456832981

0 FATFTIATOOT N TACTNADAC

Taman voi tehda kirjoittamalla soluun B2 kaavan

NELIOJUURI($A2*B$1)

6
2.449489743 2.6457¢
3.464101615 3.7416¢
4242640657 4.5825)
4593979456 5.2915(
5477225575 5.91607

6 6.4807¢
6.450740695

6.92620323 7.48331
7.345469228 7.9372¢
7.745966692 5.3666(
8.124035405 8.7749¢
6.485281374 9.165]
8.831760866, 9.5393¢
9.16515139 9.8994¢
9.486532951 10.246¢
9.797955971 10.583(
1009950494 10.908i
10.39230485) 11.224¢

AN CTINTOAC, 44 CIIC

ja kopioimalla taman kaavan kuhunkin soluun riveilla 2-101 ja sarakkeilla 2-101.
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Lasketaan ahkerasti ja huolellisesti kasin, kuinka monessa solussa on kokonaislu-

ku. Tulokseksi saadaan 310.

Nain ollen sellaisia lukupareja a ja b, joiden geometrinen keskiarvo on kokonais-
luku, on 310 kappaletta. Kaikkiaan lukupareja on 100? = 10000 kappaletta, ja
kunkin lukuparin todennakoisyys on sama, joten todennakdisyys, etta satunnais-
lukugeneraattorin valiltd 1-100 arpomien lukujen a ja b geometrinen keskiarvo
on kokonaisluku, on

S0 031 = 3,1%.

P =
10000

\ Ratkaisuvaihtoehto 2: Tarkka arvo

Tehdaan ratkaisu tasmalleen kuten vaihtoehdossa 1, mutta kasin laskemisen si-
jaan lasketaan niiden geometristen keskiarvojen lukumaara, jotka ovat kokonais-
lukuja, seuraavasti:

Tehd&aan uusi yhta suuritaulukko edellisen taulukon alle, ja merkitaan JOS-funktion
avulla sen soluihin 1, jos ylla olevan taulukon vastaavassa solussa on kokonaislu-
ku ja 0, jos ylla olevan vastaavan taulukon solussa ei ole kokonaislukua.

1 2 3 4 5 G

1 1 0 0 1 0 0
2 0 1 0 0 0 0
3 0 0 1 0 0 0
4 1 ] ] 1 ] ]
5 ] ] ] ] 1 ]
G 0 0 0 0 0 1
7 0 0 0 0 0 0
8 0 1 0 0 0 0
9 1 0 0 1 0 0
10 0 0 0 0 0 0
11 ] ] ] ] ] ]
12 0 0 1 0 0 0
13 0 0 0 0 0 0
14 0 0 0 0 0 0
15 0 0 0 0 0 0
16 1 0 0 1 0 0
17 ] ] ] ] ] ]
18 0 1 0 0 0 0
10 n n n n n n
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Taman voi tehda alla olevan kaavan avulla. Esimerkkikaavassa C2 viittaa siihen
soluun, jossa tutkittava, mahdollinen kokonaisluku on.

=]OS(C2=PYORISTA.DES.ALAS(C2);1;0)
ja kopioimalla tama kaava kuhunkin uuden taulukon soluun.

Nyt niiden lukuparien a ja b lukumaara, joiden geometrinen keskiarvo on koko-
naisluku, saadaan laskemalla summa kaikista tdman uuden taulukon soluista. Ta-
man voi tehda SUMMA-funktiolla. Tassa ratkaisussa kaytetyn taulukon tapaukses-
sa kaava on

=SUMMA(B104:CW203)

Tulokseksi saadaan 310.

Nain ollen sellaisia lukupareja a ja b, joiden geometrinen keskiarvo on kokonais-
luku, on 310 kappaletta. Kaikkiaan lukupareja on 100> = 10000 kappaletta, ja
kunkin lukuparin todennakdisyys on sama, joten todenndakdisyys, etta satunnais-
lukugeneraattorin valiltd 1-100 arpomien lukujen a ja b geometrinen keskiarvo
on kokonaisluku, on

P= —13(1)80 = 0,031 = 3,1%.

\ Ratkaisuvaihtoehto 3: Tarkka arvo

Merkitdan luvun a mahdolliset arvot 1-100 taulukkolaskennan sarakkeeseen A
riveille 2-101 ja luvun b mahdolliset arvot riville 1 sarakkeisiin 2-101. siten, etta
kutakin solua sarakkeissa 2-101 ja riveilla 2-101 vastaa tietty a:n arvo ja tietty b:n
arvo.
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Lasketaan kuhunkin soluun solua vastaavien a:n ja b:n geometrinen keskiarvo mii-
nus solua vastaavien a:n ja b:n geometrinen keskiarvo pyoristettyna alaspain ko-
konaisluvuksi. Talléin niiden solujen kohdalle, joita vastaavien lukujen a ja b geo-
metrinen keskiarvo on kokonaisluku, tulee nolla ja muiden solujen kohdalle tulee
jokin nollasta poikkeava desimaaliluku.

1

0
0.414213562
0.732050808
0
0.236067977
0.449459743
0.645751311
0.528427125
0
0.16227766
0.31662479
0.464101615
0.605551275
0.741657387
0.872953346
0
0.123105626
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2 3
0.414213562 0.732050808

0 0.449489743
0.449439743 0
0.528427125 0.464101615
0.16227766 0.872983346
0.464101615 0.242640687
0.741657387 0.582575695

0 0.898979486
0.242640687 0.196152423
0.472135955 0.477225575
0.69041576 0.744562647
0.595979486 0
0.099019514 0.244997995
0.291502622 0.450740693
0.477225575 0.7058203932
0.656554249 0.92520323
0.830951895 0.141425429

N N 240420790

4 5

0 0.236067977
0.828427125 0.16227766
0.464101615 0.872983346

0| 0.472135955
0.472135955 0
0.895979486 0.477225575
0.291502622 0.916079733
0.656654249 0.32455532

0/ 0.708203932
0.32455532 0.071067512
0.633249531 0.416193437
0.92620323 0.745966692
0.211102551 0.062257748
0.453314774 0.366600265
0.745966692 0.660254038

0/ 0.94427191
0.246211251 0.219544457

N AQCO01274 N AQCO2IN0T

Taman voi tehda kirjoitamalla soluun B2 kaavan

)
0.449459743 0.6457!
0.464101615 0.7416!
0.242640657 0.5825
0.898979456 0.29151
0.477225575 0.9160

0/ 0.4807.
0.450740698

0.92820323) 0.4833.
0.348469228 0.9372!
0.745966692 0.3666!
0.124033405 0.7749
0.485281374 0.165
0.831760866  0.5393!

0.16515139 0.3994!
0.456632961 0.2469!
0.797958971 0.58301
0.099504938 0.9087

N 2N792NA0AC N 9940

=NELIOJUURI($A2*B$1)-PYORISTA.DES.ALAS(NELIOJUURI($A2*B$1))
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ja kopioimalla taman kaavan kuhunkin soluun riveilla 2-101 ja sarakkeilla 2-101.

Nollien maara naissa soluissa voidaan laskea kaavalla
= ASKE.JOS(B2:CW101;0)

Tulokseksi saadaan, etta nollia on soluissa yhteensa 310 kappaletta.

Nain ollen sellaisia lukupareja a ja b, joiden geometrinen keskiarvo on kokonais-
luku, on 310 kappaletta. Kaikkiaan lukupareja on 100> = 10000 kappaletta, ja
kunkin lukuparin todennakdisyys on sama, joten todennakdisyys, etta satunnais-
lukugeneraattorin valiltd 1-100 arpomien lukujen a ja b geometrinen keskiarvo
on kokonaisluku, on

S0 031 = 3.1%. (Roheien)

pP=
10000

\ Ratkaisuvaihtoehto 4: Simulaatio

Arvioidaan kysytty todennakdisyys simulaation avulla. Arvotaan taulukkolasken-
nan avulla sarakkeisiin A ja B suuri maara (tassa ratkaisussa 200000) kokonaislu-
kupareja valilta 1-100. Sarakkeen A luvut vastaavat tehtavan lukua a ja sarakkeen
B luvut tehtavan lukua b. Taman voi tehda kaavalla

SATUNNAISLUKU.VALILTA(1;100)
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a b

b6 14
75 a8
17 65

2 20
84 ag
35 65
hd4 50
s} 22
hd4 79
51 100
80 57
88 2
26 a8
78 80
30 50
68 86
75 ot
gz 44
80 b3
10 65

C A

Lasketaan sarakkeeseen C arvottujen lukujen a ja b geometrinen keskiarvo kulla-
kin rivilla. Taman voi tehda kirjoittamalla soluun C2 kaavan

=NELIOJUURI(A2*B2)

ja kopioimalla kaavan kuhunkin sarakkeen C soluun, joiden rivilla on sarakkeissa
A ja B arvotut luvut.
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56
75
17
74
B0
93

b3

51
80
32
26
13
30
63

75
a2

14
5o
65
20
99
65
50
22
79
100
57

5o
80
50
56
b3

geometrinen keskiar o

25
61.2403840463596
33.2415402771893
38.4707681233427
77.0713954719903
79.8122797569397
51.9615242270663
35.7211421959635
65.3146231712317
71.4142842854285
67.5277720645365

i
47.8330429724056
18.993670632526
38.7298334620742
16.4722171772206

65.9545207013646
A3 RPAROARARIIATR

Merkitaan sarakkeen D soluun luku 1, jos viereinen sarakkeeseen C laskettu geo-
metrinen keskiarvo on kokonaisluku ja 0, jos se ei ole kokonaisluku.

b6
75
17
74
60
o8

58

51
80
32
26
738
30
B3

75
a7

14
88
65
20
89
65
50
22
19
100
57

88
80
50
86

58
AA

geometrinen keskiarvo

28
61.2403840463596
33.2415402771893
38.4707681233427
17.0713954719908
79.8122797569397
51.9615242270663
35.7211421989335
65.3146231712317
71.4142842554285
67.5277720645365

8
47.8330429724056
78.993670632526
38.7295334620742
16.4722171772206

65.9545297913646
A2 RIIROARRIATR

Cnko kokonaisluku

A==l =A== el ==l =A==l =Rl =R ===
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Taman voi tehda alla olevan kaavan avulla. Esimerkkikaavassa C2 viittaa siihen
soluun, jossa tutkittava, mahdollinen kokonaisluku on.

=]OS(C2=PYORISTA.DES.ALAS(C2);1;0)

Lasketaan, kuinka monessa tapauksessa (kuinka monella rivilla) geometrinen kes-
kiarvo oli kokonaisluku. Taman voi tehda laskemalla summan sarakkeen D luvuis-
ta. Tassa ratkaisussa kaytetyssa taulukossa kaava oli

=SUMMA(D2:D200000)

Tulokseksi saadaan, ettd 200000:sta kokonaislukuparista yhteensa 6223:n tapauk-
sessa geometrinen keskiarvo oli kokonaisluku, eli simulaation tuloksena saadaan
arvioksi tehtavassa kysytylle todennakoisyydelle

p— 22 (i

200000

=0,031115 ~ 3,1%.

Pisteytyksesta:

+ Arvottu vahintaan 500 kokonaislukuparia, joissa luvut valilla 1-100 = 2 p.

* Huomautus: Maara 500 on otettu YTL:n hyvan vastauksen piirteista (luettu
18.3.2020). Nain ollen sita kannattaa kayttaa rajana taysille pisteille. 500 |u-
kuparia on kuitenkin ilmiselvasti liian vahan. 500 lukuparin otoskoolla voi
hyvin todenndkoisesti saada mita tahansa tuloksia 2-5 prosentin valilta ja
isompikaan vaihtelu ei ole kovin harvinaista. Opiskelijan pitaisi valita jokin
tietty otoskoko ja kokeilla arpoa satunnaisluvut uudestaan useita kertoja
perakkain (Libre Office Calcissa se onnistuu uudelleenlaskennan avulla F9-
nappaimella.) Jos tulokset vaihtelevat liikaa, tulisi otoskokoa, eli lukuparien
maaraa kasvattaa. 10000 lukuparilla ja muutamalla uudelleenlaskennalla
voisi uskaltaa hyvalla varmuudella vastata, etta todennakoisyys on noin 3
%. 200000 lukuparilla ja muutamalla uudelleenlaskennalla voisi uskaltaa sa-
noa, etta todennakdisyys on 3,1%. Taman tadsmallisempaa tapaa virheen ar-
vioimiseksi tuskin on mielekasta lukiossa kayttaa. Toisaalta taytyy sanoa, et-
ta tamakin tapa edellyttaa aika paljon erikoisosaamista taulukkolaskennan
kaytosta. Pelkastaan se, etta laatii 10000 rivin taulukon vaatii paljon taitoa.
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* Tulos on vililla [0,025; 0,037] = 1 p.

* Huomautus 1: YTL:n hyvan vastauksen piirteissa oli annettu vastaukselle sal-
littu vali [0,025; 0,035]. Nostimme ylarajaa siten, etté vélista tuli symmetri-
nen oikean vastauksen suhteen, joka on 0,031. YTL:n antama vali perustui
todennakdisesti heidan vastaukseensa 0,0301, joka on virheellinen.

* Huomautus 2: Hyvaksytylla 500 lukuparin otoskoolla on aika lailla tuurista
kiinni osuuko tulos talle valille. Sen takia olisikin tarkeaa arpoa luvut muuta-

man kerran uudestaan ja katsoa, kuinka paljon tulokset vaihtelevat eri las-
kentakerroilla.

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksid, joita ei vaadita ratkaisussa.
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13. Trigonometrisia epayhtaloita (12 p.)
Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan funktioita

f(z)=sin(%) ja g(z)=ncosz.

Osoita, ettd yhtalén f(x) = g() ratkaisulle zo € [0, 7] patee g'(zo) < —n + 1.

Ratkaisu.

\ Ratkaisuvaihtoehto 1 \

Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot

f(x) =sin (i)

n

g(x) = ncos(z).

Olkoon x = xy yhtalén
fx) = g(x)

ratkaisu ja zo € [0, 7. Kyseisella valilla patee
0< f(z) <1

0 < g(z). (IRONETR)

Tarkastellaan yhtal6a

sin (E) = ncos(zg)
n

sin? (@) = n?cos?(xo) (M
n

Trigonometrian perusyhtaldsta saadaan

sin?(xg) + cos®(z) = 1

cos? (o) = 1 — sin®(z0) (2)
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Sijoitetaan (2) yhtaléon (1).

sin? (@) =n?. (1 —sin*(x0))

n

Tiedetédn, ettd sin® (£2) < 1, joten saadaan

n2<1 — Sinz(l'o)) S 1 ” : n2

1

1 —sin?(zg) < 5

n

sin®(z) > 1 — i?

>\/(n_1)(2”—1)

(n—1)2

_ =1 )

n

Saadaan siis:

n—1

sin(xg) > |- n

n

nsin(zg) >n—1 |- (=1) (suunta muuttuu)
—nsin(zg) < —n+ L. 5

Toisaalta

g’ (z9) = —nsin(xzo).
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Nain ollen epadyhtaldn (3) nojalla

g (xg) <—n+1. O

\ Ratkaisuvaihtoehto 2

Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja olkoot

f(z) =sin (£>

n

g(x) = ncos(z).

Olkoon x = x( yhtalén
fz) = g(x)
ratkaisu ja o € [0, 5]. Kyseisella vélilla patee

0< f(z) <1

0 <g(x).

Koska xo on yhtélon f(z) = g(z) ratkaisu, taytyy siis olla myés g(xy) < 1.
Tasta saadaan

g9(xo) <1
ncos(zg) <1 | :n
cos(xy) < !
n
9 1
cos”(zg) < ol (1)

Trigonometrian peruskaavalla saadaan

sin?(wg) + cos®(zq) = 1

sin?(zq) = 1 — cos?(z)
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Epayhtalodn (1) nojalla:

sin®(z0) > 1 - L

n2

. 1
sin(zg) > Hl_ﬁ
n? 1
n?  n?
n? —1
n2

_ J(n+1)(n—1)
— g
(n—1)(n—1)
. ¢ X
(n—1)2
VT
_n-l
n
Saadaan siis:
. n—1
> .
sin(zo) > —— || n
nsin(xg) >n—1 | -(=1) (suunta muuttuu)
—nsin(zg) < —n+ L. o
Toisaalta

g’ (z9) = —nsin(zo).

Nain ollen epdyhtaldn (2) nojalla

g (ro) <—n+1. O

Vérilliset tekstit ovat lisdselityksia, joita ei vaadita ratkaisussa.
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