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1. Kolmio (12 p.)

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 350 ja 1 200. Kirjoita kohdissa 1.1.-
-1.3. pelkat vastausten lukuarvot annettuihin vastauskenttiin. Al perustele taméan
tehtavan vastauksia. Tassa tehtavassa ei voi kayttaa kaavaeditoria. Kunkin vastauk-
sen maksimipituus on 10 merkkia.

1.1. Kolmion pinta-ala on .(4p)

1.2. Kolmion hypotenuusan pituus on .(4p)

1.3. Kolmion hypotenuusaa vasten piirretyn korkeusjanan pituus on .(4p.)
Ratkaisu.

Tassa tehtdvassa annettiin pelkka lopullinen vastaus ilman perusteluja. Olem-
me ndyttaneet varillisella tekstilla, miten tehtavat voidaan ratkaista.

Kolmion pinta-ala on kanta kertaa korkeus jaettuna kahdella. Suorakulmaisen kol-
mion kateetit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa, joten kun toinen niista on kolmion
kanta, toinen on korkeus. Kolmion pinta-ala on siis

350 - 1200

A = 210 000.

Vastaus: 210 000.

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituuksille a ja b, ja hypotenuusan pituudelle ¢
patee Pythagoraan lause
a>+ b =,

josta voidaan ratkaista hypotenuusan pituus:
c= & Va?+ b?
c = V3502 + 12002

c = 1250.

Vastaus: 1250.
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1.3. Kolmion pinta-ala on kanta kertaa korkeus jaettuna kahdella. Jos kanta on hypote-
nuusa, korkeus on hypotenuusaa vasten piirretty korkeusjana. Tasta voidaan ratkais-
ta tdman korkeusjanan pituus h:

°h
A= 2

2
2A=ch | :c

2A
h=—

c
2210000
~ 1250

h = 336.

Vastaus: 336.

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etdkurssit 3
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2. Derivaatta ja integraali (12 p.)

Maarita seuraavien funktioiden derivaattafunktiot tai integraalifunktiot ja kirjoita pel-
kat vastaukset annettuihin vastauskenttiin. Al4 perustele taman tehtavan vastauksia.

2.1. Kun f(x) = 4z + 3, niin f'(z) = .(3p)

2.2. Kun f(z) = 2% + 2% niin /f(x) dz = +C.(3p.)
2.3. Kun f(z) = (22 — 1)7, niin f'(z) = .(3p)

2.4. Kun f(z) = 12sin(3z), niin /f(x) dz = +C.(3p)
Ratkaisu.

Tassa tehtavéassa annettiin pelkka lopullinen vastaus ilman perusteluja. Olem-
me nayttaneet varillisella tekstilla, miten tehtavéat voidaan ratkaista.

21. D4z +3) =4

Vastaus: 4

1 1
2.2, / (2 4 2%) do = 1x4 + §x3 +C

1, 13
Vastaus: i -|-§9:

Tehtavdnannossa oli annettu integrointivakio C' valmiiksi, joten vastauslaatik-
koon ei ollut tarkoitus kirjoittaa sita. Jos kirjoitit vastaukseesi integrointivakion,
ei ole syyta huoleen: integrointivakion arvo on mielivaltainen ja siten kahden in-
tegrointivakion summa on my6s mielivaltainen, joten integrointivakion kirjoitta-
misesta vastaukseen tuskin menettaa pisteita.

2.3. Sovelletaan yhdistetyn funktion derivointikaavaa Dg(f(x)) = ¢'(f(z))f'(x).

D2z —1)"=7-(2v—1)°-D(2xr —1)
=7-20r—-1)°-2
= 14- (22 —1)°

Vastaus: 14 - (22 — 1)°

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etdkurssit 4
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24.
/12 sin(3x) de = 12/8111(3:17) dz
1 :
=12 3/35111(3;1;)

1
=12- 3 (—cos(3z)) + C

= —4cos(3z) + C

Vastaus: —4 cos(3z)

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etdkurssit 5
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3. Pistetulo (12 p.)

Maarita kaikki tason vektorit @, jotka toteuttavat ehdot

Ratkaisu.
Tason vektori © voidaan ilmaista muodossa

u=ai+bj,

missa a ja b ovat jotain lukuja. Tutkitaan, mita tehtdvanannon ehdoista seuraa.

0

Ehto 1:
3. 4-
3. 4-
(gi+5j)‘(az+bj):3
3 4
— -b=3 5
5a—|—5 ||
3a+4b =15
3a=15—4b | :3
a=5—-=b
Ehto 2:
u-u=25
(ai +bj) - (ai +bj) =25
a’ + b =25

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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Sijoitetaan (1).
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4 2
(5—§b) +b? =25
2 4 4 ? 2
5°=2-5-3b+ | gb) +b° =25
4 1
25 ot SR =25
%(ﬂ_ﬁb:
9 3

tai

Vastaus: Ehdot toteuttavat tason vektorit ovat 5i ja —gz + %5

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit
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4. Eksponentti- ja trigonometriset funktiot (12 p.)
Madritelldan f(z) = %, kun z € R.
4.1. Maarita funktion f(x) suurin ja pienin arvo. (6 p.)

4.2. Osoita, etta
f(ZL‘) Z 6l—cosx

kaikilla0 < x < g 6p.)
Ratkaisu.

4.1 Tutkitaan funktiota f(z) = "%,

Eksponenttifunktio e” on aidosti kasvava.

www.mafyvalmennus.fi

Siten e¥"* saa suurimman ja pienimman arvonsa silloin,

va lauseke sin x saa suurimman ja pienimman arvonsa.

Sinifunktion suurin arvo on 1 ja pienin arvo —1.

kun eksponentissa ole-

Siten funktion f suurin arvo on e! = e ja pieninarvoone ! =

1

Q|

1
Vastaus: Funktion f suurin arvo on e ja pienin arvo —.
e

4.2 Vaite: " > 7% kun 0 < o < I,

Todistus. Eksponenttifunktio e* on aidosti kasvava,

joten vaite on tosi, kun

sinez > 1—cosx

<= sinx +cosx > 1.

(1)

Osoitetaan epayhtald (1) todeksi, kun 0 < x <

NI

‘ LOPPUOSA RATKAISUSTA, VAIHTOEHTO 1

Tarkasteltavalla valilla [0, 7] patee

0<sinz <1
0<cosz <1,

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 8
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joten patee myos

sinz > sin?z

cosx > cos’ . 2p(5p)

Tasta saadaan

sinz 4 cosz > sin® x + cos’z = 1,

eli vaite on tosi. O 1p(6p)

LOPPUOSA RATKAISUSTA, VAIHTOEHTO 2

Tunnetusti kaikilla z patee
sin?z +cos?z = 1.
Huomataan, etta

(sinz + cosz)? = sin? 2 + cos® x + 2sinz cos

=14 2sinxzcoszx (2)

Lauseke (2) on positiivinen, koska tunnetusti sinz > 0 jacosx > 0, kun 0 <

x < 7. Edelleen 2sinz cosx > 0. 1p(5p)
Siten

sinz + cosx = V1 + 2sinz cosx
>V14+0
=1

Nyt on osoitettu (1) todeksi, joten myds alkuperdinen vaite on tosi. O 1p(6p)

‘ LOPPUOSA RATKAISUSTA, VAIHTOEHTO 3 ‘

Kun 0 < x < 7, tilanne nayttaa yksikkéympyrdssa talta:

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 9
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>

P(cosz,sinx)

> T

Kateetteja pitkin matka pisteesta O pisteeseen P on cosx + sin z. Lyhin reitti
pisteesta O pisteeseen P on hypotenuusa O P, jonka pituus on 1. N&in ollen

sinx + cosx > 1. 2p(5p)

Kun x = 0, tilanne nayttaa yksikkdympyrassa talta:

Y

A

P(cosz,sinx) = (1,0)
-

Nytsinxz +cosz =0+1= 1.
Kun x = 7, tilanne nayttaa yksikkéympyrdssa talta:

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 10
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Y

A

P(cosz,sinz) = (0,1)

Nytsinz +cosz =1+0=1.
Yhdistamalla kasitellyt tilanteet todetaan, ettd sinz+cosx > 1, kun0 <z < 7.
Nyt on osoitettu (1) todeksi, joten myods alkuperainen vaite on tosi. O  1p(6p)

L

‘ LOPPUOSA RATKAISUSTA, VAIHTOEHTO 4‘

Merkitaan

g(x) =sinx + cosz, jolloin

g'(x) = cosz — sinz.
Etsitdan derivaatan nollakohdat.

g'(x)=0
cosz —sinz =0 1p(4p)

Jos cosx = 0, niin sinx # 0, joten yhtalon ratkaisuille taytyy patea cosx # 0.
Voidaan siis jakaa cos z:lla.

sinx =cosz || :cosx
sinx
=1
cos
tanz =1

T

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 11
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Suljetulla valilla derivoituvan funktion suurin ja pienin arvo saadaan valin paate-
pisteissa tai derivaatan nollakohdissa. Ainoa nollakohta valilla [0, 5] on z = 7.
Funktion g arvot nollakohdassa ja vélin [0, 7| paatepisteissa ovat

g(0) =sin0+cos0=0+1=1

™ T T 1 1 2
=z :sin—+cos—:_+_:_:\/§>1
9(%):Sing+cosg:1+0:l.

Funktion g pienin arvo valilla [0, 7] on siis 1, joten sinz + cosx > 1, kun 0 <
x < 5. Nyt on osoitettu (1) todeksi, joten my6s alkuperdinen vaite on tosi.___ O { 1p(6p)

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 12
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5. Polynomiepayhtald (12 p.)

Ratkaise epayhtald 23 — 22% — 112+ 12 > 0. Voit kdyttaa esimerkiksi laskinohjelmis-
toa. Selita sanallisesti (enintaan 1 000 merkilld), miten polynomifunktion tulomuotoa
p(z) = (x —a)(z — b)(xz — ¢) voidaan kayttaa epayhtalon p(z) > 0 ratkaisemiseen,
kuna < b < c.

Ratkaisu.
Laskinohjelmiston avulla saadaan, etta epayhtalon

22— 222 — 1z +12>0

ratkaisut ovat —3 < z < 1

taiz > 4.

Polynomin tulomuodosta

p(z) = (z = a)(z = b)(z —¢),

missa a < b < ¢, nahdaan tulon nollasdannon avulla, ettd polynomin nollakohdat
ovat x = a, x = bjax = c. Polynomi voi vaihtaa etumerkkia vain nollakohdissa,
joten selvittamalla polynomin merkit nollakohtien vélissa ja valin [a, ¢| ulkopuolella

saadaan selville polynomin etumerkki kaikkialla. 2p

Polynomin etumerkki maaraytyy tulon tekijéiden etumerkkien perusteella siten, etta )

jos tulon tekijoista pariton maara on negatiivisia, myos tulo on negatiivinen, ja jos

tulon tekijoista parillinen maara on negatiivisia, tulo on positiivinen.

Voidaan siis taulukoida tulon tekijoéiden etumerkit nollakohtien valissa ja valin [a, ]

ulkopuolella P

ja laskea kussakin alueessa, onko negatiivisten tulon tekijoiden maara parillinen vai | (10p)

pariton, jolloin saadaan helposti selville polynomin etumerkki. P

Nyt kun on saatu selville polynomin merkkikaavio, siitd voidaan lukea, milla valeilla ﬂ,

epayhtald toteutuu. Nama valit muodostavat siis epayhtalon ratkaisun. 1p
(12p)

Oppimateriaalit - [aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etakurssit 13
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6. Kaksi paraabelia (12 p.)

Anna esimerkki kahdesta paraabelista, joilla on tasmalleen yksi sivuamispiste; sivua-
mispiste ei saa olla kummankaan paraabelin huippupiste. Anna paraabelit muodos-
say = azx® +br +c.

Ratkaisu.

Tassa tehtavassa on lukemattomia erilaisia hyvaksyttavia pareja esimerkkiparaabe-
leja. Olemme esittaneet kolme eri l[ahestymistapaa, miten sopivat esimerkkiparaa-
belit voi muun muassa loytaa.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Tassa ratkaisuvaihtoehdossa keksitaan ensin nokkelasti lahes sopivat paraabelit, ja
selvitetaan vain yhden tuntemattoman vakion arvo.

Yl6spain aukeavalla ja alaspdin aukeavalla paraabelilla on tasmalleen yksi sivuamis-
piste silloin, kun niilld on tasmalleen yksi yhteinen piste. 2p
Paraabeli y = 2 on yléspain aukeava paraabeli, jonka huippu on origossa. Vastaa-
vasti paraabeli

y=—(r—12+a=-2"+22—-1+a

on alaspéin aukeava paraabeli, jonka huippu on kohdassa = = 1.
Etsitaan sellainen vakion a arvo, etta paraabeleillay = z?jay = —22 + 22— 1+a
on tadsmalleen yksi yhteinen piste. Paraabelien leikkauskohdat saadaan yhtal6sta

2=—-2’4+2r—1+a

202 =22 +1—a=0.

Toisen asteen yhtalolla on tdsmalleen yksi ratkaisu silloin, kun diskriminantti on nol-
la. Diskriminantti lausekkeelle az? + bx + con D = b* — 4ac.

D
(-=2)?—4-2-(1—a)

I
o= O O

a =

Oppimateriaalit - 1aakis-, DI- ja yo-valmennuskurssit - etdkurssit 14
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Sopivat paraabelit voisivat siisollay = 22 jay = —2? 42z — 1+ 5 = —2?+ 22— 1.
Ratkaistaan vield sivuamispisteen z-koordinaatti tarkistaaksemme, ettei sivuamis-
piste ole kummankaan paraabelin huippupiste.

1
vt = —2?+ 20— =

2
x = —.___ (laskinohjelmalla) 2p
(10p)
Paraabelien huiput ovat kohdissa x = 0 ja x = 1, joten sivuamispiste ei ole kum-
mankaan paraabelin huippukohdassa, joten paraabelit tayttavat tehtdvan ehdot.
Vastaus: Kysytyt paraabelit ovat esimerkiksiy = 22 jay = —2? + 2z — 1. 2p
(12p)
| RATKAISUVAIHTOEHTO 2 |
Tassa ratkaisuvaihtoehdossa kaytetaan apuna yksinkertaista suoraa, jota paraabelit
my0s sivuavat niiden sivuamispisteessa. Taman avulla saastetaan vaivaa sen osoit-
tamisesta, ettd sivuamispiste ei ole kummankaan paraabelin huippupiste.
Yl6spain aukeava ja alaspdin aukeava paraabeli sivuavat toisiaan, kun niilld on tas-
maélleen yksi yhteinen piste.
Etsitaan tallaiset paraabelit, jotka sivuavat toisiansa ja suoraa y = x origossa. 1p(3p)
Paraabelien tangentit ovat vaakasuoria huippukohdissa, joten jos paraabelit sivua-
vat keskinaisessa sivuamispisteessaan myds suoraa y = x, sivuamispiste ei voi olla
kummankaan paraabelin huippupiste.
Muotoa
y = f(z) = az® + bx
olevat paraabelit kulkevat origon kautta, silla
f(0)=a-0*+b-0=0. 3p(8p)

Ne sivuavat suoraa y = x origossa, jos niiden derivaatat origossa ovat samat kuin
suoran kulmakerroin, eli 1.

f'(z) =2ax+0b
f(0)=2a-0+b=1
b=1. 2p
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Esimerkkiparaabeleiksi kayvat siis mitka tahansa kaksi muotoa
Yy = ar® +x
olevaa paraabelia, joissa toisessa a > 0 ja toisessa a < 0. Valitaan esimerkiksi
paraabelit
y:x2+x ja y:—2:172+$.
Vastaus: Kysytyt paraabelit ovat esimerkiksiy = 22 + zjay = —22% + 2. 2p
(12p)

| RATKAISUVAIHTOEHTO 3|

Yl6spain aukeava ja alaspain aukeava paraabeli sivuavat toisiaan, kun niilla on tas-
malleen yksi yhteinen piste.
Tarkastellaan paraabeleita, joiden yhtalot ovat

Y= a2’ + bix + ¢y,
Y = asx® + box + co.
Selvitetadn kohdat, joissa paraabelit leikkaavat. Leikkauspisteessa y-koordinaatit ovat
yhtasuuret, joten
122 + bz + ¢ = asx? + box + o
(ay — ag)x® + (b — bo)x +¢; —cy = 0. (1)
Paraabeleilla on tasmalleen yksi yhteinen piste, kun yhtaldlla (1) on tdsmalleen yksi

ratkaisu. Toisen asteen yhtalélld on tasmalleen yksi ratkaisu, kun diskriminantti on
nolla. Diskriminantti lausekkeelle ax? + bz + con D = b? — 4ac.

Taytyy siis olla
D=0
(bl — bg) (a1 — ag)(Cl — Cg) = 0 (2)

Etsitaan yhdet paraabelit, jotka toteuttavat yhtalon (2) ja joista toinen on yldspain ja
toinen alaspain aukeava. Valitaan

a; =1
by =0
cp =0
a, = —1
cp=—1
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Yhtal6 (2) tulee nyt muotoon

(0=b2)* =41 = (=1)][0 — (-1)] =0

b5 —8=0
ba =38
b= +VA
Paraabelit voisivat olla siis esimerkiksi y = 22 jay = —a? + V/8x — 1. Tarkistetaan

viela, ettd niiden sivuamispiste ei ole kummankaan paraabelin huippupiste. Paraa-
belin y = x2 huippupiste on origossa. Paraabelin y = —z2 + v/8z — 1 huippukohta
on sen derivaatan nollakohdassa. Derivaatta:

D(—2? +V8z — 1) = -2z + V8
Derivaatan nollakohta:

—2x+\/§:O
=2

Ratkaistaan paraabelien sivuamispiste:

? = -2+ V8 —1

1 N
r=—=. (laskinohjelmalla)

V2

Sivuamispiste on eri kuin kummankaan paraabelin huippupiste, joten esimerkkipa-
raabelit tayttavat tehtavan ehdot.

Vastaus: Kysytyt paraabelit ovat esimerkiksiy = 2% jay = —z% + v/8z — 1.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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7. Satunnaispolynomit (12 p.)

Toisen asteen polynomissa 22 — nx + n esiintyva luku n arvotaan heittamalla ta-
vallista 6-sivuista noppaa ja polynomissa x2 — max + m esiintyvé luku m arvotaan
heittamalla 8-sivuista noppaa, jonka silmaluvut ovat 1,2, ..., 8. Kuinka suurella to-
dennakoisyydella ainakin toisella polynomilla on kaksinkertainen nollakohta?

Ratkaisu.

Selvitetaan ensin, milla noppien silmaluvuilla polynomifunktioilla on kaksinkertainen
nollakohta.

Merkitaan

N(z) =2 —nx+n

M(x) = 2% — mx +m.
Luku n arvotaan kuusisivuisella nopalla, jotenn € {1,2,...,6} ja luku m arvotaan
kahdeksansivuisella nopalla, joten m € {1,2,...,8}.

Toisen asteen polynomilla on kaksinkertainen nollakohta tasmalleen silloin, kun sen

diskriminantti on nolla.

Ratkaistaan, milléa n polynomin N (z) diskriminantti on nolla.

D=0
(—n)2=4-1-n=0

n?—4n =0

n(n—4)=0 Tp(4p

Tulon nollasdannolla saadaan, ettad diskriminantti on nolla, kun n = 0 (ei mahdolli-

nen) tai n = 4. Polynomifunktio M (x) on samaa muotoa kuin N (x), joten M (z):n
tapauksessa diskriminantti on vastaavasti nolla, kun m = 4.
Molempien polynomifunktioiden tapauksessa funktiolla on siis kaksinkertai-

nen nollakohta vain yhdella nopan silmaluvuista.

Selvitetaan sitten kysytty todennakaisyys.

VAIHTOEHTO 1

Merkitdadn N = "Polynomifunktiolla N on kaksinkertainen nollakohta” ja M = "Po-
lynomifunktiolla M on kaksinkertainen nollakohta”. Tapahtumat N ja M ovat riip-
pumattomat, mutta eivat toisensa poissulkevat.
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Riippumattomuus tarkoittaa sita, etta nopan heitot eivat vaikuta toistensa todenna-
koisyyksiin. Riippumattomuudesta seuraa, ettd P(N ja M) = P(N) - P(N). Se, et-
ta tapahtumat eivat ole toisensa poissulkevat, tarkoittaa sitd, etta ne voivat tapahtua
molemmat myds samaan aikaan. Toisensa poissulkeville tapahtumille N ja M pati-
si, ettd P(N tai M) = P(N) + P(M), mutta koska tapahtumat eivat ole toisensa
poissulkevat, kaava on P(N tai M) = P(N) + P(M) — P(N ja M).

Merkitaan A = "Ainakin toisella polynomeista on kaksinkertainen nollakohta”. Tal-
18in
P(A) = P(N tai M)
P(N)+ P(M)— P(NjaM)
= P(N)+ P(M) — P(N) - P(M).

Oletetaan, etta kuusisivuisessa nopassa kunkin silmaluvun todennakoisyys on sa-
ma 1/6 ja kahdeksansivuisessa nopassa kunkin silmaluvun todennékdisyys on sama
1/8, jolloin

1
P(N) = P(6-sivuisella nopalla luku 4) = 5
1
P(M) = P(8-sivuisella nopalla luku 4) = 5
Saadaan siis
1 1 1 1
PAY==+-—=-.=
(A)=3+3 5
13
48
~ 27%.

Vastaus: Todennakoisyys, etta ainakin toisella polynomeista on kaksinkertainen nol-
lakohta, on 13/48 ~ 27%.

VAIHTOEHTO 2

Merkitaan A = "Ainakin toisella polynomeista on kaksinkertainen nollakohta”. Sen
vastatapahtuma on A = "Kummallakaan polynomilla ei ole kaksinkertaista nolla-
kohtaa”, eli

P(A)=1- P(A). 1)
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Merkitddn N = "Polynomifunktiolla N on kaksinkertainen nollakohta” ja M = "Po-
lynomifunktiolla M on kaksinkertainen nollakohta”. Naiden vastatapahtumat ovat
N = "Polynomifunktiolla N ei ole kaksinkertaista nollakohtaa” ja A/ = "Polynomi-
funktiolla M ei ole kaksinkertaista nollakohtaa.

Nopanheitot ovat toisistaan riippumattomat, joten yhtaldsta (1) saadaan
P(A)=1- P(A)
=1— P(N)P(M)
=1—(1—P(N))(1 - P(M)). )

Oletetaan, ettd kuusisivuisessa nopassa kunkin silméluvun todennékdisyys on 1/6
ja kahdeksansivuisessa nopassa kunkin silmaluvun todennékaisyys on 1/8, jolloin

P(N) = P(6-sivuisella nopalla luku 4) = é
P(M) = P(8-sivuisella nopalla 4) = 1 1p
8 (10p)
Sijoitetaan nama yhtaléon (2)
P(A)=1-(1-P(N))(1 - P(M))
(-a) ()
=1—-11—= 1—-
6 8
13
48
~ 27%
Vastaus: Todennakoisyys, etta ainakin toisella polynomeista on kaksinkertainen nol-
lakohta, on 13/48 =~ 27%. 2p
(12p)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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8. Suuria lukuja (12 p.)

Mitka luvuista
111111111, 222222222 ja 333333333

ovat jaollisia yhdeksalla?
Onko luku

111111 111 4 999 999 999222222222 4 333 333 3337933853 338

jaollinen yhdeksalla? Perustele vastauksesi.

Ratkaisu.

RATKAISUN OSA 1, VAIHTOEHTO 1

Tiedetaan, etta luku on jaollinen yhdeksalla, jos sen numeroiden summa on jaollinen
yhdeksalla.

Luvun 111111111 numeroiden summa on
I1+1+1+14+1+14+1+1+1=9,
joka on selvasti jaollinen yhdeksalla, joten luku 111111 111 on jaollinen yhdeksalla.

Luvun 222 222 222 numeroiden summa on
2424+24242+2+24+242=18=9"-2,
eli jaollinen yhdeksalla. Nain ollen myds luku 222 222 222 on jaollinen yhdeksalla.

Luvun 333 333 333 numeroiden summa on
3+3+3+3+3+3+34+34+3=27=9-3,
eli jaollinen yhdeksélla. N&in ollen myés luku 333 333 333 on jaollinen yhdeksélla.

RATKAISUN OSA 1, VAIHTOEHTO 2

Laskemalla voidaan todeta, etta
111111111
9
joten luku 111111 111 on jaollinen luvulla 9. Lisaksi
222222222 =2-111111111
333333333 =3 - 111111111,

joten myos luvut 222 222 222 ja 333 333 333 ovat jaollisia luvulla 9.

= 12345679,
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‘ RATKAISUN OSA 2, VAIHTOEHTO 1

Ylla osoitettiin, ettd luvut 111 111 111, 222 222 222 ja 333 333 333 ovat jaollisia luvul-
la 9, joten niille patee

111111111 =0 (mod 9)
222222222 =0 (mod 9)
333333333 =0 (mod 9)

Tasta seuraa suoraan

111111 1111 4 999 999 999222222222 4 333 333 333399933853
= 0111 111111 + 0222222222 + 0333333333 (mod 9)

=0 (mod9),

joten myo6s luku
111111 1111 4 999 999 999222222222 4 333 333 333399333853

on jaollinen luvulla 9. O

RATKAISUN OSA 2, VAIHTOEHTO 2

Tarkastellaan lukua
111111 1111 4 999 999 999222222222 4 333 333 333359 335553,

Ylla perusteltiin, ettd luvut 111 111 111, 222 222 222 ja 333 333 333 ovat jaollisia yh-
deksalla, joten ne voidaan ilmaista muodossa

111111111 = 9ny
222222222 = 9ny
333333333 = 9ns,

missa n1, Ny ja ng ovat positiivisia kokonaislukuja. Tarkasteltava luku saa siis muodon

(971)™ + (9n2)"" + (Inz)""™
99n1 . n?nl + 99n2 . ngng + 99113 . ngn:»)
9 X 9911171 . nﬁl)nl T 9 . 9911271 . ngnz 4 9 X 9977,371 A ngn5

9. (99n1—1 X n?m + 99n2—1 . ngnz + 99n3—1 X ngng)
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Suluissa oleva luku on positiivinen kokonaisluku, joten tarkasteltava luku on jaollinen

yhdeksalla. 2p
(12p)

Huom! Jos et tiennyt, etta luku on jaollinen yhdeksalla, jos sen numeroiden summa
on jaollinen yhdeksalla, voit johtaa jaollisuussaanndn kongruenssin avulla seuraa-
vasti:

Positiivisen kokonaisluvun n voi esittda kymmenpotenssien avulla seuraavasti:
n=ng+ns 104 ns-10%>+ ...+ ny - 10,
missa ng, n1, . . . , N ovat luvun n numerot. Luku
10=1 (mod9),
joten

n=ng+n -14+ny-12+ ... +n,-1% (mod 9)

n=ny+n+ng+...+ng,

eli jaettaessa luvulla 9, luvulla n ja sen numeroiden summalla on sama jakojaannés,
eli jos luvun n numeroiden summa on jaollinen yhdeksalla, myds luku n on.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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9. Kaanteisfunktio (12 p.)

Tarkastellaan funktiota f : R — R,

o
RN

/()

9.1. Osoita, ettad funktio f on aidosti kasvava, ja maarita sen arvojoukko tarkastele-
malla raja-arvoja

lim f(z) ja lim f(x).

r—r—00 T—00
(6 p)
9.2. Muodosta funktion f kaanteisfunktion f~! lauseke. (6 p.)

Ratkaisu.

9.1. Tehtavan funktio

T
T)=—"
f(z) 1+ |z|
voidaan esittaa paloittain maariteltyna seuraavasti
Xz
f—O—(‘T) - , 20
1
fla) = o
_ = <
f@)=7— 2

‘AIDOSTI KASVAVUUDEN OSOITTAMINEN, VAIHTOEHTO 1

Derivoidaan f,.

1-(I+2)—2-1
N (1+z)?
1
(1+x)?
> 0.

Funktio f. on siis aidosti kasvava.
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Derivoidaan f_.

/
e = =
1
S (—wp
> 0.
Funktio f_ on siis my&s aidosti kasvava.
Funktio f on jatkuva, joten nain ollen myés funktio f on aidosti kasvava. O

‘AIDOSTI KASVAVUUDEN OSOITTAMINEN, VAIHTOEHTO 2‘

Muokataan f, toiseen muotoon.

x
€Tr) =
folw) =
14z —1
142
14z 1
14z 14z
B 1
B 1+
Tasta nahdaan, etta koska 1 4 z on aidosti kasvava, p%x on aidosti vaheneva, ja nain
1 . .
ollen 1 — 1= on aidosti kasvava.
Muokataan f_ toiseen muotoon.
x
_(x) =
fola) = T
Cx—1+1
 1—x
x—1 N 1
Cl-—z 1-z
1=z 1
o l—z 11—z
1
=—1
+ 1l—x

Tasta nahdaan, etta koska 1 — x on aidosti vaheneva, %I on aidosti kasvava, ja ndin

1 . .
ollen —1 + ;= on aidosti kasvava. 1p(2p)
Funktio f on jatkuva, joten ndin ollen myds funktio f on aidosti kasvava. 0~ 1p(3p)
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‘ RATKAISUN JATKO KUMMAN TAHANSA VAIHTOEHDON JALKEEN

Lasketaan tehtdvdnannossa mainitut raja-arvot.

lim f(z) = lim f, (z)

. r (x
= lim

. 1
zhml—
B 1
S 0+1
= 1.

lim f(z)= lim f (z)

T—r—00 T——00

Vastaus: Funktion f arvojoukko on| — 1,1].

9.2. Muodostetaan ensin funktion f, kaanteisfunktion lauseke.

o (laskinohjelmalla)

Muodostetaan sitten funktion f_ kaanteisfunktion lauseke.

oz

y= l1—=x

T = v (laskinohjelmalla)
14y

Funktion kuvaaja kulkee origon kautta, silla f(0) = 0,

joten kaanteisfunktion lauseke paloittain maariteltyna on siis
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Vastaus:
%7 Yy Z 0
f_l(y) = Y Y
—, y <0
1+y

Kaanteisfunktion lauseke voidaan myds ilmaista yhdella lausekkeella itseisarvon avul-
la.

- Y
) = :
1=yl
Kaanteisfunktion f~! maarittelyjoukko on funktion f arvojoukko, joten vastauksen
voi antaa myds muodossa
%7 O<y<l
f_l(y) = Y v

1+y’

-1 <y<0.

Tehtavassa kysyttiin kuitenkin vain kaanteisfunktion lauseketta, jolloin sen maaritte-
lyjoukkoa ei tarvitse ilmoittaa.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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10. Pomppiva pallo (12 p.)

Pomppivan pallon korkeutta lattiasta kuvaa tietokonepelissa funktio

25| sin(x)|

>0
r—+5 o

Y — Y

h(x)

kun z on pallon vaakasuoraan kulkema matka ja h(z) on pallon korkeus metreina.
Kuinka moni pomppu on yli metrin korkuinen?

Ratkaisu (korjattu 26.09.2019).
Kiitdmme Hermanni Jussilaa korjaukseen johtaneesta palautteesta!l

Tehtavanannon mukaan pompun korkeutta metreinad kuvaa funktio

25| sin(z)|

hz) T+95

Y

missa x > 0 on pallon vaakasuuntaan kulkema matka metreina. Ratkaistaan, minka
kohdan x jalkeen pomput eivat voi olla yli 1 m korkeita. Koska |sin(x)| < 1, niin
h(xz) < 1kun

25

r+5
x> 20

<1

Pallo voi siis pompata yli metrin korkeudelle vain vililla x € [0, 20]. Edelleen, tall3
valilla pallo on yli metrin korkeudella ainakin niissa kohdissa, joissa | sin(z)| = 1.

Ratkaistaan, kuinka monta pomppua talla valilla on. Pallon korkeus on nolla, kun

|sin(z)] = Oelikunz = 7m-n,_missd n = 0,1.2..... Suurin n, jolla < 20 { 2p(4p)
onn = 6, silla 20/7 ~ 6,37. Funktiolla h on siis seitseman nollakohtaa valilla

x € [0,20]: x = 0,m,2m,...,6m. Nollakohtien vélissa on aina yksi pomppu, jo-

ten vililla x € [0,20] on kuusi kokonaista pomppua ja yksi vajaa pomppu.
Nama kokonaiset pomput ovat yli metrin korkuisia, koska nollakohtien valissa, tar-

kasti sanottuna kohdissaz; = § + 7 -4,7 = 0,1,...,5,onaina kohta, jossa | sin(z)| =

1. 4p

(10p)
Naytetaan viela, etta kohdasta x = 67 alkavan pompun korkeus ei ylita yhta metria
valilla 67 < = < 20. Funktio sin(x) on kasvava ja ei-negatiivinenvalilla z € [67, 67 + 7).
Toisaalta 67 + 5 ~ 20,42 > 20, joten sin(z) on kasvava ja ei-negatiivinen mygs va-
lilla « € [6m, 20]. Talloin saadaan
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25 |sin(z)|
- z+5
~ 25-sin(w)
- T+5
25 - sin(20)
< ZY 2\
- T+
25 - sin(20)
<22
- 6m+5
=0,956. ..

< 1.

h(z)

k3

« Koska sin(z) on tarkasteluvalilla kasvava, sin(z) < sin(20), kun z € [67, 20].
s Koska h(z) on positiivinen rationaalifunktio, se on suurimmillaan, kun nimittaja
on pienimmillaan.

Pallo ei siis ylita metrin korkeutta vélilla = € [67, 20]. 2p

(12p)
Aiemmin osoitettiin jo, etta pallo ei nouse yli metrin korkeudelle, kun x > 20, joten
seitsemas pomppu ei ylita metrin korkeutta missaan kohdassa.

Vastaus: Kuusi pomppua ovat yli metrin korkuisia.

Pisteytyksesta: Sen osoittamisesta, etta valilla x € [0, 20] on kuusi kokonaista pomp-
pua saa 4 pistetta. Sen osoittamisesta, etta kaikki nama pomput ovat yli metrin kor-
kuisia saa 4 pistetta. Lopuksi siitd, ettd kohdan z = 67 jalkeen mikaan pomppu ei
ole yli metrin korkuinen saa myds 4 pistetta.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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11. Newtonin menetelma (12 p.)

Aineisto:

11.A  Kuva: Funktion kuvaaja

Toisinaan Newtonin menetelma ei suppene kohti haluttua nollakohtaa, vaan juuttuu
kahden eri pisteen valille: on olemassa sellaiset pisteet ajabettd a # b, 9,1 = a
ja xon, = bkaikillen > 1.

Esita tilanne graafisesti funktion 11.A kuvaajan tapauksessa ja maarita pisteiden a ja
b likiarvot. Voit tehda piirto-ohjelmalla merkintéja kuvaan 11.A ja liittaa sen vastauk-
seesi. Selita sanallisesti, missa tilanteessa edelld mainittu ilmid esiintyy.

Ratkaisu.

-5 -4

-2 1

Ylla on kuva tilanteesta. Piste A sijaitsee kohdassa a ja piste B kohdassa b. Newtonin
menetelma jumittuu ndiden pisteen valille siten, kuin tehtdvanannossa on kuvattu,
eli aina joka toisella iteraatiolla Newtonin menetelma antaa arvon a ja joka toisella
b.__(Tilanteen esittdminen aineiston kuvaajan tilanteessa.)

IImié syntyy seuraavalla tavalla:

Newtonin menetelma perustuu siihen, ettd seuraava iteraatio x,,, 1 on se kohta, jos-
sa kuvaajan kohtaan x,, piirretty tangentti leikkaa x-akselin. (Newtonin menetelman - 3p(7p)
selitys graafisesti.)

Funktion kuvaajalle pisteeseen A piirretty tangentti leikkaa z-akselin kohdassa b,
eli samassa kohdassa, jossa sijaitsee piste B. Pisteeseen B piirretty tangentti taas
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leikkaa x-akselin kohdassa a, eli samassa kohdassa, jossa sijaitsee piste A. Talloin
on palattu alkutilanteeseen, joten seuraava iteraatio on taas b, sitten q, sitten b jne.

[Imio tapahtuu aina, jos kohdat a ja b ovat sellaiset, ettd kohtaan a piirretty tangentti
leikkaa x-akselin kohdassa b ja vastaavasti kohtaan b piirretty tangentti leikkaa x-

akselin kohdassa a. _ (Tehtavan ilmidn selitys.) 3p
(10p)

Tehtavan tilanteessa toinen vastaava juuttumistilanne syntyy samoin kuin ylla ole-
vassa kuvassa, mutta peilikuvana toiselle puolen y-akselia.

Kolmas juuttumistilanne syntyy alla olevan kuvan tilanteessa.

~

W

=5

Vastaus: Ylemmasta kuvasta voidaan lukea x-akselilta likiarvot kohdille a = —0, 1
jab = —1,7. Vastaava tilanne syntyy peilikuvana myds toiselle puolen y-akselia,
jolloina = 0,1jab=1,7. Alemmasta kuvasta saadaan kolmas tilannea = —1,9 ja
b =1,9. _ (Yhden tilanteen likiarvot riittavat.) 2p

Pisteytyksesta: (12p)
+ Koska kuvaajaa ei voi lukea kovin tarkasti, muuttujien a ja b arvot saavat var-
mastikin poiketa tarkoista arvoista. Uskomme, etta ylemmassa kuvassa a saa
olla ainakin mita tahansa valilta —0,2 ... —0,05 ja b ainakin mita tahansa va-
lilta —1,8...—1,6. Alemmassa kuvassa uskomme sallittavan ainakin vaihtelu-
valita=—-195...—-1,8jab=1,8...1,95.

* Kaikkia kolmea tapausta ei tarvitse nayttaa, vaan yksi tilanne ja yhdet a:n ja b:n
arvot riittavat taysiin pisteisiin (YTL:n hyvan vastauksen piirteiden mukaisesti).
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* Huomautus opiskelijalle: Ylla oleva voidaan sanoa jalkiviisaana, mutta koeti-
lanteessa on vaikea varmuudella tietad taman tyyppisessa tehtavassa, edelly-
tetaankd kaikki vaihtoehdot. Jos sinulla on kokeessa aikaa, tee kaikki vaihtoeh-
dot. Jos tulee kiire, luota siihen, etta yksi riittda ja tee muita tehtavia saasty-
neella ajalla.

Jos sinulla on ylimaaraista harrastuneisuutta dynaamisen matematiikan oh-
jelmista, niin tassa vinkki:

Tehtavan voi ratkaista hyvin tarkasti laskinohjelman avulla. Adriarvokohtien ja kah-
den pisteen avulla voi sovittaa neljdnnen asteen polynomin, jonka muoto on hyvin
tarkasti sama kuin annetussa kuvassa. Saadun polynomin kuvaajalle voi sitten piir-
taa tangentin ja samaan pisteeseen pystysuoran suoran. Tallaisia tangentteja tulee
konstruoida kaksi. Sitten ne liikutellaan hieman kokeillen ja saataen siten, etta juut-
tumiskohdan ehdot tayttyvat.

423ty
0.5 .
02 ERE]
-1.87,-2.1 1.87,-2.1
(L7 2.) (157.20) %
4.60

Huom! Laskinratkaisuun liittyvien temppujen osaamista ei siis edellytetty ko-
keessa, vaan ratkaisun sai tehda paljon likimaaraisemmin piirto-ohjelmalla.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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12. Summan arviointi (12 p.)

Aineisto:

12.A Tiedosto: Pylvaat

Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Osoita, etta

2n—1
277( ST Y k<
k=n

Voit kdyttaa aineistoa 12.A tehtavan tilanteen hahmottamiseksi, mutta tama ei ole
valttamatonta ratkaisun kannalta. Muista myds, etta pelkat kokeilut eivat riita mate-
maattisen vaitteen perusteluksi.

Ratkaisu.

Tutkitaan funktion y = f(z) = 2° kuvaajaa,

funktion y = g(z) = (z — 1)° kuvaajaa seki sellaista kuvaajaa y = h(z), jonka
korkeus kullakin valilla [k, k + 1] on &S.

Huomataan, ettd g(x +1) = (x +1—1)% = 2% = f(x), eli g(r) saa kohdassa k + 1
aina saman arvoin kuin f(z) kohdassa k. Saadaan siis alla olevan néakéiset kuvaajat.

y = f(x)
y = h(z)
y=g(x
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Kuvaajan y = f(z) alle jaava pinta-ala A on siis suurempi kuin kuvaajan y = h(z)
alle jaava pinta-ala Ay, joka on puolestaan suurempi kuin kuvaajan y = g(z) alle
jaava pinta-ala A, eli

A, < A < Ay (1)

Kuvaajany = h(x) alle jaava pinta-ala A, koostuu suorakulmioista, joiden leveys on
1 ja korkeus on k° kullakin valilla [k, k& + 1[. Nain ollen valilla [n, 2n|

2n—1
Ay=> 1-k°
P

2n—1

h=Yw 2
k=n

Huom! Summan viimeinen k:n arvo on 2n — 1, koska tarkastellaan valia [n, 2n| ja
kuvaajan y = h(x) korkeus viimeiselld "portaalla”, elivalilla [2n—1, 2n[ on (2n—1)°.

Kuvaajany = f(z) alle jaava pinta-ala A voidaan laskea maarattyna integraalina.

2n

A= [ fa)as
Zn

Ay = /a:6dx

n

127

Ap = Tn (CAS-ohjelmalla) (3)

Kuvaajan y = g(z) alle jadva pinta-ala A, saadaan vastaavasti.

2n

A, = / g(z)dz

n
2n

Ag:/(x—1)6dx *

n
2n—1 2n

= [ @t [e-vta @

n 2n—1
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Integraalin (*) voi laskea auki laskinohjelmalla, mutta lausekkeesta tulee pitka eika se
sellaisenaan muistuta tavoiteltua lauseketta (5). Yksi tapa kiertaa ongelma on jakaa
integrointivali kahteen osaan, kuten ylla. Taman keksiminen toki vaatii ensin ongel-
man tutkimista.

Yhtaldssa (4) jalkimmainen maaratty integraali on positiivinen, joten

2n—1
12
Ay > / (x—1)%dr = 77(71 —1)"  (CAS-ohjelmalla)

127
Ay > —(n-1) (3) |3p
7 (11p)

Nain ollen yhtaldiden (2) ja (3) seka epayhtalén (5) nojalla epayhtaldsta (1) saadaan

2n—1

127 . 6 127 .

127, 1>7<%Zlk6 PRbI

—(n — —n',

7 — 7

josta seuraa vaite
127 e 127
7(n—1)7§ Zk6§7n7 ] 1p
k=n (12p)

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellytetd ratkaisussa.
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13. Joukon alkioiden summa (12 p.)

Tarkastellaan joukkoja

Al = {0}7 AQ = {17 2}7 AS = {37475}7 A4 = {67 77879}7

Joukossa Ay on siis k alkiota, jotka ovat perdkkaisia kokonaislukuja ja joista pienin
on yhta suurempi kuin joukon A _; suurin alkio. Joukon alkioiden summa tarkoittaa
sitd, etta joukkoon kuuluvat luvut lasketaan yhteen. Esimerkiksi joukon A3 alkioiden

summaon3+4+5=12.

Maarita joukon Ag alkioiden summa seka joukon Asg;g alkioiden summa. Muodosta
yleinen polynomifunktio P(k), joka antaa joukon Ay alkioiden summan kaikilla k =

1,2,3,....

Ratkaisu.

Huom! Jos yleista polynomifunktiota P(k) ei saanut johdettua, tasta tehtavasta oli
mahdollista saada hajapisteita laskemalla joukon Ag alkioiden summa kasin seuraa-

vasti:

Ay =10,11,12,13, 14
Ag = 15,16,17, 18, 19, 20.

Joukon Ag alkioiden summa on siis

P(6) =15+16+ 17+ 18 + 19 + 20 = 105.

Pisteytyksesta: Jos on saanut tehtya vain ylldolevan, voi antaa irtopisteen joukon Ag

alkioiden selvittamisesta ja toisen irtopisteen summan P(6) laskemisesta.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 1 |

Selvitetdan ensin joukon Ay pienimman alkion suruuus.

Joukossa Ay, on aina k kappaletta alkioita,

joten kaikissa niissa joukoissa A;, joille i < k, on yhteensa
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alkiota. Esimerkiksi /V(4) kertoo siis joukoissa Ay, As ja As olevien alkioiden koko-

naislukumaaran, joka on

4—1 3
:Zizzz‘:1+2+3=6.
1=1 1=1

Kyseessa on aritmeettinen summa, jonka ensimmainen termi on 1 ja viimeinen ter-
mi on k — 1, joten termien lukumaéara on k — 1 ja aritmeettisen summan kaavalla

saadaan

N(k) = (h—1). 222D

(k — 1)k

2

)

Joukkojen A, alkiot ovat perdkkaisia kokonaislukuja, jotka lahtevat nollasta, joten
joukon Ay, pienin alkio on suuruudeltaan sama kuin joukkojen A;, joille ¢ < k, alkioi-

den yhteismaars, eli N (k).

Lasketaan sitten joukon Ay alkioiden summa.

Joukon A;, alkioiden summa on

Esimerkiksi joukon A4 alkioiden summa on

I
=

P(4) = Z(N(zl) + i)

[e=]

Il

N4)+0+1+2+3.

P(k):n lausekkeessa oleva summa

T
L

S
Il
o

(2)

2

NA+0)+(NE)+1)+(NM4)+2)+

(N(4) 4 3)
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on aritmeettinen summa, jonka ensimmainen termi on nolla, vimeinen termi on
k — 1 ja termien lukumaara on k, joten

E

-1
tk—1 (k—1k
ik _k-D)

Il
o

i

Aritmeettisen summan voi laskea myods ilman nollaa, eli siten, etta ensimmainen
termi on 1, viimeinen termi on k — 1 ja termien lukumaara on k — 1, jolloin saadaan
aritmeettisen summan kaavalla

x>~

li:(kly

1

1+k—-1 (k— 1)k
2 2

Sijoitetaan (1) ja (4) P(k):n lausekkeeseen (3).
(k—1Dk (k—1)k

P(k) =k-
(k) SRR
1, 1
= -k — k.
2" T2

Lasketaan joukkojen Ag ja Asg1g alkioiden summat.

1 1
P(6)==-6°— = -6 =105.

2 2
1 1
P(2019) = 3 -20193-—-5 - 2019 = 4115085420.

Vastaus: Joukon Ag alkioiden summa on 105, joukon Asgpg alkioiden summa on
4115085420 ja yleinen polynomifunktio, joka antaa joukon Ay alkioiden summan,
on P, = 1k* — 1k.

| RATKAISUVAIHTOEHTO 2|

Selvitetaan ensin joukon Ay suurin alkio.

Merkitaan joukon Ay pieninta alkiota eg:lla. Joukon Ay alkiot ovat siis
e, er+1,...,ep+k—1.
Merkitaan joukon Aj, suurinta alkiota vy:lla, eli

vp=e,+k—1 m
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Joukon A, pienin alkio on yhden suurempi kuin joukon Aj_; suurin alkio, eli e, =

vg_1 + 1. Sijoitetaan tama yhtaloon (1).

vy =Up1+1+k—1
v = Up—1 + k.

Siten

U2:U1+2
113:?)2+3:U1+2+3
’U4:U3+4:’Ul+2+3+4

v,=mn+2+3+4+...+k.

Joukon A; suurin (ja ainoa) alkio on v; = 0, joten kyseesséa on aritmeettinen summa,
jonka ensimmainen termi on 2, viimeinen termi on k ja termien lukumaara on k — 1.

Aritmeettisen summan kaavalla saadaan

@

2+ k
v =(k—1)- 5
Selvitetaan sitten joukon Ay, pienin alkio.
Yhtalosta (1) saadaan
er=v, — k+1
Sijoitetaan (2).
2+ k
e, =(k—1)- %—k—l—l
k— 1k
i)

Lasketaan sitten joukon Ay, alkioiden summa.

2

Joukon A, alkiot ovat perakkaisia kokonaislukuja. Joukon A, alkioiden summa on
siis aritmeettinen summa, jonka termien lukumaara on k, ensimmainen termi on ¢,

ja viimeinen termi on vy, eli

€r + Vi

P(k) = k- =
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Sijoitetaan (3) ja (2).

P(k) = k- —2

(k) .
1 1

P(k) = —k* — k.

(k) = 5k" =5

Lasketaan joukkojen Ag ja Asg1g alkioiden summat.

1

P(6) =

1 1
P(2019) = 5 2019% — 3 2019 = 4115085420.

1
63—5-6:105.

Vastaus: Joukon Ag alkioiden summa on 105, joukon Asgpg alkioiden summa on
4115085420 ja yleinen polynomifunktio, joka antaa joukon Ay alkioiden summan,

on P, = 1k* — ik.

Varilliset tekstit ovat lisaselityksia, joita ei edellyteta ratkaisussa.
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